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ВВЕДЕНИЕ

В умозрительных рассуждениях отсутствует опыт, без
которого ни в чем не может быть достоверности.
Леонардо да Винчи.

Пособие предназначено для студентов, впервые знакомящихся с
учебным курсом «Линейная алгебра», и содержит стандартные зада-
чи разделов «Метод последовательных исключений неизвестных(метод
Гаусса)»(глава 1), «Линейные пространства»(глава 2), «Линейные опе-
раторы в конечномерных линейных пространствах»(глава 3), «Спек-
тральная теория конечномерных линейных операторов и ее приложе-
ния»(глава 4), «Евклидовы пространства»(глава 5), «Линейные опера-
торы в конечномерных евклидовых пространствах»(глава 6), «Квадра-
тичные формы»(глава 7). Каждая глава разбита на параграфы, кото-
рые организованы следующим образом. Сначала приводятся справоч-
ные материалы по теме, потом даются подробные решения стандарт-
ных задач. В конце каждой главы имеется 5-6 вариантов по каждой
задаче для решения в аудитории или для самостоятельных упражне-
ний. Пособие создавалось, в основном, по двум причинам. С одной
стороны, оно предоставляет изучающему предмет возможность разо-
браться самостоятельно в алгоритмах решения задач линейной алгеб-
ры. С другой стороны, пособие содержит значительное количество за-
даний, которые могут быть использованы при всех формах обучения.
При этом некоторая часть самостоятельной работы может быть реали-
зована с использованием индивидуальных заданий. Для этого в при-
ложении собраны варианты заданий в количестве, достаточном для
одной учебной группы. Все задания снабжены ответами. Следует от-
метить, что большинство предлагаемых заданий (за исключением тех,
где необходима нормировка) «решается в целых числах». Приведен-
ные в пособии алгоритмы преследуют учебные цели и рассчитаны на
«модельные» задачи, которые можно решить вручную, без использова-
ния вспомогательных средств. Несмотря на то, что пособие рассчитано
на первоначальное знакомство с предметом, автор не видит никакой
возможности запретить использовать пособие в своей работе подготов-
ленными читателями, в частности преподавателями вузов, в том числе
начинающими.



4 0. Введение

Некоторые части пособия издавались в Ростовском государствен-
ном университете в виде методических указаний и прошли апробацию
на практических занятиях на механико-математическом факультете.
Изложение материала в пособии во многом (главы 2 – 5 и частич-
но 6) ориентировано на учебник [12]. Я выражаю благодарность его
авторам доценту А. В. Козаку и профессору В. С. Пилиди, чьими
идеями, советами, пожеланиями и замечаниями (невероятно тактич-
ными) я воспользовался. Конструктивные замечания и предложения
всех сотрудников кафедры алгебры и дискретной математики Ростов-
ского госуниверситета способствовали улучшению текста пособия. Де-
кан механико-математического факультета РГУ Я. М. Ерусалимский
и зам. декана И. А. Чернявская всячески укрепляли боевой дух авто-
ра. Особая благодарность родным и близким, все это вытерпевшим,
и студентам механико-математического факультета РГУ, посещавшим
занятия, несмотря на отчаянный холод в аудиториях зимой и чудную
погоду за окном весной. Я также благодарен всем, кто по мере своих
сил не мешал мне на рабочем месте заниматься посторонней работой,
кто улучшал текст пособия разными советами и деловыми замечания-
ми.

Я должен заверить читателя, что все верные определения, факты
и алгоритмы заимствованы из литературы, далеко не полный список
которой приведен в конце данного издания. При этом, несмотря на
все мои усилия, внутренние и внешние причины могли послужить ис-
точником некоторого числа ошибок. Их автор заранее приносит свои
извинения и будет признателен за любую конструктивную критику и
указание на описки и опечатки. Со мной можно связаться по электрон-
ной почте. Мой e-mail: vadkr@math.rsu.ru .
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Обозначения.
...Хотя есть отсталые ученые, которые используют уста-
ревшие обозначения, и наоборот — передовые ученые,
которые выдумывают свои новые обозначения. Но я бу-
ду придерживаться наиболее общепринятых обозначе-
ний. Из записи лекции А. А. Кириллова "Метод орбит
и конечные группы", 28.12.1997 г.

∀ — любой, для любого, для всех.
∃ — существует, найдется.
∈ — принадлежит (является элементом), напр., x ∈ M — элемент x
принадлежит множеству M .
M1 ⊂M — множество M1 является частью множества M (его подмно-
жеством).
∅ — пустое множество.
M1∪M2 — объединение множеств M1 и M2 (множество всех элементов,
принадлежащих хотя бы одному из множеств M1 или M2).
M1∩M2 — пересечение множеств M1 и M2 (множество всех элементов,
принадлежащих и множеству M1 и множеству M2).
M1 \M2 — разность множеств M1 и M2 (подмножество всех элементов
множества M1, не принадлежащих множеству M2).
N — множество (полугруппа) натуральных чисел.
Z — множество (кольцо) целых чисел.
Q — множество (поле) рациональных чисел.
R — множество (поле) вещественных чисел.
C — множество (поле) компле́ксных чисел.
F — одно из множеств (полей) Q, R или C.
Для любого компле́ксного числа z = x+ iy, x, y ∈ R
<z — действительная часть компле́ксного числа z = x+ iy: <z = x;
=z — мнимая часть компле́ксного числа z = x+ iy: =z = y;
|z| — модуль (абсолютная величина) компле́ксного (вещественного)
числа z: |z| =

√
x2 + y2;

arg z — аргумент компле́ксного числа z 6= 0: 0 6 arg z < 2π, cos(arg z) =
x/|z|, sin(arg z) = y/|z|.
Линейное пространство и его подпространства будем обозначать бук-
вой V, возможно с индексами.
dim V — размерность линейного пространства V.
E — евклидово (вещественное) пространство.
U — унитарное (комплексное) пространство.
Векторы линейного пространства обозначаются жирными латинскими
буквами a, b, c,. . . ,x, y, z возможно с индексами.
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Числа (скаляры) обозначаются либо греческими буквами, может быть
с индексами, или нежирными латинскими буквами с индексами.
Матрицы будут обозначаться большими латинскими буквами следую-
щего начертания: A, B, . . . , Z.
|A| — определитель матрицы A.
diag(α1, α2, . . . , αn) — диагональная матрица с элементами α1, α2, . . . ,
αn на диагонали.
Rn, Cn — линейное пространство всех вектор-столбцов с n(∈ N) веще-
ственными, соответственно компле́ксными, элементами.
R[x], C[x] — линейное пространство всех многочленов от одной неиз-
вестной x с вещественными, соответственно компле́ксными, коэффици-
ентами.
deg f — степень многочлена f .
R[x]n, C[x]n — линейное пространство всех многочленов от одной неиз-
вестной x с вещественными, соответственно компле́ксными, коэффици-
ентами и степени не больше n(∈ N ∪ {0}).
Mn(R), Mn(C) — линейное пространство всех матриц порядка n(∈ N) с
вещественными, соответственно компле́ксными, элементами.
V3 (V2) — линейное пространство всех векторов в пространстве (на
плоскости).
`(a1,a2, . . . ,an) — линейная оболочка, порожденная системой векторов
a1, a2,. . . , an).
SpecA — спектр линейного оператора A или его матрицы.
rangA — ранг линейного оператора A или его матрицы.
trA — след линейного оператора A или его матрицы.
imA — образ линейного оператора A.
kerA — ядро (ноль-пространство) линейного оператора A.
detA или |A| — определитель линейного оператора A или его матрицы.
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. . . в Поднебесной повсеместно еще встречаются
люди, путающие иероглифы при чтении и пись-
ме. Фихиро. Письмо императору (эпоха Тань).

Греческий алфавит
A α B β Γ γ ∆ δ E ε (ε) Z ζ
альфа бета гамма дельта эпсилон дзета
H η Θ θ (ϑ) I ι K κ Λ λ M µ
эта тэта йота каппа ламбда мю

N ν Ξ ξ O o Π π ($) P ρ (%) Σ σ (ς)
ню кси омикрон пи ро сигма

T τ Υ υ Φ φ (ϕ) X χ Ψ ψ Ω ω
тау ипсилон фи хи пси омега

Латинский алфавит

A, a, B, b, C, c, D, d, E, e, F, f, G, g,
а бэ цэ дэ э эф гэ

H, h, I, i, J, j, K, k, L, l, M, m, N, n,
ха и йота ка эль эм эн

O, o, P, p, Q, q, R, r, S, s, T, t, U, u,
о пэ ку эр эс тэ у

V, v, X, x, Y, y, Z, z
вэ икс ипсилон зэта

Французский алфавит (Современный латинский алфавит)
A, a, B, b, C, c, D, d, E, e, F, f, G, g,

а бэ сэ дэ э, еo эф жэ
H, h, I, i, J, j, K, k, L, l, M, m, N, n,
аш и жи ка эль эм эн

O, o, P, p, Q, q, R, r, S, s, T, t, U, u,
о пэ кю эр эс тэ ю

V, v, W, w, X, x, Y, y, Z, z
вэ дубль вэ икс игрек зэд



ГЛАВА 1

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ

Метод последовательных исключений неизвестных

— Мы сами знаем, что она не имеет решения, — сказал
Хунта, немедленно ощетиниваясь. — Мы хотим знать,
как ее решать.
. . . Бессмыслица — искать решение, если оно и так есть.
Речь идет о том, как поступить с задачей, которая ре-
шения не имеет. А. Стругацкий, Б. Стругацкий «Поне-
дельник начинается в субботу».

Многие задачи, рассматриваемые здесь (и не только здесь), сво-
дятся в конце концов к решению системы линейных алгебраических
уравнений 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

Система уравнений состоит из m уравнений, 1 ≤ m <∞ (обратите вни-
мание, что система может состоять и из одного уравнения) и n неиз-
вестных x1, x2, . . . , xn, 1 ≤ n <∞. Элементы ai,j называются коэффи-
циентами, а элемент bi — свободным членом i - го уравнения системы.
Нас, в основном, будут интересовать решения системы уравнений, то
есть такие упорядоченные наборы чисел x1, x2, . . . , xn, которые при
подстановке их во все уравнения системы превращают последние в чис-
ловые равенства. Кроме того, интересны условия, при которых реше-
ние системы уравнений существует и, тем более, единственно. Поэтому
будем различать следующие возможные случаи. Возможно, что систе-
ма линейных алгебраических уравнений имеет хотя бы одно решение
(иными словами, не менее одного решения). В этом случае она называ-
ется совместной. Если же система линейных алгебраических уравнений
не имеет ни одного решения, то она называется несовместной. Любая
система уравнений либо совместна, либо несовместна. Если совместная
система линейных уравнений имеет только одно решение, то она назы-
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вается определенной, если более одного решения — неопределенной.
Для решения системы линейных уравнений мы используем метод

последовательных исключений неизвестных (метод Гаусса)1. Метод по-
следовательных исключений (метод Гаусса) основан на элементарных
преобразованиях системы линейных уравнений. Обычно выделяют три
вида элементарных преобразований. Это

1) перемена местами двух уравнений системы;
2) умножение обеих частей уравнения на число, отличное от нуля;
3) прибавление к левой и правой частям одного уравнения соответ-

ственно левой и правой частей другого уравнения, умноженных на одно
и то же произвольное число.

Система линейных уравнений, полученная с помощью элементар-
ных преобразований, равносильна исходной системе уравнений. Вместо
того, чтобы выписывать систему линейных уравнений, будем исполь-
зовать ее расширенную матрицу

a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 .

Она состоит из основной матрицы (или просто матрицы) системы урав-
нений

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

элементами которой являются коэффициенты системы уравнений, и
столбца свободных членов. Так как неизвестные упорядочены, то лю-
бая система линейных уравнений имеет однозначно определенную рас-
ширенную матрицу. И наоборот, по каждой расширенной матрице одно-
значно восстанавливается ее система линейных уравнений. Таким обра-
зом, расширенную матрицу можно рассматривать как краткую запись
системы линейных алгебраических уравнений. Если ввести вектор-
столбец неизвестных и вектор-столбец свободных членов

x =


x1

x2

...
xn

 , b =


b1
b2
...
bm

 ,

1точнее один из его вариантов, который обычно (а может быть, иногда) называ-
ется схемой Жордана (см.[4]).
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то тогда систему уравнений можно записать в следующей матричной
форме: Ax = b. В этом матричном уравнении слева стоит (матричное)
произведение матрицы A на вектор x. Если все свободные члены рав-
ны нулю: b1 = b2 = · · · = bm = 0, то система линейных уравнений на-
зывается однородной. Однородная система уравнений совместна, так
как имеет, по крайней мере, тривиальное (нулевое) частное решение
x1 = x2 = · · · = xn = 0. В расширенной матрице однородной систе-
мы уравнений столбец свободных членов (состоящий из одних нулей)
обычно опускается, так что расширенная матрица по внешнему виду
совпадает с основной.

Элементарным преобразованиям системы уравнений отвечают соот-
ветствующие элементарные преобразования ее расширенной матрицы.
Для этих преобразований будем обозначать через Ci↗↖Cj перемену ме-
стами i - й и j - й строк расширенной матрицы, через αCi — умножение
i - й строки расширенной матрицы на число α 6= 0 и через Ci + αCj —
прибавление к i - й строке j - й строки, умноженной на число α. Если α
является рациональным числом α = a/b, a ∈ Z, b ∈ N, то αCi и Ci+αCj

иногда будем записывать как aCi/b и Ci + aCj/b соответственно. Кро-
ме того, для сокращения записи будем вычеркивать уравнение системы
со всеми нулевыми коэффициентами и нулевым свободным членом, а
Ci∗ будет обозначать вычеркивание соответствующей (i — й) нулевой
строки расширенной матрицы.

Теперь попробуем разобраться в самом методе последовательных
исключений неизвестных. Основная идея состоит в том, чтобы с по-
мощью элементарных преобразований систему уравнений привести к
такой эквивалентной системе уравнений, решение которой легко най-
ти. Эту последнюю систему уравнений (и ее матрицу), будем назы-
вать приведенной2. Удобнее дать определение приведенной матрицы.
Будем ненулевой элемент основной матрицы системы уравнений на-
зывать ведущим элементом, если все остальные элементы, стоящие в
том же столбце, равны нулю. Глядя на основную матрицу, ведущий
элемент легко распознать. В столбце это единственный ненулевой эле-
мент. Строка основной матрицы системы уравнений (и соответствую-
щее уравнение) называется приведенной, если она содержит хотя бы
один ведущий элемент. В строке таких ненулевых элементов может
быть несколько. Тогда из них выбирается один (и только один) веду-
щий элемент. Наконец, основная матрица (и соответствующая ей си-
стема уравнений) называется приведенной, если ее любая ненулевая
строка является приведенной.

2Это название, к сожалению, не является общеупотребительным.
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Система уравнений со следующей расширенной матрицей является
приведенной (ведущие элементы подчеркнуты)

0 1 −3 0 5 0
0 0 0 0 0 0
0 0 7 −2 0 −1
1 0 4 0 0 5

 .

Для того, чтобы получить с помощью элементарных преобразований
приведенную систему уравнений, будем поступать следующим образом.
Выбираем произвольное уравнение, имеющее хотя бы один ненулевой
коэффициент. Это значит, что соответствующая строка основной мат-
рицы является ненулевой. Если это уравнение приведено, то выбираем
другое уравнение. Если же нет, то в этом уравнении выбираем ненуле-
вой коэффициент и называем его ведущим элементом. Затем умножа-
ем по очереди это уравнение на подходящие числа с тем, чтобы после
прибавления полученных уравнений к остальным уравнениям системы
получить нулевые коэффициенты при той же неизвестной, при кото-
рой стоит ведущий элемент. В результате этих преобразований выбран-
ное уравнение становится приведенным. Перебирая таким образом все
уравнения, получаем приведенную систему, эквивалентную исходной3.

Пусть приведенная система содержит уравнение, все коэффициенты
и свободный член которого равны нулю. Тогда это уравнение можно
вычеркнуть из системы.

Если приведенная система содержит уравнение
0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn = bi,

все коэффициенты которого равны нулю, а свободный член bi отличен
от нуля, то любой набор чисел x1, x2, . . . , xn обращает левую часть
уравнения в ноль, что не равно правой части. Значит уравнение не
имеет решения, поэтому и система, содержащая это уравнение, несов-
местна.

Пусть теперь каждое уравнение приведенной системы содержит хо-
тя бы один ненулевой коэффициент. Тогда в любом уравнение есть
ведущий элемент. Таких ведущих элементов в каждом уравнении мо-

3 Отличие этого варианта метода последовательных исключений неизвестных от
остальных заключается в том, что исключение очередной неизвестной происходит
сразу во всех уравнениях и, следовательно, нет обратного хода или обратной под-
становки. Основным его достоинством по сравнению с другими вариантами метода
Гаусса является его бо́льшая регулярность. Несмотря на то, что этот метод требует
несколько больше арифметических операций, чем другие варианты, общая простота
алгоритма приводит при вычислениях "вручную"в среднем к сокращению време-
ни решения системы линейных уравнений за счет сокращения чисто технической
работы по переписыванию расширенных матриц.
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жет быть и несколько, но выбрать нужно ровно один (их будем под-
черкивать в расширенной матрице). Неизвестные системы уравнений,
стоящие при этих ведущих элементах называются главными (или за-
висимыми), остальные неизвестные называются свободными (или неза-
висимыми). Выбранных нами ведущих элементов столько же, сколько
и главных неизвестных (и столько же, сколько уравнений). Возможно
два случая. Количество уравнений приведенной системы равно чис-
лу всех неизвестных и меньше числа всех неизвестных. Если число
уравнений (равное числу главных неизвестных) равно числу всех неиз-
вестных, то свободных неизвестных нет и в каждом уравнении при-
сутствует только одна неизвестная с ненулевым коэффициентом (веду-
щим элементом). Это уравнения вида ai,jxj = bi. Они легко решаются
xj = bi/ai,j , так как ai,j 6= 0. Таким образом в этом случае систе-
ма уравнений имеет, причем единственное решение. Это значит, что
система уравнений является определенной. Пусть теперь число урав-
нений меньше числа всех неизвестных. В этом случае имеются сво-
бодные неизвестные. Перенесем все слагаемые, содержащие свободные
неизвестные, в правые части уравнений. Тогда слева останутся лишь
главные неизвестные, по одному в каждом уравнении. Все они легко
выражаются через слагаемые, стоящие справа. В этом случае систе-
ма уравнений имеет более одного решения 4. Свободные неизвестные
могут принимать любые значения, главные неизвестные выражаются
через свободные. Так получаем множество всех решений. Чтобы полу-
чить какое-нибудь частное решение, нужно выбрать конкретные значе-
ния свободных неизвестных и после этого вычислить значения главных
неизвестных.

Имеются критерии совместности и определенности систем уравне-
ний. В этих критериях используется понятие ранга матрицы. Поэтому
они сформулированы далее в соответствующем разделе (см. стр. 80).

Рассмотрим теперь метод последовательных исключений неизвест-
ных для решения систем уравнений на конкретных примерах. Веду-
щие элементы системы уравнений, с помощью которых проводится ис-
ключение неизвестных, будут подчеркиваться в расширенной матрице.
Знак ∼, стоящий между расширенными матрицами, означает, что со-
ответствующие системы линейных уравнений равносильны.

4Конечно, если неизвестные ищутся во множестве всех действительных или
компле́ксных чисел, то система уравнений будет иметь бесконечно много решений.
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Пример 1 Найти решение системы уравнений 3x1 − 2x2 + 5x3 = 5,
−6x1 + 2x2 − 5x3 = −2,
3x1 − 6x2 + 10x3 = 11.

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы линейных урав-
нений  3 −2 5 5

−6 2 −5 −2
3 −6 10 11

 .

Удобно в качестве ведущего выбрать, например, первый элемент в пер-
вой строке (этот элемент подчеркнут). Вообще-то ведущим элементом
может быть выбран любой ненулевой элемент основной матрицы систе-
мы уравнений. Но при вычислениях "вручную"для системы линейных
уравнений с целыми коэффициентами ведущими желательно выбирать
те элементы, которые являются делителями всех элементов столбца, в
котором выбран ведущий элемент. Часто ведущими выбираются эле-
менты, равные ±1. С помощью элементарных преобразований сделаем
все остальные элементы в первом столбце равными нулю. Для этого
нужно ко второму уравнению прибавить первое, умноженное на 2, и к
третьему уравнению прибавить первое, умноженное на −1. Этим эле-
ментарным преобразованиям системы уравнений отвечают следующие
элементарные преобразования расширенной матрицы: C2+2C1, C3−C1.
После этих преобразований система уравнений будет иметь расширен-
ную матрицу  3 −2 5 5

0 −2 5 8
0 −4 5 6

 .

В каждой ненулевой строке основной матрицы ведущий элемент выби-
рается только один раз. Выберем теперь ведущий элемент во второй
строке и третьем столбце. Можно, конечно, ведущий элемент выбрать
и во втором столбце. Наш выбор ведущего элемента продиктован же-
ланием уменьшить объем вычислений. Вычтем из первого и из третье-
го уравнений второе, то есть выполним элементарные преобразования
C1 − C2 и C3 − C2. Тогда получим расширенную матрицу 3 0 0 −3

0 −2 5 8
0 −2 0 −2

 .

Ведущий элемент еще не выбирался только в третьей строке, где толь-
ко элемент основной матрицы, стоящий во втором столбце, отличен от
нуля. Значит, только этот элемент можно взять в качестве ведущего. С



14 1. Системы уравнений

помощью него сделаем все остальные элементы второго столбца равны-
ми нулю. Для этого выполним элементарное преобразование C2 − C3.
Тогда  3 0 0 −3

0 0 5 10
0 −2 0 −2

 .

Ведущий элемент выбирался в каждой ненулевой строке. Значит, все
строки приведены, а, следовательно, и система линейных уравнений
имеет приведенную форму. Восстановим ее по расширенной матрице 3x1 = −3,

5x3 = 10,
−2x2 = −2.

Отсюда легко находим решение системы линейных уравнений: x1 = −1,
x2 = 1, x3 = 2. Это решение можно записать как вектор-столбец
x = (−1, 1, 2)τ . Можно поступить и иначе. Если мы переставим строки
расширенной матрицы и умножим их на множители так, чтобы основ-
ная матрица стала единичной, то столбец свободных членов совпадет
с решением 3 0 0 −3

0 0 5 10
0 −2 0 −2

 ∼
C2↗↖C3

 3 0 0 −3
0 −2 0 −2
0 0 5 10

 C1/3
C2/(−2)

∼
C3/5

 1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 2

 .

В итоге получаем то же решение, что и выше.
Пример 2 Найти решение системы уравнений

2x1 − 2x2 − 3x3 − 2x4 = 0,
x1 − x2 + 2x3 + x4 = −2,
−2x1 + x2 − x3 + x4 = −1,
x1 − 2x2 + 2x3 + x4 = −4.

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы линейных урав-
нений и выполним приводящие к решению элементарные преобразова-
ния. Выберем в качестве ведущего элемента единицу, стоящую в тре-
тьей строке и четвертом столбце. Можно, конечно, было бы выбрать
и какую-нибудь другую единицу, минус единицу или любой ненулевой
элемент. Выбор именно этого элемента продиктован желанием умень-
шить вычисления.

2 −2 −3 −2 0
1 −1 2 1 −2

−2 1 −1 1 −1
1 −2 2 1 −4


C1 + 2C3

C2 − C3

C4 − C3

.
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После указанных элементарных преобразований расширенная матрица
примет следующий вид. Последнюю строку можно разделить на три

−2 0 −5 0 −2
3 −2 3 0 −1

−2 1 −1 1 −1
3 −3 3 0 −3


C4/3

.

Теперь в четвертой строке удобно выбрать ведущий элемент
−2 0 −5 0 −2

3 −2 3 0 −1
−2 1 −1 1 −1

1 −1 1 0 −1

 C2 − 2C4

C3 + C4
.

Ведущие элементы еще не выбирались в первой и второй строках.
В первой строке в отличие от второй строки нет удобного элемента.
Из двух ненулевых элементов второй строки к меньшим вычислениям
(быть может) приведет выбор ведущего элемента в третьем столбце.

−2 0 −5 0 −2
1 0 1 0 1

−1 0 0 1 −2
1 −1 1 0 −1


C1 + 5C2

C4 − C2

.

После сокращения первой строки на три
3 0 0 0 3
1 0 1 0 1

−1 0 0 1 −2
0 −1 0 0 −2

 C1/3

в первой строке можно взять последний ведущий элемент.
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1

−1 0 0 1 −2
0 −1 0 0 −2

 C2 − C1

C3 + C1
.

В итоге получаем приведенную матрицу системы уравнений
1 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 −1
0 −1 0 0 −2

 .

Отсюда легко находим решение системы линейных уравнений. Из пер-
вого уравнения x1 = 1, из второго — x3 = 0, из третьего — x4 = −1, из
четвертого — x2 = 2. Это решение можно записать как вектор-столбец
x = (1, 2, 0,−1)τ .
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Пример 3 Найти решение системы уравнений
x1 + x2 − x3 + 2x4 + 3x5 = 1,
x1 + x3 − x4 + x5 = 2,
3x1 + x2 + x3 + 5x5 = 4,
2x1 + x2 + x4 + 4x5 = 3.

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы линейных урав-
нений и выполним необходимые элементарные преобразования

1 1 −1 2 3 1
1 0 1 −1 1 2
2 1 0 1 4 3
3 1 1 0 5 4

 ∼
C3 − C1

C4 − C1

∼


1 1 −1 2 3 1
1 0 1 −1 1 2
1 0 1 −1 1 2
2 0 2 −2 2 3


C1 − C2

∼
C3 − C2

C4 − 2C2


0 1 −2 3 2 −1
1 0 1 −1 1 2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1

 .

Четвертая строка расширенной матрицы соответствует уравнению 0x1+
0x2 +0x3 +0x4 +0x5 = −1, которое не имеет решений. Значит, система
линейных уравнений несовместна.
Пример 4 Решить систему линейных уравнений 5x1 − x2 − x3 − 3x4 = 1,

5x1 − x2 + 5x3 + 3x4 = 3,
5x1 − x2 − 7x3 − 9x4 = −1,

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы уравнений и
выполним необходимые элементарные преобразования 5 −1 −1 −3 1

5 −1 5 3 3
5 −1 −7 −9 −1

 C2 − C1

∼
C3 − C1

 5 −1 −1 −3 1
0 0 6 6 2
0 0 −6 −6 −2

 C2/2
∼

C3/2

∼

 5 −1 −1 −3 1
0 0 3 3 1
0 0 −3 −3 −1

 C1 + C2

∼
C3 + C2

 5 −1 2 0 2
0 0 3 3 1
0 0 0 0 0

 .

После элементарных преобразований система уравнений примет следу-
ющий вид {

5x1 − x2 + 2x3 = 2,
3x3 + 3x4 = 1.

Главные неизвестные — x2, x4. Это те неизвестные, которые соответ-
ствуют ведущим элементам. Остальные неизвестные — свободные. То-
гда неизвестные x1, x3 — свободные. Выбор главных неизвестных, во-
обще говоря, зависит от выбора ведущих элементов при решении. В
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нашем случае можно было бы главными неизвестными выбрать, напри-
мер, x1, x4. Но выбор уже сделан. Тогда выразим главные неизвестные
через свободные из уравнений последней системы{

x2 = 5x1 + 2x3 − 2,
x4 = 1

3 − x3.
(1.1)

Подчеркнем еще раз, что здесь главные неизвестные (стоят в (1.1) слева
от знака равенства) выражены через свободные (и только свободные)
неизвестные (стоят в (1.1) справа от знака равенства). Свободные неиз-
вестные могут принимать любые значения во множестве вещественных
(рациональных, комплексных) чисел (или всех элементов произвольно-
го поля), в зависимости от того, какое ищется решение. Например, если
нужно найти все вещественные решения системы уравнений, то сво-
бодные неизвестные могут принимать любые вещественные значения.
Общее решение (то есть множество всех решений) системы линейных
уравнений тогда можно записать в видеx

∣∣∣∣ x =


x1

5x1 + 2x3 − 2
x3
1
3 − x3

 , x1, x3 ∈ R

 .

Это множество можно записать более красиво, если положить x1 = α,
x3 = β. Тогда общее решение запишется в следующем видеx

∣∣∣∣ x =


α
5α+ 2β − 2
β
1
3 − β

 , α, β ∈ R

 .

В дальнейшем мы не всегда будем (чаще не будем) выписывать общее
решение в виде множества, как это сделали только что, а лишь бу-
дем указывать зависимость главных неизвестных от свободных, как в
(1.1). Частное решение можно получить, если взять конкретные зна-
чения свободных неизвестных и по ним вычислить значения главных
неизвестных. Например, если x1 = 0 и x3 = 0, то x2 = −2 и x4 = 1/3.
Таким образом, частное решение можно записать в виде (0,−2, 0, 1/3)τ .
Если же взять x1 = 0 и x3 = 1, то x2 = 0 и x4 = −2/3 и другое частное
решение имеет вид (0, 0, 1,−2/3)τ .
Пример 5 Исследовать следующие системы уравнений и найти их об-
щие решения в зависимости от значений параметра λ 2x1 + x2 + 3x4 = 3,

2x1 − λ2x2 + 4x3 − 7x4 = λ− 6,
x1 + 3x2 − x3 + 4x4 = 3,

 x1 + x2 + λx3 = 1,
x1 + λx2 + x3 = 2,
λx1 + x2 + x3 = −3.
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Решение. Начнем с первой системы уравнений. Для нее запишем рас-
ширенную матрицу и с помощью элементарных преобразований попы-
таемся найти ее решение. При этом постараемся, насколько это воз-
можно, исключение неизвестных проводить в тех столбцах, где нет па-
раметра. Таким образом, 2 1 0 3 3

2 −λ2 4 −7 λ− 6
1 3 −1 4 3

 ∼
C2 + 4C3

 2 1 0 3 3
6 12− λ2 0 9 λ+ 6
1 3 −1 4 3

 ∼
2C3

∼

 2 1 0 3 3
6 12− λ2 0 9 λ+ 6
2 6 −2 8 6

 C2 − 3C1

∼
C3 − C1

∼

 2 1 0 3 3
0 9− λ2 0 0 λ− 3
0 5 −2 5 3

 . (1.2)

Ведущие элементы еще не выбирались только во второй строке. Слева
от черты ненулевым элементом в этой строке может быть лишь 9−λ2.
Поэтому рассмотрим случаи, когда этот элемент равен нулю и отличен
от нуля. Нулю он равен при λ = ±3. Пусть сначала λ = −3. Тогда
расширенная матрица (1.2) примет вид 2 1 0 3 3

0 0 0 0 −6
0 5 −2 5 3

 .

Вторая строка указывает, что в этом случае система уравнений несов-
местна (то есть не имеет ни одного частного решения). Если λ = 3, то
система будет иметь следующую расширенную матрицу 2 1 0 3 3

0 0 0 0 0
0 5 −2 5 3

 .

Сама же система уравнений имеет вид{
2x1 + x2 + 3x4 = 3,
5x2 − 2x3 + 5x4 = 3.

Тогда ее общее решение можно записать в виде

x1 =
3− x2 − 3x4

2
, x3 =

5x2 + 5x4 − 3
2

, ∀x2, x4 ∈ F.

Пусть теперь λ2 6= 9, тогда вторую строку в (1.2) можно разделить на
9− λ2 и выполнить оставшиеся элементарные преобразования 2 1 0 3 3

0 1 0 0 − 1
3+λ

0 5 −2 5 3

 C1 − C2

∼
C3 − 5C2

 2 0 0 3 3 + 1
3+λ

0 1 0 0 − 1
3+λ

0 5 −2 5 3 + 5
3+λ

 .
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Мы получили систему уравнений
2x1 + 3x4 = 10+3λ

3+λ ,

x2 = − 1
3+λ ,

−2x3 + 5x4 = 14+3λ
3+λ ,

тогда общее решение можно записать в виде

x1 =
10 + 3λ
6 + 2λ

− 3
2
x4, x2 = − 1

3 + λ
, x3 =

5
2
x4 −

14 + 3λ
6 + 2λ

, ∀x4 ∈ F.
В итоге получен следующий ответ. При λ = −3 система уравнений
несовместна. Если λ 6= −3, то система уравнений совместна и неопре-
деленна, причем при λ = 3 ее общее решение можно записать в виде

x1 =
3− x2 − 3x4

2
, x3 =

5x2 + 5x4 − 3
2

, ∀x2, x4 ∈ F,
а в остальных случаях — в виде

x1 =
10 + 3λ
6 + 2λ

− 3
2
x4, x2 = − 1

3 + λ
, x3 =

5
2
x4 −

14 + 3λ
6 + 2λ

, ∀x4 ∈ F.
Займемся теперь второй системой уравнений. Запишем ее расши-

ренную матрицу и затем прибавим к третьей строке сумму первой и
второй строк. Это, очевидно, можно представить следующим образом 1 1 λ 1

1 λ 1 2
λ 1 1 −3

 ∼
C3 + C1 + C2

 1 1 λ 1
1 λ 1 2

2 + λ 2 + λ 2 + λ 0

 . (1.3)

Из вида третьей строки нетрудно заключить, что необходимо рассмот-
реть два случая: 2 + λ = 0 и 2 + λ 6= 0.

Пусть 2 + λ = 0, то есть λ = −2. Подставим это значение λ в (1.3) и
найдем решение соответствующей системы уравнений(

1 1 −2 1
1 −2 1 2

)
∼

C2 − C1

(
1 1 −2 1
0 −3 3 1

) C1 + C2/3
∼

C2/3

(
1 0 −1 4/3
0 −1 1 1/3

)
.

Таким образом, мы получили равносильную исходной систему, состо-
ящую из двух уравнений x1 − x3 = 4

3 , −x2 + x3 = 1
3 . Значит, общее

решение можно записать в виде x1 = x3 + 4
3 , x2 = x3 − 1

3 , ∀x3.
Пусть теперь 2+λ 6= 0, то есть λ 6= −2. Тогда третью строку расши-

ренной матрицы (1.3) можно разделить на ненулевую величину 2 + λ
и полученную строку вычесть из первых двух. Выполним эти элемен-
тарные преобразования, тогда 1 1 λ 1

1 λ 1 2
1 1 1 0

 C1 − C3

∼
C2 − C3

 0 0 λ− 1 1
0 λ− 1 0 2
1 1 1 0

 . (1.4)

Если λ = 1, то расширенная матрица (1.4) примет следующий вид 0 0 0 1
0 0 0 2
1 1 1 0

 .
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Первые две строки указывают, что система уравнений несовместна (не
имеет ни одного частного решения).

Если же λ 6= 1, то первые две строки расширенной матрицы (1.4)
можно разделить на ненулевую величину λ− 1. Тогда 1 0 1 1

λ−1

0 1 0 2
λ−1

1 1 1 0

 C3 − C1 − C2

∼

 1 0 1 1
λ−1

0 1 0 2
λ−1

1 0 0 −3
λ−1

 .

Отсюда получаем, что система уравнений имеет единственное решение

x1 =
3

1− λ
, x2 =

2
λ− 1

, x3 =
1

λ− 1
.

Осталось записать ответ. При (λ+2)(λ−1) 6= 0 система уравнений сов-
местна и, более того, определенна, то есть имеет единственное решение

x1 =
3

1− λ
, x2 =

2
λ− 1

, x3 =
1

λ− 1
.

При λ = 1 система уравнений несовместна. При λ = −2 система урав-
нений совместна и неопределенна, иными словами имеет более одного
решения

x1 = x3 +
4
3
, x2 = x3 −

1
3
, ∀x3 ∈ F.

Рассмотрим вопрос о решении нескольких систем линейных уравне-
ний с общей основной матрицей: Ax1 = b1, Ax2 = b2,. . . , Axk = bk. Так
как основная матрица одна и та же, то при решении каждой из указан-
ных систем уравнений будут выполняться одни и те же элементарные
преобразования. Но тогда можно попытаться их выполнить одновре-
менно для всех систем уравнений. Для этого построим новую расши-
ренную матрицу, у которой справа от черты по очереди выписаны все
столбцы свободных членов ( они также отделены друг от друга верти-
кальными линиями)

a11 a12 . . . a1n b11 b12 . . . b1k

a21 a22 . . . a2n b21 b22 . . . b2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm1 bm2 . . . bmk

 .

После преобразования основной матрицы можно выписать решение
каждой системы уравнений отдельно, используя соответствующий стол-
бец свободных членов. Если удается преобразовать основную матрицу
к единичной, то на месте столбца свободных членов будет стоять ре-
шение соответствующей системы уравнений. Вертикальные линии, от-
деляющие столбцы свободных членов друг от друга, обычно только
подразумеваются.
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Пример 6 Для каждой из трех систем уравнений найти ее решение{
3x1 + 4x2 = 7,
5x1 + 3x2 = 8,

{
3x1 + 4x2 = −3,
5x1 + 3x2 = −5,

{
3x1 + 4x2 = 2,
5x1 + 3x2 = 7.

Решение. Так как основная матрица всех систем линейных уравне-
ний одна и та же, то можно записать общую расширенную матрицу(

3 4 7 −3 2
5 3 8 −5 7

)
.

Нет удобного ведущего элемента. Выполним подготовительное преоб-
разование C1 − C2. Тогда (вертикальные линии, отделяющие друг от
друга правые части систем уравнений опустим)(

−2 1 −1 2 −5
5 3 8 −5 7

)
∼

C2 − 3C1

(
−2 1 −1 2 −5
11 0 11 −11 22

)
∼

C2/11

∼
(
−2 1 −1 2 −5

1 0 1 −1 2

)
C1 + 2C2

∼

∼
(

0 1 1 0 −1
1 0 1 −1 2

)
C1↗↖C2

∼ ∼
(

1 0 1 −1 2
0 1 1 0 −1

)
.

Осталось выписать решения систем уравнений. Для первой системы
линейных уравнений x1 = 1, x2 = 1, для второй системы уравнений
x1 = −1, x2 = 0 и для третьей системы x1 = 2, x2 = −1.

Только что решенную задачу следует отличать от следующей.
Пример 7 Найти все решения, удовлетворяющие двум системам урав-
нений{

x1 − x2 + x3 − 2x4 + x5 = 0,
x1 + 2x2 − x3 + x4 + 2x5 = 5,

{
2x1 + x2 − x4 + 3x5 = 5,
2x1 + x2 + 3x3 − x4 + 6x5 = 11.

Решение. Вектор x = (x1, x2, x3, x4, x5) является решением обеих си-
стем линейных уравнений тогда и только тогда, когда он является
решением системы уравнений, составленной из всех уравнений обеих
исходных систем 

x1 − x2 + x3 − 2x4 + x5 = 0,
x1 + 2x2 − x3 + x4 + 2x5 = 5,
2x1 + x2 − x4 + 3x5 = 5,
2x1 + x2 + 3x3 − x4 + 6x5 = 11.

Найдем ее решение
1 −1 1 −2 1 0
1 2 −1 1 2 5
2 1 0 −1 3 5
2 1 3 −1 6 11

 C2 + C1

∼
C4 − 3C1

∼


1 −1 1 −2 1 0
2 1 0 −1 3 5
2 1 0 −1 3 5

−1 4 0 5 3 11


C1 + C2

∼
C3 − C2

C4 − 4C2


3 0 1 −3 4 5
2 1 0 −1 3 5
0 0 0 0 0 0

−9 0 0 9 −9 −9

 ∼
C3∗
C4/9
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∼

 3 0 1 −3 4 5
2 1 0 −1 3 5

−1 0 0 1 −1 −1

 C1 + 3C3

∼
C2 + C3

 0 0 1 0 1 2
1 1 0 0 2 4

−1 0 0 1 −1 −1

 .

Восстановим по расширенной матрице соответствующую ей систему
уравнений  x3 + x5 = 2,

x1 + x2 + 2x5 = 4,
−x1 + x4 − x5 = −1.

Главные неизвестные — x2, x3, x4, так как ведущие элементы выбира-
лись во втором, третьем и четвертом столбцах. Остальные неизвестные
x1, x5 являются свободными. Выразим главные неизвестные из урав-
нений последней системы уравнений x2 = 4− x1 − 2x5,

x3 = 2− x5,
x4 = −1 + x1 + x5.

Здесь свободные неизвестные могут принимать любые значения. Тогда
все решения задаются равенством

x =


x1

4− x1 − 2x5

2− x5

x1 + x5 − 1
x5

 при x1, x5 ∈ R.

Матричные уравнения

. . . Все это начало ростовской деятельности мне кажется
почти фантастическим. И тогда же я понял — читать
лекции куда легче, чем сдавать по ним экзамен!
Н. Н. Моисеев «Как далеко до завтрашнего дня».

Рассмотрим теперь решение матричных уравнений. Будем рассмат-
ривать матричные уравнения трех типов:

I) AX = B, II) XA = B, III) AXB = C.

Здесь матрицы A, B, C заданы, матрица X неизвестна и размеры всех
матриц таковы, что их можно умножать5 в указанном порядке и можно
говорить о равенстве в уравнениях.

5 Вы, конечно, помните, как умножаются матрицы. Для того, чтобы получить
элемент произведения матриц, стоящий в i – й строке и j – м столбце, нужно взять
i – ю строку левой матрицы и j – й столбец правой матрицы. Последовательно
каждый элемент i – ой строки левой матрицы умножается на соответствующий (то
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Рассмотрим сначала матричное уравнение I). Пусть матрица A име-
ет размеры m × n, матрица X имеет размеры n × k. Тогда матрица B
должна иметь размеры m × k. Обозначим через X1, X2,. . . Xk столбцы
матрицы X и через B1, B2,. . . Bk столбцы матрицы B. Тогда по прави-
лу умножения матриц произведение матрицы A на вектор-столбец X1

даст вектор-столбец B1, произведение матрицы A на вектор-столбец X2

даст вектор-столбец B2 и так далее, произведение матрицы A на любой
вектор-столбец Xi даст соответствующий вектор-столбец Bi. Значит,
решение матричного уравнения AX = B равносильно решению набора
из k систем линейных уравнений AX1 = B1, AX2 = B2,. . . , AXk = Bk,
решением каждой из которых является соответствующий столбец иско-
мой матрицы. Так как основная матрица любой системы уравнений из
этого набора одна и та же, то можно решать все системы одновременно.
Для этого запишем расширенную матрицу матричного уравнения, где
в качестве столбца свободных членов возьмем все столбцы матрицы B,
то есть справа от черты вместо столбца свободных членов следует запи-
сать матрицу B. После того, как основную матрицу приведем к нужной
форме, можно выписывать решение для каждого столбца искомой мат-
рицы. При этом, если основная матрица преобразована к единичной,
то на месте столбцов матрицы B будут стоять столбцы матрицы X. Но
все столбцы вместе дадут искомую матрицу X. Значит, в этом случае
справа от черты будет стоять решение матричного уравнения.
Пример 8 Решить матричные уравнения 1 2 1

2 3 −1
1 1 2

X =

 4 3 6
−2 8 7

6 1 5

 ,

 1 −1 −2
1 −2 −2
2 −3 −4

X =

 0 1
−1 −1
−1 0

 .

Решение. Для первого матричного уравнения запишем расширенную
матрицу и c помощью элементарных преобразований попытаемся ос-
новную матрицу привести к единичной 1 2 1 4 3 6

2 3 −1 −2 8 7
1 1 2 6 1 5

 C2 − 2C1

∼
C3 − C1

 1 2 1 4 3 6
0 −1 −3 −10 2 −5
0 −1 1 2 −2 −1

 C1 + 2C3

∼
C2 − C3

есть стоящий на такой же позиции от начала) элемент j – го столбца и полученные
произведения элементов складываются. Полученное число и есть искомый элемент
(о, ужас, только один), стоящий в i – й строке и j – м столбце произведения.
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∼

 1 0 3 8 −1 4
0 0 −4 −12 4 −4
0 −1 1 2 −2 −1

 C2/(−4)
∼
−C3

 1 0 3 8 −1 4
0 0 1 3 −1 1
0 1 −1 −2 2 1

 C1 − 3C2

∼
C3 + C2

∼

 1 0 0 −1 2 1
0 0 1 3 −1 1
0 1 0 1 1 2

 ∼
C3↗↖C2

 1 0 0 −1 2 1
0 1 0 1 1 2
0 0 1 3 −1 1

 .

Отсюда решение первого матричного уравнения

X =

 −1 2 1
1 1 2
3 −1 1

 .

Для второго матричного уравнения 1 −1 −2 0 1
1 −2 −2 −1 −1
2 −3 −4 −1 0

 C2 − C1

∼
C3 − 2C1

∼

 1 −1 −2 0 1
0 −1 0 −1 −2
0 −1 0 −1 −2

 C1 − C2

∼
C3 − C2

 1 0 −2 1 3
0 −1 0 −1 −2
0 0 0 0 0

 .

Для того, чтобы найти все решения, будем искать решения для каждого
столбца отдельно. Пусть искомая матрица

X =

 x1 x4

x2 x5

x3 x6

 .

Тогда первый столбец этой матрицы является решением системы урав-
нений со столбцом свободных членов, совпадающим с первым столбцом
матрицы B. Из последней расширенной матрицы{

x1 − 2x3 = 1,
−x2 = −1, и отсюда

{
x1 = 1 + 2x3,
x2 = 1.

Аналогично, для второго столбца{
x4 − 2x6 = 3,
−x5 = −2, и

{
x4 = 3 + 2x6,
x5 = 2.

Чтобы ответ выглядел более привлекательно, положим x3 = α, x6 = β,
α, β ∈ R. Тогда x1 = 1+2α и x4 = 3+2β. Если все элементы подставить
в матрицу X, то получим

X =

 1 + 2α 3 + 2β
1 2
α β

 , α, β ∈ R.

Займемся теперь матричным уравнением II). Для того, чтобы ре-
шить матричное уравнение XA = B, протранспонируем это равенство.
Получим равносильное равенство AτXτ = Bτ . Решение этого матрич-
ного уравнения находится изложенным в I) методом.
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Пример 9 Решить матричное уравнение

X

 1 −1 −2
2 −3 −2
1 −1 2

 =
(

4 −6 0
5 −6 0

)
.

Решение. После транспонирования матричное уравнение примет вид 1 2 1
−1 −3 −1
−2 −2 2

Xτ =

 4 5
−6 −6

0 0

 .

Запишем расширенную матрицу последнего уравнения и c помощью
элементарных преобразований попытаемся основную матрицу приве-
сти к единичной  1 2 1 4 5

−1 −3 −1 −6 −6
−2 −2 2 0 0

 .

Можно последнюю строку умножить на 1/2, но не хочется лишний раз
переписывать расширенную матрицу. Сделаем сразу два элементарных
преобразования: разделим последнюю строку на 2 и затем прибавим к
ней первую строку. Кроме того, ко второй строке прибавим первую
строку. Тогда  1 2 1 4 5

0 −1 0 −2 −1
0 1 2 4 5

 C1 + 2C2

∼
C3 + C2

∼

 1 0 1 0 3
0 −1 0 −2 −1
0 0 2 2 4

 C1 − C3/2
−C2

C3/2
∼

 1 0 0 −1 1
0 1 0 2 1
0 0 1 1 2

 .

Отсюда

Xτ =

 −1 1
2 1
1 2

 и, значит, X =
(
−1 2 1

1 1 2

)
.

Теперь можно заняться решением матричного уравнения III). Для
того, чтобы решить это матричное уравнение, обозначим Y = XB. Тогда
матричное уравнение AY = C для неизвестной матрицы Y решается
изложенным в I) методом. После того, как эта матрица найдена, можно
решить матричное уравнение XB = Y изложенным в II) методом.
Пример 10 Решить матричные уравнения

а).

 1 −1 −2
1 −3 −2
1 −1 2

X

(
−1 −1

1 2

)
=

 5 2
3 −4

−3 −2

 ;

б).
(

1 1
1 1

)
X

(
1 0
0 0

)
=
(

3 0
3 0

)
.
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Решение. а). Решим сначала матричное уравнение 1 −1 −2
1 −3 −2
1 −1 2

Y =

 5 2
3 −4

−3 −2

 .

Запишем ее расширенную матрицу и c помощью элементарных преоб-
разований попытаемся основную матрицу привести к единичной 1 −1 −2 5 2

1 −3 −2 3 −4
1 −1 2 −3 −2

 C2 − C1

∼
C3 − C1

 1 −1 −2 5 2
0 −2 0 −2 −6
0 0 4 −8 −4

 C2/(−2)
∼

C3/4

∼

 1 −1 −2 5 2
0 1 0 1 3
0 0 1 −2 −1

 C1 + C2 + 2C3

∼

 1 0 0 2 3
0 1 0 1 3
0 0 1 −2 −1

 .

Таким образом,

Y =

 2 3
1 3

−2 −1

 = X

(
−1 −1

1 2

)
.

Запишем расширенную матрицу этого матричного уравнения

X

(
−1 −1

1 2

)
=

 2 3
1 3

−2 −1

 ,

при этом нужно не забыть протранспонировать матрицы(
−1 1 2 1 −2
−1 2 3 3 −1

)
C2 − C1

∼

(
−1 1 2 1 −2

0 1 1 2 1

)
C1 − C2

∼

∼
(
−1 0 1 −1 −3

0 1 1 2 1

)
−C1

∼

(
1 0 −1 1 3
0 1 1 2 1

)
.

Отсюда

Xτ =
(
−1 1 3

1 2 1

)
и X =

 −1 1
1 2
3 1

 .

б). Найдем сначала решение уравнения(
1 1
1 1

)
Y =

(
3 0
3 0

)
. (1.5)

Для этого запишем расширенную матрицу и выполним необходимые
элементарные преобразования(

1 1 3 0
1 1 3 0

)
∼

C2 − C1

(
1 1 3 0
0 0 0 0

)
.

Если
Y =

(
y1 y3
y2 y4

)
,
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то первый столбец этой матрицы удовлетворяет системе уравнений с
расширенной матрицей (

1 1 3
0 0 0

)
.

Сама же система уравнений легко восстанавливается по этой расширен-
ной матрице и содержит по существу одно уравнение (так как вторая
строка расширенной матрицы нулевая): y1 +y2 = 3. Отсюда y1 = 3−y2,
y2 ∈ R. Заменим y2, исключительно для красоты, на α. Тогда y1 = 3−α,
y2 = α, α ∈ R. Со вторым столбцом матрицы Y поступим точно также.
Он удовлетворяет системе уравнений с расширенной матрицей(

1 1 0
0 0 0

)
.

Отсюда y3 + y4 = 0 и, значит, y3 = −y4, y4 ∈ R. Заменим y4 на ξ, тогда
y3 = −ξ, y4 = ξ, ξ ∈ R. Следовательно, решение уравнения (1.5) имеет
вид

Y =
(

3− α −ξ
α ξ

)
, α, ξ ∈ R.

Теперь можно решать матричное уравнение

X

(
1 0
0 0

)
=
(

3− α −ξ
α ξ

)
.

Для того, чтобы решить это матричное уравнение, нужно сначала пе-
рейти к транспонированному уравнению(

1 0
0 0

)
X =

(
3− α α
−ξ ξ

)
.

Расширенная матрица последнего матричного уравнения имеет вид(
1 0 3− α α
0 0 −ξ ξ

)
.

Если ξ 6= 0, то нет решений. В противном случае расширенная матрица
принимает вид (

1 0 3− α α
0 0 0 0

)
.

Пусть матрица

X =
(
x1 x2

x3 x4

)
,

тогда

Xτ =
(
x1 x3

x2 x4

)
и первый столбец матрицы Xτ удовлетворяет системе уравнений с рас-
ширенной матрицей (

1 0 3− α
0 0 0

)
,
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а второй столбец матрицы Xτ —(
1 0 α
0 0 0

)
.

Тогда для элементов первого столбца матрицы Xτ имеет место соотно-
шение x1+0x2 = 3−α. Общее решение можно записать в виде x1 = 3−α,
x2 ∈ R. Обозначим x2 = β, β ∈ R. Для элементов второго столбца мат-
рицы Xτ получаем соотношение x3 + 0x4 = α. Общее решение имеет
вид x3 = α, x4 ∈ R. Обозначим x4 = γ, γ ∈ R. Тогда можно записать
общее решение матричного уравнения

X =
(

3− α β
α γ

)
, α, β, γ ∈ R.

Обратная матрица

Кто же из нас понимает, что делает? Если б мы пони-
мали, мы бы, вероятно,никогда ничего не делали.
Бернард Шоу «Пигмалион».

Матрица A−1 называется обратной к матрице A, если выполняют-
ся равенства A−1A = E, AA−1 = E. Обратная матрица существует не
для всякой матрицы A. Если обратная матрица для матрицы A су-
ществует, то матрица A называется обратимой, в противном случае —
необратимой. На самом деле обратная матрица единственным образом
определяется равенством AA−1 = E. Значит, обратная матрицы являет-
ся решением матричного уравнения AX = E, если решение существует,
и матрица A необратима, если матричное уравнение AX = E не имеет
решения. Очевидно, что это матричное уравнение является частным
случаем уравнения AX = B, рассмотренного выше в I), и может быть
решено изложенным там методом.
Пример 11 Найти обратную матрицу для каждой из матриц

A1 =

 5 −2 2
4 −5 3

−3 3 −2

 , A2 =

 1 −1 2
2 3 3
1 4 1

 .

Решение. Найдем решение матричного уравнения A1X = E. Запишем
его расширенную матрицу и преобразуем основную матрицу к единич-
ной 5 −2 2 1 0 0

4 −5 3 0 1 0
−3 3 −2 0 0 1

 C1 − C2

∼

 1 3 −1 1 −1 0
4 −5 3 0 1 0

−3 3 −2 0 0 1

 C2 + 3C1

∼
C3 − 2C1
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∼

 1 3 −1 1 −1 0
7 4 0 3 −2 0

−5 −3 0 −2 2 1

 .

Во второй или третьей строках нет подходящего ведущего элемента,
который бы делил все элементы содержащего его столбца. Выполним
преобразование C2 + C3. Заметим, что это преобразование не меняет
элементы третьего столбца. Тогда 1 3 −1 1 −1 0

2 1 0 1 0 1
−5 −3 0 −2 2 1

 C1 − 3C2

∼
C3 + 3C2

∼

 −5 0 −1 −2 −1 −3
2 1 0 1 0 1
1 0 0 1 2 4

 C1 + 5C3

∼
C2 − 2C3

∼

 0 0 −1 3 9 17
0 1 0 −1 −4 −7
1 0 0 1 2 4

 −C1

∼
C1↗↖C3

 1 0 0 1 2 4
0 1 0 −1 −4 −7
0 0 1 −3 −9 −17

 .

Отсюда

A−1
1 =

 1 2 4
−1 −4 −7
−3 −9 −17

 .

Для матрицы A2 поступаем точно так же 1 −1 2 1 0 0
2 3 3 0 1 0
1 4 1 0 0 1

 C2 − 2C1

∼
C3 − C1

∼

 1 −1 2 1 0 0
0 5 −1 −2 1 0
0 5 −1 −1 0 1

 C1 + 2C2

∼
C3 − C2

 1 9 0 −3 2 0
0 5 −1 −2 1 0
0 0 0 1 −1 1

 .

Последняя строка расширенной матрицы указывает, что решений нет.
Значит, матрица A2 необратима.

Метод Г. Крамера

Учение без размышления бесполезно, но и раз-
мышление без учения опасно. Конфуций.

Пусть основная матрица системы линейных алгебраических урав-
нений является квадратной. Метод Г. Крамера основан на следующем
утверждении. Система уравнений Ax = b является определенной (то
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есть имеющей, причем единственное решение) тогда и только тогда, ко-
гда определитель матрицы A не равен нулю. Если |A| 6= 0, то решение
системы уравнений можно найти по формулам

x1 =
∆1

|A|
, x2 =

∆2

|A|
, . . . , xn =

∆n

|A|
,

где определители

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13 . . . a1n

b2 a22 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13 . . . a1n

a21 b2 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 bn an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

. . . , ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 . . . b1
a21 a22 a23 . . . b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
получены из определителя матрицы A заменой столбца c соответству-
ющим номером на столбец свободных членов. Если определитель ос-
новной матрицы равен нулю, то система уравнений или несовместна
или неопределенна.
Пример 12 С помощью метода Г. Крамера решить систему уравнений{

−x+ 4y = 9,
x+ 3y = 5.

Решение. Найдем определитель основной матрицы системы уравнений

|A| =
∣∣∣∣ −1 4

1 3

∣∣∣∣ = −3− 4 = 7.

так как |A| 6= 0, то система имеет единственное решение. Для того,
чтобы найти x, y, вычислим

∆1 =
∣∣∣∣ 9 4
5 3

∣∣∣∣ = 27− 20 = 7, ∆2 =
∣∣∣∣ −1 9

1 5

∣∣∣∣ = −5− 9 = −14.

Тогда

x =
∆1

|A|
=

7
−7

= −1, y =
∆2

|A|
=
−14
−7

= 2.

Пример 13 С помощью метода Г. Крамера решить систему уравнений{
(−2 + i)x+ (1− i)y = −5− 2i,
−(1 + i)x+ (−1 + 3i)y = 1 + i.

Решение. Найдем определитель основной матрицы системы уравнений

|A| =
∣∣∣∣ −2 + i 1− i
−1− i −1 + 3i

∣∣∣∣ = (−2 + i)(−1 + 3i)− (1− i)(−1− i) =

= −1− 7i+ 2 = 1− 7i.
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Так как |A| 6= 0, то система имеет единственное решение. Найдем

∆1 =
∣∣∣∣ −5− 2i 1− i

1 + i −1 + 3i

∣∣∣∣ = (−5− 2i)(−1 + 3i)− (1− i)(1 + i) =

= 11− 13i− 2 = 9− 13i,

∆2 =
∣∣∣∣ −2 + i −5− 2i
−1− i 1 + i

∣∣∣∣ = (−2 + i)(1 + i)− (−1− i)(−5− 2i) =

= −3− i− 3− 7i = −6− 8i.
Тогда

x =
∆1

|A|
=

9− 13i
1− 7i

=
(9− 13i)(1 + 7i)
(1− 7i)(1 + 7i)

=
100 + 50i

50
= 2 + i,

y =
∆2

|A|
=
−6− 8i
1− 7i

=
(−6− 8i)(1 + 7i)
(1− 7i)(1 + 7i)

=
50− 50i

50
= 1− i.

Пример 14 С помощью метода Г. Крамера решить систему уравнений 2x1 + x2 + x3 = 1,
3x1 + x2 + 3x3 = 4,
2x1 + 3x2 − x3 = −1.

Решение. Найдем определитель основной матрицы системы уравнений

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
3 1 3
2 3 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 0 2

−4 0 −4

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 1 2
−4 −4

∣∣∣∣ = 4− 8 = −4.

так как |A| 6= 0, то система имеет единственное решение. Для того,
чтобы найти x1, x2, x3, вычислим

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
4 1 3

−1 3 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
3 0 2

−4 0 −4

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 3 2
−4 −4

∣∣∣∣ = 12− 8 = 4,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
3 4 3
2 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

2 1 1
−3 1 0

4 0 0

∣∣∣∣∣∣ = −4,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
3 1 4
2 3 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 0 3

−4 0 −4

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 1 3
−4 −4

∣∣∣∣ = 4− 12 = −8.

Тогда

x1 =
∆1

|A|
=

4
−4

= −1, x2 =
∆2

|A|
=
−4
−4

= 1, x3 =
∆3

|A|
=
−8
−4

= 2.

Метод Крамера часто используется при теоретических построениях
и исследованиях. Практическая же ценность метода Крамера мала, так
как этот метод не всегда применим и требует большого объема вычис-
лений, существенно больше, чем метод последовательных исключений.
Это заметно уже для систем уравнений третьего порядка.
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Задания

Математику нельзя изучать, наблюдая, как это
делает сосед! Айвен Нивен.

1. Решить следующие системы уравнений.

a).

 x1 + x2 + 2x3 = 3,
2x1 + x2 − x3 = −2,
x1 − x2 + 2x3 = −3.

b).

 2x1 + 3x2 + x3 = 1,
x1 − x2 + 2x3 = −2,
2x1 + 2x2 + 3x3 = 0.

c).

 −2x1 + 3x2 + 3x3 = 2,
3x1 + x2 + 3x3 = 1,
−2x1 + 3x2 + x3 = −2.

d).


2x1 − 3x2 − x3 − x4 = 3,
x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = −1,
x1 − 2x2 − x3 − x4 = 2,
2x1 + x2 + 3x3 + 3x4 = −1,
x2 + x3 + x4 = −1

e).


2x1 − x2 + 3x3 + x4 = 3,
3x1 − 2x2 + 2x3 − x4 = −1,
2x1 + x2 + x3 − 3x4 = 1,
x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = 0.

f).


2x1 + x2 + x3 − 2x4 = −1,
x1 + x2 + 2x3 + x4 = 2,
3x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = −2
2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1.

g).


2x1 + x2 + x3 − x4 = −2,
x1 − 3x2 − x3 − 2x4 = −1,
x1 + x2 − 2x3 − 3x4 = −2,
2x1 − x2 + 2x3 + x4 = 1.

h).

 x1 + 3x2 − x3 + x4 = 2,
x1 + x2 − 2x3 + 2x4 = −1,
x1 − x2 − 3x3 + 3x4 = 1.

i).


2x1 + x2 − x3 + x4 = −3,
x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = −1,
3x1 − x2 + 2x3 + 2x4 = 3,
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 4.

j).


3x1 + 3x2 + 3x3 + 3x4 = 0,
2x1 − 2x2 − 2x3 + x4 = 2,
3x1 − 2x2 − 2x3 + 3x4 = 0,
x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 3.

k).


−2x1 + x2 − 3x4 + x5 = −3,
x1 + x2 + 3x3 + 3x4 + 4x5 = 3,
3x2 + 6x3 + 3x4 + 9x5 = 3,
x1 + x3 + 2x4 + x5 = 2.

l).

 2x1 + 2x2 + 2x3 = 0,
3x1 + x2 + 2x3 = 4,
3x1 + x2 + x3 = 2.

m).


x1 + 3x2 − x3 + x4 − x5 = 1,
3x1 − 2x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0,
3x1 − x2 + 2x3 + x4 + 3x5 = −3,
−2x1 + x3 − 2x4 + x5 = −2.

n).

 −x1 − x2 − 2x3 = 1,
−x1 + 2x2 + x3 = 1,
−2x1 + x2 − 2x3 = 1.

o).


x1 − 2x2 − 5x3 − 7x4 − x5 = 0,
3x1 − 2x2 − 3x3 − 9x4 − 3x5 = −4,
x1 + 2x2 + 7x3 + 5x4 − x5 = −4,
−2x1 + x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 3.

p).

 −2x1 − x2 + x3 = −2,
−2x1 + 2x2 − x3 = 1,
3x1 − 2x2 + x3 = 0.
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q).

 x1 − x2 − 2x3 + 3x4 = 1,
−3x1 − x2 + 2x3 − 5x4 = −3,
−2x1 + x2 + 3x3 − 5x4 = −2.

r).


−2x2 − 4x3 − 2x4 = −2,
3x1 + 3x3 + 3x4 = −3,
x1 + x2 + 3x3 + 2x4 = 0,
x1 − 2x2 − 3x3 − x4 = −3.

s).


−x1 + 2x2 + 3x3 = 4,
−x1 − 2x2 − x3 − 2x4 = 0,
2x1 + 2x2 + 3x4 = −2,
−2x1 + 2x3 − 2x4 = 4.

t).


−x1 − 2x2 + 5x4 = −1,
2x2 + 3x3 − x4 = −3,
−x2 + 3x3 + 5x4 = −3,
x1 − 2x2 + 3x3 + 6x4 = −2,
−x1 + 2x2 − 2x3 − 5x4 = 1.

u).


3x1 + x2 + x3 − x4 = 1,
−x1 − 2x2 − 2x3 + 2x4 = −2,
−2x1 + x2 + 2x3 − 3x4 = 1,
x1 + 3x2 − 2x3 + 7x4 = 3.

v).


3x1 + x2 + x3 + 4x4 = 0,
2x1 − 2x3 − x4 = −2,
−x1 − x2 + x3 + x4 = 2,
x1 − 2x2 − 2x3 − x4 = 0.

2. Для следующих матриц второго порядка решить матричное урав-
нение X + AXB = C.

a). A =
(

2 3
2 −3

)
, B =

(
−3 −2

4 3

)
, C =

(
2 −2
0 2

)
.

b). A =
(

1 1
1 −2

)
, B =

(
−1 4
−1 4

)
, C =

(
1 −8

−5 7

)
.

c). A =
(

4 3
4 2

)
, B =

(
2 −4
2 3

)
, C =

(
−2 −8
−5 3

)
.

d). A =
(

2 4
2 4

)
, B =

(
2 1

−4 3

)
, C =

(
−5 −4
−4 −1

)
.

e). A =
(

4 1
4 2

)
, B =

(
−2 2

4 −4

)
, C =

(
−6 5

5 −1

)
.

f). A =
(
−3 2

3 2

)
, B =

(
1 1
1 3

)
, C =

(
−6 −7
−3 −1

)
.

3. Для следующих матриц второго порядка решить матричное урав-
нение AX + XB = C.

a). A =
(

1 −3
3 1

)
, B =

(
−2 3

2 2

)
, C =

(
−5 3
−9 0

)
.

b). A =
(

1 −2
4 1

)
, B =

(
3 −2

−4 −3

)
, C =

(
−8 −6
−4 6

)
.

c). A =
(

2 1
−4 1

)
, B =

(
3 −3
4 3

)
, C =

(
−5 −6
−8 3

)
.

d). A =
(
−4 −2

4 4

)
, B =

(
1 3
1 2

)
, C =

(
−4 5

7 −5

)
.

e). A =
(

4 4
−1 1

)
, B =

(
2 3

−4 4

)
, C =

(
−4 4
−7 2

)
.
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f). A =
(

4 1
3 1

)
, B =

(
−3 1

4 1

)
, C =

(
6 2

−2 4

)
.

4. Для следующих матриц второго порядка решить матричное урав-
нение AXB = C.

a). A =
(

1 2
1 −4

)
, B =

(
−1 2

2 2

)
, C =

(
9 −6
3 6

)
.

b). A =
(

4 2
−3 −1

)
, B =

(
1 1
2 3

)
, C =

(
0 2

−1 −2

)
.

c). A =
(
−3 −1

1 4

)
, B =

(
3 4

−3 1

)
, C =

(
−6 2
−9 3

)
.

d). A =
(

1 3
−1 2

)
, B =

(
2 3
2 4

)
, C =

(
−4 −1
−6 −9

)
.

e). A =
(

2 2
3 −3

)
, B =

(
−1 3

3 −1

)
, C =

(
−8 8
−6 −6

)
.

f). A =
(

4 2
−4 3

)
, B =

(
−1 3

2 4

)
, C =

(
2 −6
3 −9

)
.

5. Для следующих матриц третьего порядка найти их обратные.

a).

 −4 −2 3
4 3 −2

−5 −3 3

 . b).

 3 −5 3
3 −4 2

−2 4 −3

 . c).

 3 −2 −3
5 −4 −4

−4 3 4

 .

d).

 −4 −4 −3
4 3 3
3 3 2

 . e).

 −2 2 3
3 −2 −2

−5 3 3

 . f).

 2 1 4
−2 −2 4

3 2 2

 .

6. Для следующих матриц четвертого порядка найти их обратные.

a).


3 3 2 1
4 3 2 0
4 3 3 1
2 2 2 1

 . b).


3 2 1 1
3 3 2 2
2 3 3 2
1 1 1 1

 . c).


1 1 1 0
4 4 3 1
2 4 4 1
2 3 3 1

 .

d).


2 3 2 1
3 4 2 1
2 4 3 2
1 1 1 1

 . e).


2 3 1 0
3 3 1 1
4 4 2 1
3 2 1 1

 . f).


−2 −2 2 −3

2 1 −1 4
1 −3 1 4
0 4 4 2

 .

7. Решить матричное уравнение AX = B.

a). A =

 −1 1 2
1 1 −1
2 1 −1

 , B =

 −1 −1 −1
−3 2 0
−4 2 −1

 .

b). A =

 3 2 −1
−1 3 2
−2 2 3

 , B =

 −3 −4 4 3
−3 1 0 6

0 4 1 6

 .
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c). A =


−1 1 −1
−1 −2 1
−1 −2 −2

2 2 2

 , B =


1 2 −3

−2 −1 −2
−2 −1 1

2 0 2

 .

d). A =


−1 −1

3 −1
1 2
1 1

−1 2

 , B =


1 2 −2
1 2 2

−2 −4 3
−1 −2 2
−2 −4 1

 .

e). A =


2 −1 1

−1 2 1
3 −2 2
1 −1 −1

 , B =


−1 0
−1 0
−1 −2

0 2

 .

f). A =

 1 −1 2
−1 −1 1
−1 2 −1

 , B =

 2 2 −1 2
1 −2 0 −1
4 3 −1 0

 .

8. Решить матричное уравнение XA = B.

a). A =

 −1 −2 −1
2 −1 −2

−2 1 1

 , B =

 −2 −4 −1
2 4 4
3 1 −1

 .

b). A =

 1 1 1
1 −1 3
2 1 −2

 , B =


1 2 5
0 −1 −4
1 0 −3

−2 3 −2

 .

c). A =

 −1 2 −1 1
2 −2 −2 −1

−2 −1 1 1

 , B =

 4 2 −2 −2
3 1 −4 −1
5 0 −1 −3

 .

d). A =
(
−1 1 −2 −1

2 −2 2 3

)
, B =


−1 1 0 −2

1 −1 0 2
2 −2 0 4

−3 3 −4 −4

 .

e). A =

 −1 −2 −2 1
2 2 3 1
1 3 3 1

 , B =
(
−3 0 −2 1
−1 −1 −2 −4

)
.

f). A =
(

1 1 1 −1 1
1 3 −1 −2 2

)
, B =

 1 −3 5 1 −1
−1 −5 3 3 −3

0 4 −4 −2 2

 .

9. Решить матричное уравнение AX = B.
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a). A =

 1 0 1
1 −2 −1

−1 3 2

 , B =

 3 0 −2
−1 2 0

3 −3 −1

 .

b). A =
(

3 −3 6
1 −1 2

)
, B =

(
0 −3 3
0 −1 1

)
.

c). A =
(
−2 4 −4 2
−1 2 −2 1

)
, B =

(
−2 −4
−1 −2

)
.

d). A =
(

3 1 2
2 −1 3

)
, B =

(
−6 2 1 3
−4 3 −1 2

)
.

e). A =
(

2 −6 4 −4
−1 3 −2 2

)
, B =

(
−2 6 −4

1 −3 2

)
.

f). A =

 1 2 3
3 1 4
0 −2 −2

 , B =

 0 4 2
5 2 1
2 −4 −2

 .

10. Решить матричное уравнение XA = B.

a). A =

 −1 1
−1 −2

0 3

. B =

 −3 −3
2 1

−2 2

.

b). A =

 −1 2
2 −4

−2 4

. B =


−3 6

2 −4
1 −2

−2 4

.

c). A =

 2 −2 −2 −1
−2 1 1 −1

0 −1 −1 −2

. B =
(

2 −1 −1 1
4 −2 −2 2

)
.

d). A =


−1 −1

1 1
−1 −1

2 2

. B =
(

2 2
−3 −3

)
.

e). A =


2 1
2 1

−2 −1
−4 −2

. B =

 −4 −2
2 1
6 3

.

f). A =

 2 2 0 −1
−2 2 2 −1

0 2 1 −1

. B =
(
−2 4 3 −2
−2 0 1 0

)
.

11. Решить матричное уравнение AXB = C.

a). A =
(
−1 2

1 −2

)
, B =

(
1 −1
2 −2

)
, C =

(
3 −3

−3 3

)
.



37

b). A =
(
−1 2

)
, B =

(
1 2 −1

−2 −1 1

)
, C =

(
5 −5 0

)
.

c). A =
(

1 0
)
, B =

(
1 1
2 2

)
, C =

(
1 1

)
.

d). A =
(

0 1 −2
)
, B =

(
−1 1

)
, C =

(
−1 1

)
.

e). A =
(
−1 −1 −1

2 −1 −1

)
, B =

(
1
0

)
, C =

(
−3
−6

)
.

f). A =
(

1 1 −1
1 1 −1

)
, B =

(
−1
−1

)
, C =

(
−3
−3

)
.

12. Решить систему уравнений методом Г.Крамера

a).
{
x+ 3y = −7,
3x− y = −1. b).

{
3x+ 4y = 1,
4x− 3y = −7. c).

{
−2x− 3y = 1,
x+ 4y = −8.

d).
{

2x+ 3y = 1,
3x+ y = 5. e).

{
x− 2y = −7,
−2x− 3y = −7. f).

{
−3x+ y = 6,
−2x+ 2y = 8.

13. Решить систему уравнений методом Г.Крамера

a).
{

(−1 + 2i)x+ (1 + 3i)y = −5 + 5i,
(−2− i)x− (2 + 2i)y = −7− 9i. b).

{
(−2 + i)x+ (3 + i)y = 5i,
−ix+ (3 + 2i)y = 4 + 9i.

c).
{

(−1 + i)x+ (2− i)y = 1 + 3i,
(−1− i)x+ (3 + 3i)y = −1 + 7i. d).

{
−2ix+ (1 + 2i)y = −3− 3i,
(2− i)x+ (1− i)y = 7− 5i.

e).
{

(1− i)x− (2− i)y = −3− 3i,
(1 + 2i)x+ (2− 2i)y = 4 + 6i. f).

{
(3 + 3i)x− (2− 2i)y = −5 + i,
(−1− i)x+ (1− 2i)y = −1− i.



ГЛАВА 2

ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Определение линейного пространства

По разнообразию и значительности приложений как в
математике, так и в механике, физике и технических на-
уках линейная алгебра остается пока первой среди мно-
гочисленных ветвей алгебры.
А. Г. Курош «Курс высшей алгебры».

Мы будем, в основном, рассматривать два числовых поля: поле дей-
ствительных (вещественных) чисел R и поле компле́ксных чисел C.
Буквой F будем обозначать одно из этих полей.

Непустое множество V называется линейным (или векторным) про-
странством над полем F, если

I) в V введена операция сложения, ставящая в соответствие любой
паре элементов a,b ∈ V однозначно определенный элемент из множе-
ства V, называемый их суммой и обозначаемый a + b;

II) введена операция умножения чисел из F и элементов множества
V, ставящая в соответствие любой паре элементов α ∈ F, a ∈ V одно-
значно определенный элемент из V, называемый их произведением и
обозначаемый αa;

III) введенные операции обладают следующими свойствами
1) ∀a ∈ V, ∀b ∈ V a + b = b + a;
2) ∀a ∈ V, ∀b ∈ V, ∀c ∈ V (a + b) + c = a + (b + c);
3) ∃0 ∈ V ∀a ∈ V a + 0 = a;
4) ∀a ∈ V ∃b ∈ V a + b = 0;
5) ∀a ∈ V, ∀b ∈ V, ∀α ∈ F α(a + b) = αa + αb;
6) ∀a ∈ V, ∀α ∈ F, ∀β ∈ F (α+ β)a = αa + βa;
7) ∀a ∈ V, ∀α ∈ F, ∀β ∈ F (αβ)a = α(βa);
8) ∀a ∈ V 1a = a.

Элементы множества V называются векторами и будут обозначаться
жирными латинскими буквами a, b, . . . , y, z, возможно с индексами.
Элементы поля F называются скалярами (или числами для числовых
полей) и будут обозначаться либо греческими буквами (иногда без ин-
дексов), либо латинскими нежирными буквами с нижними индексами.
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Если линейное пространство рассматривается над полем F = R, то оно
называется вещественным линейным (векторным) пространством, ес-
ли же линейное пространство рассмативается над полем F = C, то оно
называется компле́ксным линейным (векторным) пространством.

Таким образом, из определения следует, что векторы можно скла-
дывать и умножать на скаляры из поля, над которым рассматривается
линейное пространство. Свойства 1)–8) указывают правила, по кото-
рым можно выполнять преобразования. Свойства 1) и 2) есть соответ-
ственно коммутативность и ассоциативность операции сложения векто-
ров. Элемент 0, существование которого указывается в 3), называется
нулевым вектором. Нулевой вектор единственен. Элемент b, существо-
вание которого для каждого вектора a постулируется в 4), единственен
и называется противоположным к вектору a и обозначается −a. По-
сле введения противоположного вектора можно ввести разность двух
произвольных векторов. По определению a− b = a + (−b) для любых
a,b ∈ V. Свойство 6) связывают между собой обе операции в линейном
пространстве и с операцией сложения скаляров. Свойство 7) связывает
операцию умножения вектора на скаляр с операцией умножения скаля-
ров. Свойство 8) указывает на особую роль единицы поля (и не следует
из предыдущих свойств и, вообще говоря, не является очевидным).

Следующие элементарные свойства легко получаются из определе-
ния линейного пространства.

1) α0 = 0 для любого α ∈ F.
2) 0a = 0 для любого a ∈ V.
3) Если αa = 0, то α = 0 или a = 0.
4) α(−a) = (−α)a = −αa для любых α ∈ F и a ∈ V.
5) (−1)a = −a для любого a ∈ V.
6) α(a− b) = αa− αb для любых α ∈ F и a,b ∈ V.
7) (α− β)a = αa− βa для любых α, β ∈ F и a ∈ V.
Некоторые важные примеры линейных пространств:
1. Вещественные пространства V1, V2 и V3. Элементами этих про-

странств являются геометрические векторы соответственно на прямой,
плоскости и в пространстве, начинающиеся в начале координат. Про-
странства рассматриваются над полем вещественных чисел. Сложение
векторов определено по правилу параллелограмма, а умножение на ве-
щественное число α по правилу: если число α > 0, то длина вектора
умножается на это число и направление остается неизменным, если
число α < 0, то длина вектора умножается на |α| и направление ме-
няется на противоположное, при α = 0 произведение равно нулевому
вектору.
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2. Вещественное пространство Rn. Это линейное пространство со-
стоит из всех вектор-столбцов с n вещественными элементами. Опера-
ции в Rn введены как обычные матричные операции:

x + y =


x1

x2

...
xn

+


y1
y2
...
yn

 =


x1 + y1
x2 + y2

...
xn + yn

 ,

αx = α


x1

x2

...
xn

 =


αx1

αx2

...
αxn

 .

(2.1)

Линейное пространство Rn называется вещественным арифметическим
n – мерным пространством.

Систематически для сокращения записи вектор-столбец a будет за-
писываться как транспонированный вектор-строка a = (a1, a2, . . . , an)τ ,
и знак транспонирования часто будет лишь подразумеваться.

3. Компле́ксное пространство Cn. Это линейное пространство состо-
ит из всех вектор-столбцов с n компле́ксными элементами. Операции
сложения векторов и умножения вектора на комплексное число в Cn

введены также, как и в Rn (по формулам (2.1)). Пространство Cn на-
зывается комплексным арифметическими n – мерным пространством.

4. Множество Mm×n(R) всех матриц размеров m × n с веществен-
ными элементами и обычными матричными операциями сложения и
умножения на вещественное число

A + B =

 a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

+

 b11 . . . b1n

. . . . . . . . . . . .
bm1 . . . bmn

 =

=

 a11 + b11 . . . a1n + b1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 + bm1 . . . amn + bmn

 ,

αA = α

 a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

 =

 αa11 . . . αa1n

. . . . . . . . . . . . . . . .
αam1 . . . αamn

 .

(2.2)

образует вещественное линейное пространство. Для линейного про-
странства всех квадратных матриц вместо Mn×n(R) будем использо-
вать обозначение Mn(R).

5. Если в предыдущем примере взять матрицы с компле́ксными эле-
ментами и допустить умножение матриц на числа из C, то получим
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компле́ксные линейные пространства Mm×n(C), Mn(C).
6. Вещественное (компле́ксное) линейное пространство C[a, b]. Это

пространство состоит из всех непрерывных на отрезке [a, b] веществен-
ных (компле́кснозначных) функций с обычными (поточечными) опе-
рациями сложения функций и умножения функции на вещественное
(компле́ксное) число.

7. Вещественное линейное пространство R[x]. Это пространство со-
стоит из всех многочленов от одной неизвестной x с вещественны-
ми коэффициентами и обычными операциями сложения многочленов
и умножения их на вещественное число. Компле́ксное линейное про-
странство C[x] определяется аналогично.

8. Вещественное линейное пространство R[x]n, n ∈ N∪{0}. Это про-
странство состоит из всех многочленов степени не больше n от одной
неизвестной x с вещественными коэффициентами и обычными опера-
циями сложения многочленов и умножения их на вещественное число.
Аналогично определяется компле́ксное линейное пространство C[x]n.

9. Линейное пространство, состоящее из одного элемента 0. Опе-
рации вводятся по правилу 0 + 0 = 0 и α0 = 0 для любого α ∈ F.
Если взять F = R, то получим вещественное линейное (векторное) про-
странство, состоящее из одного элемента. Если же взять F = C, то
получим комплексное линейное (векторное) пространство, состоящее
из одного элемента. Эти пространства различны. Этот пример интере-
сен лишь тем, что указывает пространство, состоящее из наименьшего
числа элементов.

10. Декомплексификацией (овеществлением) комплексного линей-
ного пространства V называется вещественное линейное пространство
VR, которое состоит из всех векторов линейного пространства V. Опе-
рация сложения в VR совпадает с операцией сложения в линейном про-
странстве V. Операция умножения в вещественном линейном простран-
стве VR совпадает с операцией умножения в линейном пространстве V
на вещественные числа. Нестрого говоря, умножение на невеществен-
ные числа отброшено и оставлено лишь умножение на вещественные
числа.
Пример 15 Будет ли каждое из следующих множеств V c определен-
ными там же операциями сложения векторов и умножения вектора на
скаляр являться линейным пространством?

а). Множество V = {x |x = (x1, x2, . . . , xn)τ , xi ∈ R, xi > 0, i =
1, 2, . . . , n} состоит из всех векторов линейного пространства Rn с по-
ложительными элементами. Операции определены также, как и в про-
странстве Rn;
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б). Множество V = Mm×n(R), а операции определены иначе: для
любых матриц A и B (∈ V) с элементами ai,j и bi,j соответственно их
сумма C = A + B есть матрица того же размера с элементами ci,j =
−ai,j − bi,j , а произведение D = αA есть матрица того же размера, что
и A, с элементами di,j = αai,j , α ∈ R;

в). Множество V такое же, как и в пункте а), но операции опреде-
лены следующим образом:

x+y = (x1 · y1, x2 · y2, . . . , xn · yn)τ и αx = (xα
1 , x

α
2 , . . . , x

α
n)τ , α ∈ R;

г). Множество V = R[x]n , а операции определены так: если f(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an, g(x) = b0x

n + b1x
n−1 + · · ·+ bn (старшие коэф-

фициенты не обязаны быть отличными от нуля), то сумма определена
также как и в R[x]n: (f+g)(x) = (a0+b0)xn+(a1+b1)xn−1+· · ·+(an+bn),
а вторая операция определена иначе: (αf)(x) = αa1x

n−1 + αa2x
n−2 +

· · ·+ αan, α ∈ C.
д). Множество V = Cn. Операции определены следующим образом:

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn и ∀y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn сумма x + y = (x1 +
y1, . . . , xn + yn) и ∀α ∈ C произведение αx = (ᾱx1, . . . , ᾱxn), где ᾱ есть
компле́ксно сопряженное число к компле́ксному числу α.
Решение. По определению линейного пространства нужно проверить:
во-первых, что множество V не пусто. Во-вторых, что введенные опе-
рации сложения векторов и умножения вектора на скаляр определены
корректно, то есть, для любых x,y ∈ V и любого α ∈ F сумма x+y ∈ V
и произведение αx ∈ V. В-третьих, что выполняются восемь условий на
операции сложения векторов и умножения вектора на скаляр из поля
F, а именно:

1) ∀x ∈ V,∀y ∈ V x + y = y + x;
2) ∀x ∈ V,∀y ∈ V,∀z ∈ V (x + y) + z = x + (y + z);
3) ∃0 ∈ V ∀x ∈ V x + 0 = x;
4) ∀x ∈ V ∃y ∈ V x + y = 0;
5) ∀x ∈ V,∀y ∈ V ∀α ∈ F α(x + y) = αx + αy;
6) ∀x ∈ V ∀α ∈ F,∀β ∈ F (α+ β)x = αx + βx;
7) ∀x ∈ V ∀α ∈ F,∀β ∈ F (αβ)x = α(βx);
8) ∀x ∈ V 1x = x.

Рассмотрим теперь каждую из задач а)-д) отдельно.
а). Множество V непусто, так как содержит, например, вектор-

столбец (1, 1, . . . , 1)τ . Однако, множество V с данными операциями сло-
жения векторов и умножения на скаляр из поля R не является линей-
ным пространством, так как операция умножения не определена кор-
ректно. Действительно, если α = −1(∈ R), x = (1, 1, . . . , 1)τ (∈ V), то
вектор αx = (−1, −1, . . . , −1)τ не принадлежит V.
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б). Очевидно, что множество V непусто. Легко видеть, что обе опе-
рации определены корректно. Далее, так как −ai,j − bi,j = −bi,j − ai,j

для ∀i, j, то данная операция сложения элементов коммутативна: A +
B = B + A. Проверим ассоциативность операции сложения: так как
суммы D = A + B и G = B + C соответственно состоят из элементов
di,j = −ai,j − bi,j и gi,j = −bi,j − ci,j , то матрица (A + B) + C состоит из
элементов −(−ai,j − bi,j)− ci,j = ai,j + bi,j)− ci,j и матрица A + (B + C)
— из элементов −ai,j − (−bi,j − ci,j) = −ai,j + bi,j + ci,j . Отсюда следует,
что равенство (A+B)+C = A+(B+C) не может выполняться для всех
A,B,C ∈ V. Так, если A и B — нулевые матрицы, а все элементы матри-
цы C равны единице, то любой элемент матрицы (A + B) + C равен −1,
а произвольный элемент матрицы A + (B + C) равен 1. Таким образом,
операция сложения не ассоциативна и, следовательно, множество V с
данными операциями не является линейным пространством.

в). Множество V непусто. Операции сложения векторов и умноже-
ния вектора на скаляр определены корректно, так как произведение по-
ложительных чисел положительно и положительна (по определению)
любая вещественная степень положительного числа. Проверим теперь
условия 1)-8).

1). Сложение векторов коммутативно потому, что умножение веще-
ственных чисел обладает этим свойством. Действительно, коммутатив-
ность сложения векторов следует из цепочки равенств
x+y = (x1 ·y1, x2 ·y2, . . . , xn ·yn)τ = (y1 ·x1, y2 ·x2, . . . , yn ·xn)τ = y+x
для любых x,y ∈ V.

2). Аналогично проверяется ассоциативность сложения векторов.
Для любых x,y, z ∈ V

(x+y)+z = (x1 ·y1, x2 ·y2, . . . , xn ·yn)τ +z = (x1 ·y1 ·z1, x2 ·y2 ·z2, . . .
. . . , xn · yn · zn)τ = x + (y1 · z1, y2 · z2, . . . , yn · zn)τ = x + (y + z).

3). В качестве ноль-вектора нужно взять вектор 0 = (1, 1, . . . , 1)τ .
Действительно, x+0 = (x1 · 1, x2 · 1, . . . , xn · 1)τ = x для любого x ∈ V.

4). Для любого вектора x = (x1, x2, . . . , xn)τ противоположным
вектором будет вектор y = (−x) = (x−1

1 , x−1
2 , . . . , x−1

n )τ , так как
x + y = (x1 · x−1

1 , x2 · x−1
2 , . . . , xn · x−1

n )τ = (1, 1, . . . , 1)τ = 0.
5). Для любых x,y ∈ X и любого α ∈ R имеем

α(x + y) = α(x1 · y1, x2 · y2, . . . , xn · yn)τ =
((x1 · y1)α, (x2 · y2)α, . . . , (xn · yn)α)τ = (xα

1 · yα
1 , x

α
2 · yα

2 , . . . , x
α
n · yα

n)τ =
= (xα

1 , x
α
2 , . . . , x

α
n)τ + (yα

1 , y
α
2 , . . . , y

α
n)τ = αx + αy.
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6). Для любого x ∈ X и любых α, β ∈ R имеем

(α+β)x = (xα+β
1 , xα+β

2 , . . . , xα+β
n )τ = (xα

1 ·x
β
1 , x

α
2 ·x

β
2 , . . . , x

α
n ·xβ

n)τ =

(xα
1 , x

α
2 , . . . , x

α
n)τ + (xβ

1 , x
β
2 , . . . , x

β
n)τ = αx + βx.

7). Для любого x ∈ V и любых α, β ∈ R
(αβ)x = (xαβ

1 , xαβ
2 , . . . , xαβ

n )τ =

= ((xβ
1 )α, (xβ

2 )α, . . . , (xβ
n)α)τ = α(xβ

1 , x
β
2 , . . . , x

β
n)τ = α(βx).

8) Наконец, для любого x ∈ V 1 · x = (x1
1, x

1
2, . . . , x

1
n)τ = x.

Следовательно, данное множество V с данными операциями сложения
векторов и умножения вектора на вещественное число является линей-
ным пространством.

г). Очевидно, что множество V непусто. Так как для любых много-
членов f и g степени не выше n и любого α ∈ C сумма f + g и произ-
ведение αf являются многочленами с комплексными коэффициентами
степени не выше n, то обе операции определены корректно. Нетруд-
но проверить (проверьте), что условия 1)-7) выполняются для данных
операций. Однако, если у многочлена f старший коэффициент a0 от-
личен от нуля, то многочлен (1 · f)(x) = a1x

n−1 + · · · + an не равен
многочлену f(x) и, следовательно, условие 8) не выполняется. Таким
образом, данное множество V с данными операциями не является ли-
нейным пространством.

д). Множество V непусто. Так как операция сложения векторов
определена так же, как и в линейном пространстве Cn, то, очевидно,
выполняются условия 1) - 4). Проверка условий 5), 6), 8) не составляет
труда. Проверим условие 7). С одной стороны

(αβ)x = (αβx1, . . . , αβxn) = (αβx1, . . . , αβxn).
С другой стороны

α(βx) = α(βx1, . . . , βxn) = (αβx1, . . . , αβxn).
Так как правые части равенств равны, то равны и левые части. Значит,
условие 7) выполняется и, следовательно, данное множество с введен-
ными операциями является компле́ксным линейным пространством.

Подпространство

Под пространство является пространством в отличие
от под полковника. (Студенческий фольклер, ХХ в.)

Непустое подмножество V1 линейного пространства V, определенно-
го над полем F, называется его подпространством, если для любых век-



Подпространство 45

торов a,b ∈ V1 и любых скаляров α, β ∈ F вектор αa + βb ∈ V1. Непу-
стое множество V1 ⊂ V является подпространством линейного про-
странства V тогда и только тогда, когда для любых векторов x,y ∈ V1

и любого скаляра α ∈ F сумма x + y ∈ V1 и произведение αx ∈ V1.
Непустое множество V1 ⊂ V является подпространством линейного
пространства V тогда и только тогда, когда V1 является линейным
пространством относительно операций, введенных в V. Любое подпро-
странство содержит нулевой вектор.
Пример 16 Является ли подпространством
а) линейного пространства Mn(R) подмножество всех верхних тре-
угольных матриц?
б) линейного пространства Mn(R) подмножество всех (не) вырожден-
ных матриц?
в) линейного пространства Rn подмножество всех вектор-столбцов та-
ких, что x = (a, x2, . . . , xn)τ для некоторого фиксированного числа
a ∈ R?
г) линейного пространства C[x] подмножество всех многочленов таких,
что f(b) = c для фиксированных b, c ∈ C?
Решение. а). Обозначим через Va подмножество всех верхних треуголь-
ных матриц. Это подмножество не пусто, так как содержит, например,
нулевую матрицу порядка n. Пусть A, B — произвольные верхние тре-
угольные матрицы порядка n. Это значит, что их элементы aij = bij = 0
для i > j. Тогда все элементы матрицы αA + βB с i > j равны нулю
для любых α, β ∈ R. Значит, αA+βB ∈ Va. Мы получили, что подмно-
жество всех верхних треугольных матриц является подпространством
линейного пространства Mn(R). Аналогично, нетрудно показать (про-
верьте!), что подмножество всех нижних треугольных матриц является
подпространством линейного пространства Mn(R).

б). Обозначим через Vб подмножество всех невырожденных мат-
риц. Вспомним, что квадратная матрица называется невырожденной,
если ее определитель отличен от нуля. Значит, подмножество Vб не
пусто, так как содержит единичную матрицу порядка n. Пусть A —
невырожденная матрица порядка n. Это значит, что ее определитель
отличен от нуля. Тогда матрица B = −A также будет невырожденной,
так как det B = (−1)n detA 6= 0. Таким образом, матрицы A,B ∈ Vб.
Но сумма A + B = 0 не принадлежит Vб (нулевая матрица является
вырожденной). Значит, подмножество всех невырожденных матриц не
является подпространством линейного пространства Mn(R). Проверку
можно провести проще. Так как любое подпространство содержит ну-
левой элемент линейного пространства, а множество Vб не содержит
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нулевую матрицу, то оно не является подпространством. Аналогично,
нетрудно показать (проверьте!), что подмножество всех вырожденных
матриц при n > 1 не является подпространством линейного простран-
ства Mn(R). Что будет при n = 1?

в). Обозначим Vв = {x ∈ Rn|x = (a, x2, . . . , xn)τ , x2, . . . , xn ∈ R} для
фиксированного числа a. Пусть x = (a, x2, . . . , xn)τ ,y = (a, y2, . . . , yn)τ ∈
Vв, тогда x + y = (2a, x2 + y2, . . . , xn + yn)τ . Вектор x + y ∈ Vв тогда и
только тогда, когда 2a = a. Последнее возможно лишь при a = 0. Та-
ким образом, при a 6= 0 множество Vв не является подпространством
линейного пространства Rn. (Можно проще: при a 6= 0 нулевой вектор
не принадлежит множеству Vв.) Если же a = 0, то для любых x,y ∈ Vв
и любых α, β ∈ R линейная комбинация αx + βy ∈ Vв. Следовательно,
множество Vв является подпространством линейного пространства Rn

тогда и только тогда, когда a = 0.
г) Пусть Vг = {f ∈ C[x]|f(b) = c} для некоторых фиксированных

чисел b, c ∈ C. Если f ,g ∈ Vг, то f(b) = g(b) = c. Тогда (f + g)(b) =
f(b)+g(b) = 2c. Многочлен f +g будет принадлежать Vг тогда и только
тогда, когда 2c = c, что эквивалентно c = 0. Таким образом, при c 6= 0
множество Vг не является подпространством линейного пространства
C[x]. (Можно проще: при c 6= 0 нулевой многочлен не принадлежит
множеству Vг.) Если же c = 0, то для любых f ,g ∈ Vг и любых α, β ∈ C
линейная комбинация αf + βg ∈ Vг, так как (αf + βg)(b) = αf(b) +
βg(b) = αc + βc = 0. Следовательно, Vг является подпространством
линейного пространства C[x] тогда и только тогда, когда c = 0.

Линейная комбинация

Volunti nihil difficile.1

Латинский афоризм.

Под системой векторов будем понимать любую конечную последо-
вательность элементов линейного пространства V. Из этого определе-
ния следует, что в системе i) элементы могут повторяться, ii) важен
порядок их следования и iii) система содержит конечное число эле-
ментов. Так как упорядоченные наборы элементов принято окружать
круглыми скобками, то cистему векторов будем записывать либо так
(a1, a2, . . . , an), либо в сокращенном варианте так (ak)n

k=1, либо (когда
известно о какой системе идет речь и неполная запись не приводит к

1Для желающего нет ничего трудного.
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недоразумениям) так (a). Чтобы не усложнять запись в случае, когда
система векторов указывается явно, круглые скобки будут опускаться,
то есть будем писать a1, a2, . . . , an. Будем также рассматривать пустую
систему, которая, по определению, не содержит ни одного элемента. По-
сле вычеркивания некоторых (в том числе всех и ни одного) элементов
получается новая система векторов, которая называется подсистемой
исходной системы векторов.

Вектор a ∈ V называется линейной комбинацией векторов системы
(a1, a2, . . . , am) линейного пространства V, если существуют такие
скаляры α1, α2, . . . , αm в поле F, что

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam.

Представление вектора в виде линейной комбинации, вообще говоря, не
единственно. Если вектор есть линейная комбинация векторов подси-
стемы, то он есть линейная комбинация векторов системы. Например,
если при k < m

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak,

то
a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + 0ak+1 + · · ·+ 0am.

Любая линейная комбинация векторов подпространства V1 принадле-
жит этому подпространству, то есть

a1,a2, . . . ,ak ∈ V1, α1, α2, . . . , αk ∈ F:α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak ∈ V1.

Рассмотрим систему уравнений
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(2.3)

Из столбцов основной матрицы системы уравнений (2.3) и ее сво-
бодных членов можно построить следующие вектор-столбцы

a(1) =


a11

a21

...
am1

 ,a(2) =


a12

a22

...
am2

 , . . . ,a(n) =


a1n

a2n

...
amn

 ,b =


b1
b2
...
bm

 .

Тогда систему уравнений (2.3) можно записать в виде векторного урав-
нения

x1


a11

a21

...
am1

+ x2


a12

a22

...
am2

+ · · ·+ xn


a1n

a2n

...
amn

 =


b1
b2
...
bm
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или
x1a(1) + x2a(2) + · · ·+ xna(n) = b. (2.4)

То, что набор чисел x1, x2, . . . , xn есть решение системы уравнений
(2.3) равносильно тому, что этот же набор есть решение векторного
уравнения (2.4), а последнее равносильно тому, что вектор b пред-
ставим в виде линейной комбинации векторов системы столбцов a(1),
a(2),. . . ,a(n). Значит, система уравнений (2.3) совместна тогда и толь-
ко тогда, когда вектор b есть линейная комбинация векторов системы
столбцов a(1), a(2),. . . ,a(n). Определенность (то есть единственность ре-
шения) система уравнений (2.3) равносильна тому, что представление
вектора b единственно.
Пример 17 . Вычислить линейную комбинацию a1 +3a2−2a3 векторов
a1 = (−1, 2,−2), a2 = (1,−1, 2), a3 = (1,−1, 1).
Решение. Удобно вычислять линейную комбинацию, записав векторы
столбцами

a1 + 3a2 − 2a3 =

 −1
2

−2

+ 3

 1
−1

2

− 2

 1
−1

1

 =

 0
1
2

 .

Пример 18 . Найти вектор x из векторного уравнения 2(a−3x)−3(b−
x) = c− x, где a = (1,−1, 2), b = (1, 2,−1), c = (3,−2,−1).
Решение. Прежде всего раскроем скобки в исходном уравнении. Тогда

2a− 6x− 3b + 3x = c− x
и выразим вектор 2x

2x = 2a− 3b− c.
Подставив векторы, стоящие в правой части равенства, получим

2x = 2

 1
−1

2

− 3

 1
2

−1

−

 3
−2
−1

 =

 −4
−6

8

 .

Отсюда

x =
1
2

 −4
−6

8

 =

 −2
−3

4

 .

Пример 19 . Будет ли вектор b = (3, 1, 4) линейной комбинацией век-
торов a1 = (1, 1, 1), a2 = (1,−1, 2), a3 = (1,−3, 3)?
Решение. Вектор b можно представить в виде линейной комбинации
векторов данной системы, если существуют такие скаляры α1, α2, α3,
что имеет место равенство

α1a1 + α2a2 + α3a3 = b.



Линейная комбинация 49

После подстановки элементов в это векторное уравнение, оно "в чис-
лах" примет вид

α1

 1
1
1

+ α2

 1
−1

2

+ α3

 1
−3

3

 =

 3
1
4

 .

Векторы слева умножим на соответствующие числа и сложим, тогда α1 +α2 +α3

α1 −α2 −3α3

α1 +2α2 +3α3

 =

 3
1
4

 .

Два векторы равны тогда и только тогда, когда равны их соответству-
ющие элементы  α1 + α2 + α3 = 3,

α1 − α2 − 3α3 = 1,
α1 + 2α2 + 3α3 = 4.

Мы получили систему уравнений относительно неизвестных α1, α2, α3.
Найдем ее решение. Для этого выпишем ее расширенную матрицу и
выполним необходимые элементарные преобразования 1 1 1 3

1 −1 −3 1
1 2 3 4

 C2 − C1

∼
C3 − C1

 1 1 1 3
0 −2 −4 −2
0 1 2 1

 C1 − C3

∼
C2 + 2C3

 1 0 −1 2
0 0 0 0
0 1 2 1

 .

Мы получили систему уравнений{
α1 − α3 = 2,
α2 + 2α3 = 1, тогда

{
α1 = 2 + α3,
α2 = 1− 2α3.

Эта система уравнений совместна, значит, вектор b является линейной
комбинацией векторов системы (a1, a2, a3). Чтобы найти коэффициен-
ты линейной комбинации, достаточно найти какое-нибудь частное ре-
шение системы уравнений. Данная система уравнений имеет бесконеч-
но много решений. Чтобы найти частное решение, выберем, например,
α3 = 0. Тогда α1 = 2 и α2 = 1. Значит, b = 2a1 + a2 + 0a3.

Замечание. Можно, конечно, выбрать и другое частное решение си-
стемы уравнений, положив, например, α3 = 1. Тогда α1 = 3 и α2 = −1.
Отсюда b = 3a1 − a2 + a3. Следовательно, разложение вектора b в
линейную комбинацию не единственно.
Пример 20 . Найти все значения λ, при которых вектор b = (1, 5, 1)
является линейной комбинацией векторов a1 = (1,−1, 1), a2 = (1, 2, 2),
a3 = (2, 1, λ).
Решение. Вектор b можно представить в виде линейной комбинации
векторов данной системы, если существуют такие скаляры α1, α2, α3,
что имеет место равенство

α1a1 + α2a2 + α3a3 = b.
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Так же как в предыдущем примере после подстановки векторов "в чис-
лах"получим, что последнее матричное уравнение равносильно систе-
ме уравнений (заметьте, что она получается по столбцам из элементов
векторов)  α1 +α2 +2α3 = 1,

−α1 +2α2 +α3 = 5,
α1 +2α2 +λα3 = 1.

Найдем решение этой системы уравнений. Для этого выпишем ее рас-
ширенную матрицу и выполним необходимые элементарные преобра-
зования 1 1 2 1

−1 2 1 5
1 2 λ 1

 C2 + C1

∼
C3 − C1

 1 1 2 1
0 3 3 6
0 1 λ− 2 0

 C2/3
∼

∼

 1 1 2 1
0 1 1 2
0 1 λ− 2 0

 C1 − C2

∼
C3 − C2

 1 0 1 −1
0 1 1 2
0 0 λ− 3 −2

 .

Отсюда следует, что при λ − 3 = 0 система уравнений несовместна.
Значит, при λ = 3 вектор b нельзя представить в виде линейной ком-
бинации векторов системы (a1, a2, a3). Пусть λ 6= 3. Тогда система
уравнений совместна и вектор b представим в виде линейной комбина-
ции указанных векторов. В том случае, когда нужно найти коэффици-
енты этой линейной комбинации, необходимо найти и решение системы
уравнений. Из последнего уравнения α3 = − 2

λ−3 . Из второго уравне-
ния α2 = 2 − α3. Тогда α2 = 2 + 2

λ−3 = 2λ−4
λ−3 . Из первого уравнения

α1 = −1− α3. Тогда α1 = −1 + 2
λ−3 = 5−λ

λ−3 . Следовательно, при λ 6= 3

b =
5− λ

λ− 3
a1 +

2λ− 4
λ− 3

a2 +
2

3− λ
a3.

Линейная зависимость и независимость системы векторов

Чем более читаете, не размышляя, тем более уверяе-
тесь, что много знаете, а чем более размышляете, чи-
тая, тем яснее видите, что знаете еще очень мало.
Вольтер.

Система векторов (a1, a2, . . . , am) линейного пространства V назы-
вается линейно зависимой, если существуют скаляры α1, α2,. . . , αm ∈
F, не все равные нулю, такие, что

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam = 0.
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Условие того, что не все числа αi равны нулю, можно записать в виде
|α1|+ |α2|+ · · ·+ |αm| 6= 0.

Для вещественного линейного пространства последнее условие можно
также записать следующим образом

α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
m 6= 0.

Для произвольного поля F допустима запись
(α1, α2, . . . , αm) 6= (0, 0, . . . , 0).

Если система векторов не является линейно зависимой, то она назы-
вается линейно независимой. Иными словами, система векторов (a1,
a2, . . . , am) линейного пространства V называется линейно независи-
мой, если линейная комбинация этих векторов равна нулевому вектору
только тогда, когда все ее коэффициенты равны нулю, то есть

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam = 0 : α1 = α2 = · · · = αm = 0.
Значит, система векторов является линейно независимой тогда и толь-
ко тогда, когда нулевой вектор можно представить в виде линейной
комбинации этих векторов только единственным образом, когда все
коэффициенты линейной комбинации равны нулю. Система векторов
является линейно зависимой тогда и только тогда, когда нулевой век-
тор представим в виде линейной комбинации этих векторов неедин-
ственным образом, то есть кроме нулевого набора существует еще хотя
бы один ненулевой набор коэффициентов, при котором линейная ком-
бинация равна нулевому вектору. Будем считать по определению, что
пустая система линейно независима.

Система векторов e1 = (1, 0, . . . , 0)τ , e2 = (0, 1, . . . , 0)τ , . . . , en =
(0, 0, . . . , 1)τ линейно независима в пространствах Rn и Cn.

Система векторов e1 = (1, 0, . . . , 0)τ , e2 = (0, 1, . . . , 0)τ , . . . , en =
(0, 0, . . . , 1)τ , ie1, ie2, . . . , ien при i2 = −1 линейно зависима в про-
странстве Cn, но линейно независима в пространстве Cn

R (декомплек-
сификация линейного пространства Cn).

Система многочленов f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x2, . . . , fn(x) = xn

линейно независима в пространствах R[x], C[x], R[x]n, C[x]n, C[a, b].
Системы векторов имеют следующие свойства.
1. Система, содержащая нулевой вектор, линейно зависима.
2. Линейно независимая система векторов состоит из ненулевых эле-

ментов.
3. Система, состоящая из одного вектора, линейно зависима тогда

и только тогда, когда этот вектор равен нулю.
4. Система, состоящая из двух векторов a и b, линейно зависима

тогда и только тогда, когда эти векторы пропорциональны, то есть
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либо a = αb для некоторого скаляра α ∈ F, либо b = βb для некоторого
скаляра β ∈ F (если оба вектора отличны от нуля, то имеют место и
первое и второе равенство).

5. При перестановке элементов системы векторов ее линейная зави-
симость (независимость) не меняется.

6. Система, содержащая более одного вектора, линейно зависима
тогда и только тогда, когда один из ее элементов является линейной
комбинацией остальных.

7. Система, содержащая линейно зависимую подсистему, линейно
зависима.

8. Любая подсистема линейно независимой системы векторов ли-
нейно независима.

9. Если система векторов e1, e2,. . . ,en линейно независима, а си-
стема e1, e2,. . . ,en, x линейно зависима, то вектор x есть линейная
комбинация предыдущих векторов системы.

10. Система ненулевых векторов линейно зависима тогда и только
тогда, когда хотя бы один из ее элементов является линейной комби-
нацией предыдущих.

11. Однородная система уравнений Ax = 0 имеет нетривиальное
решение тогда и только тогда, когда система столбцов a(1), a(2), . . .a(n)

матрицы A линейно зависима.
12. Система столбцов a(1), a(2), . . .a(n) матрицы A линейно незави-

сима тогда и только тогда, когда однородная система уравнений Ax = 0
имеет лишь тривиальное решение.

13. Определитель квадратной матрицы равен нулю тогда и только
тогда, когда ее столбцы (строки) образуют линейно зависимую систе-
му. Иначе, определитель квадратной матрицы отличен от нуля тогда и
только тогда, когда ее столбцы (строки) образуют линейно независи-
мую систему.
Пример 21 . Используя определение, выяснить будут ли следующие
системы векторов линейно независимыми в линейном пространстве V?
а) V = R4, a1 = (1, 1,−1, 2)τ , a2 = (2, 0, 1,−1)τ , a3 = (1,−1,−2, 3)τ ;

б) V = R3, b1 = (1,−1, 0)τ , b2 = (2,−2, 1)τ , b3 = (1,−1, 1)τ ;

в) V = R[x]2, f1(x) = −x2+2x+3, f2(x) = x2−x+2, f3(x) = 2x2+3x+1;

г) V = M2(R),

A1(x) =
(

1 −1
1 2

)
, A2(x) =

(
−1 1

1 1

)
, A3(x) =

(
3 −3
1 3

)
.

д) V = C[0, 1], f1(x) = 1, f2(x) = 2x, f3(x) = 3x, . . . , fn(x) = nx.
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Решение. а). Следуя определению линейной (не)зависимости системы
векторов, запишем линейную комбинацию векторов этой системы и вы-
ясним при каких значениях коэффициентов она равна нулевому векто-
ру

α1a1 + α2a2 + α3a3 = 0, α1, α2, α3 ∈ R. (2.5)
Если существуют α1, α2, α3, не все равные нулю, что для них выполня-
ется равенство (2.5), то система векторов a1, a2, a3 линейно зависима.
Если же равенство (2.5) выполняется только для α1 = α2 = α3 = 0, то
данная система векторов линейно независима. Подставим векторы a1,
a2, a3 в (2.5):

α1


1
1

−1
2

+ α2


2
0
1

−1

+ α3


1

−1
−2

3

 =


0
0
0
0

 . (2.6)

Выполнив действия над векторами в левой части равенства (2.6), по-
лучим, что равны два вектора

α1 + 2α2 + α3

α1 − α3

−α1 + α2 − 2α3

2α1 − α2 + 3α3

 =


0
0
0
0

 . (2.7)

Два вектора равны тогда и только тогда, когда все элементы одного
вектора равны соответствующим элементам другого вектора:

α1 + 2α2 + α3 = 0;
α1 − α3 = 0;

−α1 + α2 − 2α3 = 0;
2α1 − α2 + 3α3 = 0.

(2.8)

Мы получили однородную систему уравнений для неизвестных α1, α2,
α3. Этой системе уравнений удовлетворяют те и только те α1, α2, α3,
которые обращают линейную комбинацию, стоящую в левой части ра-
венства (2.5), в нулевой вектор. Следовательно, линейная зависимость
системы векторов равносильна существованию нетривиального реше-
ния однородной системы уравнений (2.8). Запишем расширенную мат-
рицу этой системы уравнений (здесь уместно заметить, что эта матри-
ца состоит из вектор-столбцов исходной системы векторов) и найдем ее
общее решение (хотя на самом деле нам нужно лишь знать существует
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ли нетривиальное решение):
1 2 1
1 0 −1

−1 1 −2
2 −1 3


C1 − 2C3

∼

C4 + C3


3 0 5
1 0 −1

−1 1 −2
1 0 1


C1 − 3C4

C2 − C4

∼
C3 + C4

∼


0 0 2
0 0 −2
0 1 −1
1 0 1


C2 + C1

C3 + C1/2
∼

C4 − C1/2


0 0 2
0 0 0
0 1 0
1 0 0

 .

Таким образом, решение системы уравнений единственно и тривиально
α1 = α2 = α3 = 0. Следовательно равенство (2.5) выполняется лишь
при нулевых коэффициентах линейной комбинации и, значит, система
векторов a1, a2, a3 линейно независима.

б). Будем решать так же, как и в предыдущем пункте. Если выпол-
нить все те же действия, то придем к аналогичной (2.8) однородной
системе уравнений, которая строится из векторов системы по столб-
цам  α1 + 2α2 + α3 = 0;

−α1 − 2α2 − α3 = 0;
α2 + α3 = 0.

Найдем ее решение 1 2 1
−1 −2 −1

0 1 1

 C2 + C1

∼

 1 2 1
0 0 0
0 1 1

 C1 − C3

∼

 1 1 0
0 0 0
0 1 1

 .

Очевидно, что однородная система уравнений имеет бесконечно много
решений. Среди них есть хотя бы одно нетривиальное. Значит, исходная
система векторов линейно зависима.

Если все-таки требуется предъявить ненулевой набор коэффициен-
тов, то нужно найти какое-нибудь частное нетривиальное решение од-
нородной системы уравнений. Общее решение этой однородной систе-
мы уравнений можно записать в виде α1 = −α2, α3 = −α2. Положим
α2 = −1, тогда α1 = 1, α3 = 1. Значит, a1 − a2 + a3 = 0.

в). Снова воспользуемся определением линейной (не)зависимости
системы векторов. Для этого запишем линейную комбинацию системы
многочленов f1, f2, f3 и приравняем ее к нулю (нулевому многочлену):

α1f1 + α2f2 + α3f3 = 0, (2.9)
где α1, α2, α3 ∈ R.

Подставим в (2.9) многочлены исходной системы, тогда
α1(−x2 + 2x+ 3) + α2(x2 − x+ 2) + α3(2x2 + 3x+ 1) = 0.



Линейная независимость 55

Если теперь раскрыть скобки и привести подобные слагаемые (относи-
тельно степеней x), то получим

(−α1 + α2 + 2α3)x2 + (2α1 − α2 + 3α3)x+ (3α1 + 2α2 + α3) =

= 0x2 + 0x+ 0.
Два многочлена равны тогда и только тогда, когда равны коэффици-
енты этих многочленов при одинаковых степенях x: −α1 + α2 + 2α3 = 0,

2α1 − α2 + 3α3 = 0,
3α1 + 2α2 + α3 = 0.

(2.10)

Таким образом, равенство (2.9) имеет место тогда и только тогда, ко-
гда α1, α2, α3 удовлетворяют однородной системе линейных уравнений
(2.10). Найдем ее общее решение (обратите внимание на то, как состав-
лена матрица системы уравнений из коэффициентов многочленов): −1 1 2

2 −1 3
3 2 1

 C2 + C1

∼
C3 − 2C1

 −1 1 2
1 0 5
5 0 −3

 C1 + C2

∼
C3 − 5C2

∼

 0 1 7
1 0 5
0 0 −28

 C1 + 7C3/28
∼

C2 + 5C3/28

 0 1 0
1 0 0
0 0 −28

 .

Таким образом, решение системы уравнений единственно и тривиаль-
но α1 = α2 = α3 = 0. Следовательно, система многочленов f1, f2, f3
линейно независима.

г). Запишем линейную комбинацию системы матриц и приравняем
ее к нулевой матрице:

α1A1 + α2A2 + α3A3 = 0

или
α1

(
1 −1
1 2

)
+ α2

(
−1 1

1 1

)
+ α3

(
3 −3
1 3

)
=
(

0 0
0 0

)
.

Отсюда (
α1 − α2 + 3α3 −α1 + α2 − 3α3

α1 + α2 + α3 2α1 + α2 + 3α3

)
=
(

0 0
0 0

)
.

Две матрицы равны тогда и только тогда, когда равны все соответству-
ющие друг другу элементы матриц. Тогда

α1 − α2 + 3α3 = 0,
−α1 + α2 − 3α3 = 0,
α1 + α2 + α3 = 0,

2α1 + α2 + 3α3 = 0.
Найдем решение этой однородной системы уравнений. Для этого выпи-
шем ее расширенную матрицу и выполним необходимые элементарные
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преобразования
1 −1 3

−1 1 −3
1 1 1
2 1 3


C2 + C1

∼
C3 + C1

C4 + C1


1 −1 3
0 0 0
2 0 4
3 0 6


C2∗
∼

C3/2
C4/3

∼

 1 −1 3
1 0 2
1 0 2

 C1 − C2

∼
C3 − C2

 0 −1 1
1 0 2
0 0 0

 .

Таким образом, −α2+α3 = 0, α1+2α3 = 0. Отсюда α2 = α3, α1 = −2α3.
Система уравнений имеет бесконечно много решений. Среди них есть
и нетривиальные. Значит, исходная система матриц линейно зависима.
Для того, чтобы найти коэффициенты, при которых линейная комби-
нация обращается в нулевую матрицу, положим α3 = 1. Тогда α2 = 1,
α1 = −2. Значит,

−2A1 + A2 + A3 = 0.

д). Как обычно, запишем линейную комбинацию системы функций и
приравняем ее к нулю (нулевой функции):

α11 + α22x + α33x + · · ·+ αnn
x = 0.

Это равенство должно выполняться при α1, α2, α3, . . . , αn ∈ R и любого
x ∈ [0, 1]. В частности, если для k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 взять x = k

n
(∈ [0, 1]), то

α11 + α22
k
n + α33

k
n + · · ·+ αnn

k
n = 0

или в иной форме
α1(

n
√

1)k + α2(
n
√

2)k + α3(
n
√

3)k + · · ·+ αn( n
√
n)k = 0.

Запишем это равенство сначала для k = 0, потом для k = 1, и так далее
до k = n− 1. Тогда получим n равенств

α1 + α2 + · · ·+ αn = 0,
α1(

n
√

1)1 + α2(
n
√

2)1 + · · ·+ αn( n
√
n)1 = 0,

α1(
n
√

1)2 + α2(
n
√

2)2 + · · ·+ αn( n
√
n)2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1(
n
√

1)n−1 + α2(
n
√

2)n−1 + · · ·+ αn( n
√
n)n−1 = 0,

(2.11)

которые можно рассматривать как однородную систему уравнений с
неизвестными α1, α2, . . . , αn. Определитель матрицы системы уравне-
ний (2.11)

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1

( n
√

1)1 ( n
√

2)1 ( n
√

3)1 . . . ( n
√
n)1

( n
√

1)2 ( n
√

2)2 ( n
√

3)3 . . . ( n
√
n)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( n
√

1)n−1 ( n
√

2)n−1 ( n
√

3)n−1 . . . ( n
√
n)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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является определителем Вандермонда2 и равен
∆ =

∏
1≤j<i≤n

( n
√
i− n

√
j).

Определитель ∆ отличен от нуля, так как n
√
i не равен n

√
j при i > j.

Поэтому система уравнений (2.11) по следствию3 из теоремы Краме-
ра имеет лишь тривиальное решение α1 = α2 = α3 = · · · = αn = 0.
Следовательно, исходная система функций линейно независима.

Полные системы векторов

Три пути ведут к знанию: путь размышления - это путь
самый благородный, путь подражания - это путь самый
легкий и путь опыта - это путь самый горький.
Конфуций.

Система векторов линейного пространства V называется полной,
если любой вектор пространства V можно представить в виде линей-
ной комбинации элементов этой системы. В противном случае система
векторов называется неполной.

Система векторов e1 = (1, 0, . . . , 0)τ , e2 = (0, 1, . . . , 0)τ , . . . , en =
(0, 0, . . . , 1)τ является полной в пространствах Rn и Cn, так как любой
вектор a = (a1, a2, . . . , an) данного пространства представим в виде
a = a1e1 + a2e2 + · · · + anen. Система векторов f0(x) = 1, f1(x) = x,
f2(x) = x2, . . . , fn(x) = xn полна в пространствах R[x]n и C[x]n, так как
любой многочлен h(x) =

∑n
i=0 hix

i можно переписать в виде линейной
комбинации h(x) =

∑n
i=0 hifi(x). Эта система векторов не является

полной в линейных пространствах R[x] и C[x], так как многочлен сте-
пени большей, чем n нельзя представить в виде линейной комбинации
векторов данной системы.

Системы векторов имеют следующие свойства:
1. Система, содержащая полную подсистему, является полной. Ины-

ми словами, добавление векторов к полной системе сохраняет ее пол-
ноту.

2Определитель Вадермонда

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
a1 a2 . . . an

a2
1 a2

2 . . . a2
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1
1 an−1

2 . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤j<i≤n
(ai − aj).

3Однородная система уравнений с квадратной матрицей имеет нетривиальное
решение тогда и только тогда, когда определитель матрицы равен нулю.
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2. Любая подсистема неполной системы, является неполной. Ины-
ми словами, вычеркивая векторы неполной системы, нельзя получить
полную систему.

3. Система векторов останется полной, если в ней вычеркнуть век-
тор, являющийся линейной комбинацией остальных элементов этой си-
стемы.

4. Полнота системы векторов не меняется при перемене местами ее
элементов.
Пример 22 . Используя определение, проверить будут ли полными в
линейном пространстве V следующие системы векторов?
а). V = R3, a1 = (1, 1, 0)τ , a2 = (1, 2, 1)τ , a3 = (−1, 3, 1)τ ;
б). V = C4, u1 = (1, 2, 3,−2)τ , u2 = (1,−1,−2, 1)τ , u3 = (2, 1, 2,−2)τ ,
u4 = (2, 1, 1,−1)τ , u5 = (2, 1, 3,−3)τ ;
в). V = C[x]2, f1(x) = 1−x+2x2, f2(x) = 2+3x−3x2, f3(x) = 3+2x−x2;
г). V = M2(R),

A1 =
(

1 −1
0 0

)
, A2 =

(
1 0
2 1

)
, A3 =

(
1 −2
1 1

)
, A4 =

(
−1 2

1 1

)
.

Решение. а). По определению данная система векторов будет полной
в пространстве R3, если любой вектор x = (x1, x2, x3) ∈ R3 является
линейной комбинацией векторов этой системы, то есть существуют α1,
α2, α3 ∈ R такие, что

α1

 1
1
0

+ α2

 1
2
1

+ α3

 −1
3
1

 =

 x1

x2

x3

 .

После того, как сложим векторы в левой части данного равенства, по-
лучим, что равны соответствующие элементы векторов: α1 + α2 − α3 = x1,

α1 + 2α2 + 3α3 = x2,
α2 + α3 = x3.

(2.12)

Следовательно, система векторов a1, a2, a3 будет полной тогда и только
тогда, когда система уравнений (2.12) разрешима для любых свобод-
ных членов x1, x2, x3. Так как элементарные преобразования обратимы,
то всегда можно найти вектор x такой, что после элементарных пре-
образований системы уравнений (2.12) все ее свободные члены будут
отличны от нуля. Следовательно, система уравнений (2.12) для лю-
бых свободных членов будет разрешима тогда и только тогда, основ-
ная матрица после преобразования системы уравнений к приведенной
форме не содержит нулевой строки. Запишем основную матрицу систе-
мы уравнений (2.12) (которая состоит из элементов векторов системы,
записанных по столбцам) и преобразуем ее к приведенной форме:
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 1 1 −1
1 2 3
0 1 1

 C2 − C1

∼

 1 1 −1
0 1 4
0 1 1

 C1 − C3

∼
C2 − C3

∼

 1 0 −2
0 0 3
0 1 1

 C1 + 2C2/3
∼

C3 − C2/3

 1 0 0
0 0 3
0 1 0

 . (2.13)

Так как в приведенной форме матрицы системы уравнений (2.13) нет
нулевой строки, то система векторов a1, a2, a3 является полной в ли-
нейном пространстве R3.

Замечание. Изложенный алгоритм проверки полноты системы век-
торов не является самым лучшим, так как требует излишнего числа
арифметических операций. Использование понятия ранга приводит к
более эффективным алгоритмам (см. решение задачи 39 на стр. 84).

б). По определению система векторов u1, u2, u3, u4, u5 будет полной
в пространстве C4, если любой вектор x = (x1, x2, x3, x4) ∈ C4 является
линейной комбинацией векторов этой системы, то есть существуют α1,
α2, α3, α4, α5 ∈ C такие, что

α1


1
2
3

−2

+ α2


1

−1
−2

1

+ α3


2
1
2

−2

+ α4


2
1
1

−1

+ α5


2
1
3

−3

 =

=
(
x1 x2 x3 x4

)τ
.

Это равенство имеет место тогда и только тогда, когда коэффициенты
α1 – α5 удовлетворяют системе уравнений

α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 = x1,
2α1 − α2 + α3 + α4 + α5 = x2,

3α1 − 2α2 + 2α3 + α4 + 3α5 = x3,
−2α1 + α2 − 2α3 − α4 − 3α5 = x4.

(2.14)

Повторяя рассуждения предыдущего пункта, видим, что эта система
уравнений разрешима для любых свободных членов тогда и только
тогда, когда после преобразования к приведенной форме ее основная
матрица не содержит нулевой строки. Проверим это

1 1 2 2 2
2 −1 1 1 1
3 −2 2 1 3

−2 1 −2 −1 −3


C2 + C1

∼
C3 + 2C1

C4 − C1


1 1 2 2 2
3 0 3 3 3
5 0 6 5 7

−3 0 −4 −3 −5


C1 − C2/3

∼
C3 − 5C2/3
C4 + C2
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∼


0 1 1 1 1
3 0 3 3 3
0 0 1 0 2
0 0 −1 0 −2


C1 − C3

∼
C2 − 3C3

C4 + C3


0 1 0 1 −1
3 0 0 3 −3
0 0 1 0 2
0 0 0 0 0

 . (2.15)

Четвертая строка основной матрицы является нулевой. Значит, система
векторов u1, u2, u3, u4, u5 является неполной.

в). По определению система многочленов f1(x) = 1−x+2x2, f2(x) =
2+3x−3x2, f3(x) = 3+2x−x2 является полной в линейном пространстве
C[x]2, если для любого многочлена h(x) = h0 + h1x+ h2x

2 существуют
такие скаляры α1, α2, α3 ∈ R, что

α1f1(x) + α2f2(x) + α3f3(x) = h(x).
Перепишем это равенство, подставив предварительно все многочлены
α1(1− x+ 2x2) + α2(2 + 3x− 3x2) + α3(3 + 2x− x2) = h0 + h1x+ h2x

2.

Приведем подобные слагаемые относительно степеней x, тогда

(α1 + 2α2 + 3α3) + (−α1 + 3α2 + 2α3)x+ (2α1 − 3α2 − α3)x2 =

= h0 + h1x+ h2x
2.

Два многочлена равны тогда и только тогда, когда равны коэффици-
енты при одинаковых степенях x α1 + 2α2 + 3α3 = h0,

−α1 + 3α2 + 2α3 = h1,
2α1 − 3α2 − α3 = h2.

Эта система уравнений совместна для любых свободных членов тогда
и только тогда, когда основная матрица после преобразования к при-
веденной форме не содержит нулевой строки. Проверим это 1 2 3

−1 3 2
2 −3 −1

 C2 + C1

∼
C3 − 2C1

 1 2 3
0 5 5
0 −7 −7

 C1 − 2C2/5
∼

C3 + 7C2/5

 1 0 1
0 5 5
0 0 0

 .

Так как третья строка матрицы нулевая, то система многочленов яв-
ляется неполной.

г) Система матриц A1, A2, A3, A4 будет полной, если для любой
матрицы

X =
(
x1 x2

x3 x4

)
∈ M2(R)

найдутся такие скаляры α1, α2, α3, α4 ∈ R, что

α1

(
1 −1
0 0

)
+α2

(
1 0
2 1

)
+α3

(
1 −2
1 1

)
+α4

(
−1 2

1 1

)
=
(
x1 x2

x3 x4

)
.

Если выполнить указанные в левой части этого равенства действия и
приравнять соответствующие элементы матриц, то получим, что α1,
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α2, α3, α4 удовлетворяют системе уравнений
α1 + α2 + α3 − α4 = x1,
−α1 − 2α3 + 2α4 = x2,

2α2 + α3 + α4 = x3,
α2 + α3 + α4 = x4.

(2.16)

Таким образом, система матриц A1, A2, A3, A4 будет полной тогда и
только тогда, когда система уравнений (2.16) разрешима для любой
правой части, что, как показано в пункте а), эквивалентно тому, что
основная матрица системы уравнений в приведенной форме не содер-
жит нулевой строки. Запишем основную матрицу системы уравнений
(2.16) (обратите внимание на то, как основная матрица этой системы
уравнений построена из элементов матриц A1, A2, A3, A4) и с помощью
метода Гаусса преобразуем ее к приведенной форме:

1 1 1 −1
−1 0 −2 2

0 2 1 1
0 1 1 1

 C2 + C1

∼


1 1 1 −1
0 1 −1 1
0 2 1 1
0 1 1 1


C1 + C2

∼
C3 + C2

C4 + C2

∼


1 2 0 0
0 1 −1 1
0 3 0 2
0 2 0 2

 C2 − C4/2
∼

C3 − C4


1 2 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 2 0 2

 C1 − 2C3

∼
C4 − 2C3


1 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 2

 .

Так как приведенная матрица не содержит нулевой строки, то получа-
ем, что система матриц A1, A2, A3, A4 является полной.

Размерность линейного пространства

У людей, далеких от математики, с многомерным (в
первую очередь с четырехмерным) пространством свя-
зываются туманные и часто ошибочные представления;
в действительности же это понятие является чисто ма-
тематическим, даже в основном алгебраическим, и слу-
жит важным орудием во многих математических иссле-
дованиях, а также в физике и механике.
А. Г. Курош «Курс высшей алгебры».

Чтобы определить размерность линейного пространства, рассмотрим
следующие три случая.
1. В линейном пространстве V не существует непустых линейно неза-
висимых систем векторов. Это возможно лишь тогда, когда V состоит
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из одного нулевого вектора. Тогда по определению размерность про-
странства V равна нулю.
2. В линейном пространстве V существует линейно независимая систе-
ма, содержащая n векторов, и любая система, содержащая больше век-
торов, линейно зависима. Тогда размерность пространства V по опре-
делению равна n.
3. В линейном пространстве V есть линейно независимые системы, со-
держащие любое число векторов. В этом случае размерность простран-
ства V равна бесконечности.

Таким образом, размерность линейного пространства по определе-
нию равна наибольшему числу векторов в линейно независимых систе-
мах векторов этого пространства.

Размерность линейного пространства V обозначается через dim V.
Если dim V <∞, то пространство V называется конечномерным. Если
dim V = ∞, то пространство V называется бесконечномерным. Линей-
ное пространство конечномерно тогда и только тогда, когда оно со-
держит хотя бы одну полную систему и его размерность равна числу
векторов в полной линейно независимой системе. Линейное простран-
ство бесконечномерно тогда и только тогда, когда в нем нет полных
систем. (Здесь следует напомнить, что система векторов, по определе-
нию, содержит конечное число элементов.)

Пространства Rn, Cn, R[x]n, C[x]n, Mm×n(R), Mm×n(C), Mn(R),
Mn(C) конечномерны и dim Rn = dim Cn = n, dim R[x]n = dim C[x]n =
n + 1, dim Mm×n(R) = dim Mm×n(C) = mn, dim Mn(R) = dim Mn(C) =
n2. Если размерность конечномерного комплексного линейного про-
странства V равна n, то размерность его декомплексификации VR рав-
на 2n. Пространства R[x], C[x], C[a, b] бесконечномерны.

Базис линейного пространства

Разумеется, хорошая математика красива.
Поль Дж. Коэн

Полная линейно независимая система векторов линейного простран-
ства V называется базисом этого пространства. Система векторов яв-
ляется базисом линейного пространства тогда и только тогда, когда
любой вектор этого пространства можно разложить в линейную ком-
бинацию векторов этой системы, причем единственным образом.

Система векторов e1 = (1, 0, . . . , 0)τ , e2 = (0, 1, . . . , 0)τ , . . . , en =
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(0, 0, . . . , 1)τ является базисом в пространствах Rn и Cn. Система век-
торов f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x2, . . . , fn(x) = xn является базисом
в пространствах R[x]n и C[x]n. Любые три некомпланарных вектора
образуют базис в пространстве V3, любые два неколлинеарных векто-
ра образуют базис на плоскости V2, любой ненулевой вектор является
базисом на прямой V1.

Базис и размерность линейного пространства имеют следующие
свойства.

1. В любом ненулевом конечномерном линейном пространстве суще-
ствует базис. В пространстве, состоящем из одного нулевого вектора,
базисом, по определению, можно считать пустую систему.

2. Если линейное пространство конечномерно и n — его размер-
ность, то любая линейно независимая система, состоящая из n векто-
ров, является базисом этого пространства.

3. Если в линейном пространстве V есть базис e1, e2,. . . , en, то оно
конечномерно и его размерность равна n.

4. Любая система в n – мерном линейном пространстве, n < ∞,
состоящая из неравного n числа векторов, базисом не является.

5. Любая линейно независимая система векторов конечномерного
линейного пространства содержится в некотором базисе этого про-
странства.

6. Любая полная система векторов содержит базис.
7. Система, состоящая из n векторов пространства Rn или Cn, яв-

ляется базисом тогда и только тогда, когда определитель, построенный
из элементов векторов, записанных со строкам (или по столбцам), от-
личен от нуля.
Пример 23 . Является ли система векторов a1 = (1,−1, 1)τ ,
a2 = (1,−2, 2)τ , a3 = (1, 1, 1)τ базисом в линейном пространстве R3.
Решение. Следуя предыдущему свойству, достаточно вычислить опре-
делитель, построенный из элементов векторов, например, по столбцам∣∣∣∣∣∣

1 1 1
−1 −2 1

1 2 1

∣∣∣∣∣∣
C2 + C1

=
C3 − C1

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 −1 2
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ −1 2

1 0

∣∣∣∣ = −2 6= 0.

Значит, система векторов a1, a2, a3 является базисом пространства R3.

Пример 24 . Является ли система векторов a1 = (7, 3, 2,−4)τ , a2 =
(7, 2,−3, 3)τ , a3 = (5,−3,−2, 4)τ , a4 = (4,−6, 9,−9)τ базисом в линей-
ном пространстве R4.
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Решение. Вычислим определитель матрицы A, составленной из элемен-
тов векторов, например, по столбцам

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 7 5 4
3 2 −3 −6
2 −3 −2 9

−4 3 4 −9

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Воспользуемся особенностями данной матрицы для вычисления ее опре-
делителя — прибавим к первому столбцу третий. Тогда

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
12 7 5 4
0 2 −3 −6
0 −3 −2 9
0 3 4 −9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12

∣∣∣∣∣∣
2 −3 −6

−3 −2 9
3 4 −9

∣∣∣∣∣∣ = 0,

так как в последней матрице первый столбец пропорционален третьему.
Значит, система векторов a1, a2, a3, a4 не является базисом.
Пример 25 . Является ли система многочленов f1 = −x3 + x2 + x + 1,
f2 = −2x3 + 2x2 + 3x+ 1, f3 = x3 + x2 + x+ 2, f4 = −x2 + 2x+ 1 базисом
в линейном пространстве R[x]3.
Решение. Мы не можем пока напрямую применить алгоритм из преды-
дущего задания потому, что рассматривается отличное от Rn или Cn

линейное пространство. Но так как любая линейно независимая систе-
ма, число векторов в которой совпадает с размерностью пространства
(dim R[x]3 = 4) является базисом в нем, то достаточно проверить ее ли-
нейную независимость. Алгоритм проверки дан выше (стр. 52). Можно
сразу выписать матрицу из коэффициентов многочленов по столбцам
и с помощью метода Гаусса преобразовать ее к приведенной форме

1 1 2 1
1 3 1 2
1 2 1 −1

−1 −2 1 0

 C2 − 2C1

∼
C3 + C1


1 1 2 1

−1 1 −3 0
2 3 3 0

−1 −2 1 0


C1 + C4

C2 − C4

∼
C3 + 2C4

∼


0 −1 3 1
0 3 −4 0
0 −1 5 0

−1 −2 1 0


C1 − C3

C2 + 3C3

∼
C4 − 2C3

∼


0 0 −2 1
0 0 11 0
0 −1 5 0

−1 0 −9 0


C1 + 2C2/11
C3 − 5C2/11

∼
C4 + 9C2/11


0 0 0 1
0 0 11 0
0 −1 0 0

−1 0 0 0

 .

Отсюда получаем, что однородная система уравнений с такой основной
матрицей имеет только тривиальное решение. Значит, система много-
членов линейно независима и составляет базис пространства R[x]3.
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Пример 26 . Является ли система матриц A1 =
(

2 1
−1 1

)
, A2 =

(
1 1
1 1

)
,

A3 =
(

0 −2
3 2

)
, A4 =

(
3 0
3 4

)
базисом в линейном пространстве M2(R).

Решение. Размерность линейного пространства M2(R) всех матриц вто-
рого порядка равна четырем. Матриц в системе тоже четыре. Достаточ-
но проверить линейную независимость. Алгоритм проверки на линей-
ную независимость изложен выше (пример 21). Поэтому сразу выпи-
шем матрицу из элементов матриц системы по столбцам и с помощью
метода Гаусса преобразуем ее к приведенной форме

2 1 0 3
1 1 −2 0

−1 1 3 3
1 1 2 4


C2 − C1

C3 − C1

∼
C4 − C1


2 1 0 3

−1 0 −2 −3
−3 0 3 0
−1 0 2 1

 C1 − 3C4

∼
C2 + 3C4

∼


5 1 −6 0

−4 0 4 0
−3 0 3 0
−1 0 2 1

 C2/4
∼

C3/3


5 1 −6 0

−1 0 1 0
−1 0 1 0
−1 0 2 1


C1 + 5C2

C3 − C2

∼
C4 − C2


0 1 −1 0

−1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 1 1

 .

Система уравнений имеет бесконечно много решений, среди которых
есть и нетривиальные. Значит, система матриц линейно зависима и,
следовательно, базисом не является.

Координаты вектора

Математика — это искусство называть разные ве-
щи одним и тем же именем. Анри Пуанкаре.

Пусть (e1, e2,. . . , en) — базис в n – мерном линейном пространстве V.
Любой вектор x ∈ V можно представить, причем однозначно, в виде
линейной комбинации векторов базиса:

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen.

Вектор–столбец (x1, x2, . . . , xn)τ ∈ Fn называется координатным векто-
ром вектора x в базисе e1, e2,. . . , en и обозначается xe, его элементы
x1, x2,. . . ,xn называются координатами вектора x в этом базисе. Для
координатных векторов выполняются свойства:

1. (x + y)e = xe + ye для любых x,y ∈ V;
2. (µx)e = µxe для любых x ∈ V и µ ∈ F.
3. Система векторов a1, a2, . . . , ak линейного пространства V линей-

но независима тогда и только тогда, когда линейно независима система
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координатных векторов (a1)e, (a2)e, . . . , (ak)e линейного пространства
Fn. Иными словами, система векторов a1, a2, . . . , ak линейного про-
странства V линейно зависима тогда и только тогда, когда линейно
зависима система координатных векторов (a1)e, (a2)e, . . . , (ak)e линей-
ного пространства Fn.

4. Система векторов b1, b2, . . . , bk линейного пространства V пол-
на тогда и только тогда, когда полна система координатных векторов
(b1)e, (b2)e, . . . , (bk)e в линейном пространстве Fn.

5. Система векторов u1, u2, . . . , uk является базисом в линейном
пространстве V тогда и только тогда, когда является базисом система
координатных векторов (u1)e, (u2)e, . . . , (uk)e в линейном пространстве
Fn.

Отображение Φe : V → Fn, действующее по правилу Φe(x) = xe,
является биективным. Для этого отображения свойства 1, 2 коорди-
натных векторов можно переписать в виде

1. Φe(x + y) = Φe(x) + Φe(y) для любых x,y ∈ V;
2. Φe(µx) = µΦe(x) для любых x ∈ V и µ ∈ F.
Таким образом, отображение Φe является изоморфизмом линейного

пространства V и линейного пространства Fn.
Пример 27 . Проверить, что система векторов e1 = (2, 1,−1)τ , e2 =
(−4,−1, 2)τ , e3 = (7, 2, 3)τ является базисом в линейном пространстве
R3 и найти координаты вектора x = (7, 1, 3)τ в этом базисе. По извест-
ному координатному вектору ye = (−1, 3, 2)τ найти вектор y.
Решение. Число векторов в системе e1, e2, e3 равно размерности ли-
нейного пространства R3. Значит, то что эта система векторов является
базисом равносильно ее линейной независимости. Но тогда нужно про-
верить, что из векторного уравнения

α1e1 + α2e2 + α3e3 = 0
следует, что α1 = α2 = α3 = 0. Подставим в это уравнение векторы e1,
e2, e3, тогда

α1

 2
1

−1

+ α2

 −4
−1

2

+ α3

 7
2
3

 =

 0
0
0

 .

Это уравнение с неизвестными α1, α2, α3 равносильно однородной си-
стеме уравнений  2α1 − 4α2 + 7α3 = 0,

α1 − α2 + 2α3 = 0,
−α1 + 2α2 + 3α3 = 0.

(2.17)
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Для нахождения координат вектора x в базисе e нужно из векторного
уравнения

x1e1 + x2e2 + x3e3 = x
найти (единственные) неизвестные координаты x1, x2, x3. После под-
становки всех векторов получим

α1

 2
1

−1

+ α2

 −4
−1

2

+ α3

 7
2
3

 =

 7
1
3

 .

Это уравнение равносильно системе уравнений 2x1 − 4x2 + 7x3 = 7,
x1 − x2 + 2x3 = 1,

−x1 + 2x2 + 3x3 = 3.
(2.18)

Системы уравнений (2.17) и (2.18) имеют одну и ту же основную мат-
рицу. Эти системы уравнений можно решать одновременно. При этом,
как обычно, нулевой столбец свободных членов однородной системы
уравнений не записываем (но подразумеваем) 2 −4 7 7

1 −1 2 1
−1 2 3 3

 C1 − 2C2

∼
C3 + C2

 0 −2 3 5
1 −1 2 1
0 1 5 4

 C1 + 2C3

∼
C2 + C3

∼

 0 0 13 13
1 0 7 5
0 1 5 4

 C2 − 7C1/13
C3 − 5C1/13 ∼
C1/13

 0 0 1 1
1 0 0 −2
0 1 0 −1

 .

Решение неоднородной системы уравнений имеет вид x1 = −2, x2 =
−1, x3 = 1. Решение однородной системы уравнений (2.17) тривиально
α1 = α2 = α3 = 0. Следовательно, система векторов e1, e2, e3 является
базисом и xe = (−2,−1, 1)τ есть координатный вектор вектора x в этом
базисе.

Так как ye = (−1, 3, 2), то по определению координатного вектора
y = −e1 + 3e2 + 2e3, то есть

y = −

 2
1

−1

+ 3

 −4
−1

2

+ 2

 7
2
3

 =

 0
0

13

 .

Пример 28 . Проверить, что система матриц A1 =
(

1 0
1 −1

)
, A2 =(

1 1
3 1

)
, A3 =

(
−1 2
−1 2

)
, A4 =

(
1 −1

−1 1

)
является базисом в линейном

пространстве M2(R) и найти в этом базисе координаты матрицы X =(
−1 2
−5 3

)
. По известному координатному вектору YA = (1, 2,−1, 0)τ

найти матрицу Y.
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Решение. Число матриц в системе A1, A2, A3, A4 равно размерности
линейного пространства M2(R). Значит, достаточно проверить ее ли-
нейную независимость, то есть то, что матричное уравнение

α1A1 + α2A2 + α3A3 + α4A4 = 0

имеет единственное решение α1 = α2 = α3 = α4 = 0. После подстановки
матриц в это равенство видим, что это уравнение с неизвестными α1,
α2, α3, α4 равносильно однородной системе уравнений

α1 + α2 − α3 + α4 = 0,
α2 + 2α3 − α4 = 0,

α1 + 3α2 − α3 − α4 = 0,
−α1 + α2 + 2α3 + α4 = 0.

(2.19)

Для нахождения координат матрицы X в базисе A1, A2, A3, A4 нужно
из матричного уравнения

x1A1 + x2A2 + x3A3 + x4A4 = X

найти (единственные) неизвестные координаты x1, x2, x3, x4. Это урав-
нение равносильно системе уравнений

α1 + α2 − α3 + α4 = −1,
α2 + 2α3 − α4 = 2,

α1 + 3α2 − α3 − α4 = −5,
−α1 + α2 + 2α3 + α4 = 3.

(2.20)

Системы уравнений (2.19) и (2.20) имеют одну и туже основную мат-
рицу. Эти системы уравнений можно решать одновременно

1 1 −1 1 −1
0 1 2 −1 2
1 3 −1 −1 −5

−1 1 2 1 3

 C3 − C1

∼
C4 + C1


1 1 −1 1 −1
0 1 2 −1 2
0 2 0 −2 −4
0 2 1 2 2


C1 + C4

C2 − 2C4

∼
C3/2

∼


1 3 0 3 1
0 −3 0 −5 −2
0 1 0 −1 −2
0 2 1 2 2


C1 − 3C3

C2 + 3C3

∼
C4 − 2C3


1 0 0 6 7
0 0 0 −8 −8
0 1 0 −1 −2
0 0 1 4 6

 C2/(−8)
∼

∼


1 0 0 6 7
0 0 0 1 1
0 1 0 −1 −2
0 0 1 4 6


C1 − 6C2

∼
C3 + C2

C4 − 4C2

∼


1 0 0 0 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 2

 .

Решение неоднородной системы уравнений имеет вид x1 = 1, x2 =
−1, x3 = 2, x4 = 1. Решение однородной системы уравнений (2.19)
тривиально α1 = α2 = α3 = α4 = 0. Следовательно, система матриц
A1, A2, A3, A4 является базисом и XA = (1,−1, 2, 1)τ есть координатный
вектор матрицы X в этом базисе.
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Из того, что YA = (1, 2,−1, 0)τ по определению координатного век-
тора следует равенство Y = A1 + 2A2 − A3 + 0A4, то есть

Y =
(

1 0
1 −1

)
+ 2

(
1 1
3 1

)
−
(
−1 2
−1 2

)
=
(

4 0
8 −1

)
.

Пример 29 . Проверить, что система многочленов f1(x) = 2 + 3x + x2,
f2(x) = 3 + 5x+ 2x2, f3(x) = −2 + 5x+ x2 является базисом в линейном
пространстве R[x]2 и найти координаты многочлена g(x) = −1+6x+x2

в этом базисе. По известному координатному вектору hf = (2,−2, 1)τ

найти многочлен h.
Решение. Число многочленов в системе f1, f2, f3 равно размерности ли-
нейного пространства R[x]2. Значит, то что эта система векторов явля-
ется базисом равносильно ее линейной независимости. Но тогда нужно
проверить, что из равенства многочленов

α1f1 + α2f2 + α3f3 = 0
следует, что α1 = α2 = α3 = 0. После подстановки всех многочленов в
это равенство получим, что
α1(2 + 3x+ x2) + α2(3 + 5x+ 2x2) + α3(−2 + 5x+ x2) = 0 + 0x+ 0x2.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях получим, что
это уравнение для неизвестных α1, α2, α3 равносильно однородной си-
стеме уравнений  2α1 + 3α2 − 2α3 = 0,

3α1 + 5α2 + 5α3 = 0,
α1 + 2α2 + α3 = 0.

(2.21)

Для нахождения координат многочлена g в базисе f1, f2, f3 нужно из
уравнения

x1f1 + x2f2 + x3f3 = g
найти (единственные) неизвестные координаты x1, x2, x3. Если теперь
подставить все многочлены в это равенство, то получим, что
x1(2 + 3x+ x2) + x2(3 + 5x+ 2x2) + x3(−2 + 5x+ x2) = −1 + 6x+ x2.

Это уравнение равносильно системе уравнений 2α1 + 3α2 − 2α3 = −1,
3α1 + 5α2 + 5α3 = 6,
α1 + 2α2 + α3 = 1.

(2.22)

Системы уравнений (2.21) и (2.22) имеют одну и ту же основную мат-
рицу. Поэтому обе эти системы уравнений будем решать одновременно 2 3 −2 −1

3 5 5 6
1 2 1 1

 C1 − 2C3

∼
C2 − 3C3

 0 −1 −4 −3
0 −1 2 3
1 2 1 1

 C1 − C2

∼
C3 + 2C2
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∼

 0 0 −6 −6
0 −1 2 3
1 0 5 7

 C1/(−6)
∼

 0 0 1 1
0 −1 2 3
1 0 5 7

 C2 − 2C1

∼
C3 − 5C1

∼

 0 0 1 1
0 −1 0 1
1 0 0 2

 C1↗↖C3

∼
−C2

 1 0 0 2
0 1 0 −1
0 0 1 1

 .

Решение неоднородной системы уравнений имеет вид x1 = 2, x2 = −1,
x3 = 1. Однородная система уравнений (2.21) имеет только тривиаль-
ное решение α1 = α2 = α3 = 0. Следовательно, система многочленов
f1, f2, f3 является базисом и gf = (2,−1, 1)τ есть координатный вектор
многочлена g.

По определению координатного вектора h(x) = 2f1(x) − 2f2(x) +
f3(x), то есть
h(x) = 2(2 + 3x+ x2)− 2(3 + 5x+ 2x2) + (−2 + 5x+ x2) = −4 + x− x2.

Пример 30 . Найти векторы базиса (e1, e2, e3), если для векторов a =
(1,−2,−2)τ , b = (2,−1, 3)τ , c = (−5, 4, 0)τ линейного пространства R3

известны их координатные векторы ae = (1, 1,−1)τ , be = (−1, 1, 2)τ ,
ce = (1,−1, 1)τ в этом базисе.
Решение. Допустим, что элементы векторов базиса известны. Соста-
вим матрицу X по столбцам из элементов векторов базиса. Тогда по
определению координатного вектора так же, как и в (2.18) Xae = a,
Xbe = b, Xce = c. Эти три матричных равенства можно объединить в
одно XA = B, где матрицы A = (ae,be, ce), B = (a,b, c) составлены из
указанных векторов по столбцам. Таким образом, мы получили мат-
ричное уравнение вида XA = B с неизвестной матрицей X. Чтобы его
решить, нужно перейти к равносильному уравнению AτXτ = Bτ . Тогда
в соответствии с алгоритмом решения такого матричного уравнения
получим 1 1 −1 1 −2 −2

−1 1 2 2 −1 3
1 −1 1 −5 4 0

 C2 + C1

∼
C3 − C1

 1 1 −1 1 −2 −2
0 2 1 3 −3 1
0 −2 2 −6 6 2

 ∼
C3/2

∼

 1 1 −1 1 −2 −2
0 2 1 3 −3 1
0 −1 1 −3 3 1

 C1 + C3

∼
C2 − C3

∼

 1 0 0 −2 1 −1
0 3 0 6 −6 0
0 −1 1 −3 3 1

 C2/3
∼

C3 + C2/3

 1 0 0 −2 1 −1
0 1 0 2 −2 0
0 0 1 −1 1 1

 .

Основная матрица последней расширенной матрицы равна единичной.
Тогда решение матричного уравнения AτXτ = Bτ находится справа от
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черты,то есть

Xτ =

 −2 1 −1
2 −2 0

−1 1 1

 .

В этой матрице элементы векторов базиса записаны по строкам и,значит,
эти векторы оттуда легко извлечь: e1 = (−2, 1,−1)τ , e2 = (2,−2, 0)τ ,
e3 = (−1, 1, 1)τ .

Матрица перехода.
Связь координат вектора в разных базисах.

Образование есть то, что остается после того, когда за-
бывается все, чему нас учили. Макс фон Лауэ.

Пусть (e1, e2, . . . , en) и (u1, u2, . . . , un) — базисы в n – мерном линей-
ном пространстве V.

Матрицей перехода от базиса e1, e2, . . . , en к базису u1, u2, . . . , un

называется матрица Pe→u ∈ Mn(F), у которой i– й столбец состоит из
координат вектора ui в базисе e1, e2, . . . , en, i = 1, 2, . . . , n.

Иными словами, столбцы матрицы перехода от первого базиса ко
второму состоят из координатных вектор-столбцов векторов второго
базиса в первом базисе:

Pe→u = ((u1)e (u2)e . . . (un)e) .
Для того, чтобы записать все элементы матрицы перехода, разложим
векторы второго базиса в линейные комбинации векторов первого ба-
зиса:

p1,1e1 + p2,1e2 + · · ·+ pn,1en = u1,
p1,2e1 + p2,2e2 + · · ·+ pn,2en = u2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p1,ne1 + p2,ne2 + · · ·+ pn,nen = un.

(2.23)

Записывая коэффициенты линейных комбинаций по столбцам, полу-
чим матрицу перехода

Pe→u =


p1,1 p1,2 . . . p1,n

p2,1 p2,2 . . . p2,n

. . . . . . . . . . . . . . . .
pn,1 pn,2 . . . pn,n

 .

Матрица перехода обладает следующими свойствами:
1. xe = Pe→uxu для любого вектора x ∈ V.
2. Pe→e = E (единичная матрица).
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3. Pe→uPu→v = Pe→v.
4. Матрица Pe→u обратима и P−1

e→u = Pu→e.
5. Матрица Pe→u невырождена: |Pe→u| 6= 0.
6. Пусть (e), (u) — базисы в линейном пространстве Fn и квадрат-

ные матрицы H, G соответственно построены по столбцам из элементов
векторов этих базисов, то есть

H = (e1, e2, . . . , en), G = (u1,u2, . . . ,un).
Тогда

HPe→u = G. (2.24)

Пример 31 . a). Проверить, что системы векторов e1 = (−2, 3, 2)τ ,
e2 = (−2, 2, 1)τ , e3 = (−1, 1, 1)τ и u1 = (−2, 1,−1)τ , u2 = (0, 2, 3)τ ,
u3 = (1, 0, 1)τ являются базисами в линейном пространстве R3.
б). Найти матрицу перехода Pe→u от первого базиса ко второму.
в). По известному координатному вектору au = (2,−1, 3)τ найти коор-
динатный вектор ae.
г). По известному координатному вектору be = (2, 1,−1)τ найти коор-
динатный вектор bu.
Решение. а). Проверить, что данные системы векторов являются бази-
сами в R3 можно также, как в заданиях 27 или 23. Но мы эту проверку
пока отложим, так как она будет следовать из последующего.

б). Алгоритм вычисления матрицы перехода следует из (2.23). Дей-
ствительно, первый столбец матрицы перехода Pe→u является решени-
ем векторного уравнения p1,1e1 + p2,1e2 + p3,1e3 = u1 с неизвестными
p1,1, p2,1, p3,1. Но это векторное уравнение равносильно системе урав-
нений со следующей расширенной матрицей −2 −2 −1 −2

3 2 1 1
2 1 1 −1

 ,

где основная матрица системы уравнений составлена по столбцам из
элементов векторов базиса (e1, e2, e3) и столбец свободных членов со-
ставлен из элементов вектора u1. Аналогично, второй столбец (p1,2, p2,2, p3,2)τ

матрицы перехода Pe→u является решением векторного уравнения p1,2e1+
p2,2e2 + p3,2e3 = u2, которое равносильно системе уравнений с расши-
ренной матрицей  −2 −2 −1 0

3 2 1 2
2 1 1 3

 .

Точно так же и третий столбец (p1,3, p2,3, p3,3)τ матрицы перехода Pe→u

является решением векторного уравнения p1,3e1 + p2,3e2 + p3,3e3 = u3
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и, следовательно, системы уравнений с расширенной матрицей −2 −2 −1 1
3 2 1 0
2 1 1 1

 .

Эти три системы уравнений можно решать одновременно. Для этого
запишем объединенную расширенную матрицу и найдем решение ме-
тодом последовательных исключений −2 −2 −1 −2 0 1

3 2 1 1 2 0
2 1 1 −1 3 1

 C1 + C3

∼
C2 − C3

 0 −1 0 −3 3 2
1 1 0 2 −1 −1
2 1 1 −1 3 1

 C2 + C1

∼
C3 + C1

∼

 0 −1 0 −3 3 2
1 0 0 −1 2 1
2 0 1 −4 6 3

 −C1

∼
C3 − 2C2

∼

 0 1 0 3 −3 −2
1 0 0 −1 2 1
0 0 1 −2 2 1

 C1↗↖C2

∼

 1 0 0 −1 2 1
0 1 0 3 −3 −2
0 0 1 −2 2 1

 .

Мы преобразовали основную матрицу к единичной. Тогда справа от
черты в первом столбце стоит решение первой системы уравнений, то
есть первый столбец искомой матрицы перехода. Во втором столбце
справа от черты стоит решение второй системы уравнений, то есть вто-
рой столбец искомой матрицы перехода, а в третьем — третий столбец
искомой матрицы перехода. Значит, справа стоит сама матрица пере-
хода от первого базиса ко второму

Pe→u =

 −1 2 1
3 −3 −2

−2 2 1

 .

Кроме того, так как основная матрица, составленная из элементов век-
торов e1, e2, e3, преобразована к единичной, то эта система векторов
является базисом.

Таким образом, для того, чтобы найти матрицу от первого базиса
ко второму нужно записать по столбцам в объединенную расширен-
ную матрицу слева от черты векторы первого базиса, справа от черты
векторы второго базиса, конечно, учитывая порядок их следования.
После того, как основная матрица преобразована по методу Гаусса к
единичной, справа от черты будет стоять матрица перехода от первого
базиса ко второму. Основная матрица не может быть преобразована к
единичной только тогда, когда первая система векторов не является
базисом.

в). Можно воспользоваться первым свойством матрицы перехода:
ae = Pe→uau. Значит, чтобы найти ae достаточно умножить матрицу
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Pe→u на вектор au. Тогда

ae =

 −1 2 1
3 −3 −2

−2 2 1

 2
−1

3

 =

 −1
3

−3

 .

г). Снова можно воспользоваться первым свойством матрицы пере-
хода: Pe→ubu = be. Вектор be известен, а вектор bu неизвестен. Но
тогда это матричное равенство есть система уравнений для неизвест-
ных элементов вектора bu. Найдем ее решение −1 2 1 2

3 −3 −2 1
−2 2 1 −1

 C1 − C3

∼
C2 + 2C3

 1 0 0 3
−1 1 0 −1
−2 2 1 −1

 C2 + C1

∼
C3 + 2C1

∼

 1 0 0 3
0 1 0 2
0 2 1 5

 ∼
C3 − 2C2

 1 0 0 3
0 1 0 2
0 0 1 1

 .

Таким образом, координатный вектор bu = (3, 2, 1)τ . Кроме того, сей-
час можно утверждать, что вторая система также является базисом.
Действительно, матрица перехода Pe→u с помощью элементарных пре-
образований получена из матрицы, составленной из векторов второ-
го базиса по столбцам. Здесь же матрица перехода с помощью эле-
ментарных преобразований приведена к единичной. В итоге, матрица,
составленная из элементов векторов второго базиса, с помощью эле-
ментарных преобразований приведена к единичной. Отсюда и следует
требуемое.
Пример 32 . Дан базис e1 = (−1, 2,−2)τ , e2 = (1,−1, 1)τ , e3 = (2,−2, 1)τ

и матрицы

A =

 −1 −2 2
−1 −1 1
−1 −2 1

 , B =

 −1 −2 −2
−1 −1 −1

1 2 1

 .

Найти базисы u1, u2, u3 и v1, v2, v3 такие, что матрицы перехода
Pe→u = A и Pv→e = B.
Решение. Найдем сначала базис (u). Так как Pe→u = A, то по опреде-
лению матрицы перехода из равенства

Pe→u =

 −1 −2 2
−1 −1 1
−1 −2 1


следует, что (u1)e = (−1,−1,−1)τ , (u2)e = (−2,−1,−2)τ , (u3)e =
(2, 1, 1)τ . Тогда

u1 = −e1 − e2 − e3,
u2 = −2e1 − e2 − 2e3,
u3 = 2e1 + e2 + e3.
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Осталось подставить векторы базиса (e) и вычислить искомые элемен-
ты базиса (u):

u1 = −

 −1
2

−2

−

 1
−1

1

−

 2
−2

1

 =

 −2
1
0

 ,

u2 = −2

 −1
2

−2

−

 1
−1

1

− 2

 2
−2

1

 =

 −3
1
1

 ,

u3 = 2

 −1
2

−2

+

 1
−1

1

+

 2
−2

1

 =

 1
1

−2

 .

Замечание. Если воспользоваться матричным равенством (2.24), то
нужно умножить матрицу H, составленную из элементов векторов ба-
зиса (e) по столбцам, на матрицу перехода Pe→u:

HPe→u =

 −1 1 2
2 −1 −2

−2 1 1

 −1 −2 2
−1 −1 1
−1 −2 1

 =

 −2 −3 1
1 1 1
0 1 −2


Тогда столбцы полученной матрицы составляют базис (u).

Займемся теперь базисом (v). Нам известны базис (e) и матрица
перехода

Pv→e =

 −1 −2 −2
−1 −1 −1

1 2 1

 .

Можно найти матрицу перехода Pe→v = (Pv→e)−1 и тогда дальнейшие
вычисления проводятся также как и для базиса (u). Но этот путь не са-
мый лучший с вычислительной точки зрения. Лучше воспользоваться
матричным равенством (2.24). Пусть матрица

H =

 −1 1 2
2 −1 −2

−2 1 1


построена по столбцам из элементов векторов базиса (e) и аналогично
матрица X построена из элементов векторов базиса (u). Тогда име-
ет место матричное равенство XPv→e = H. Будем его рассматривать
как матричное уравнение с неизвестной матрицей X. Для того, чтобы
найти его решение, нужно сначала протранспонировать это матричное
уравнение, а затем записать его расширенную матрицу и выполнить
необходимые элементарные преобразования: −1 −1 1 −1 2 −2
−2 −1 2 1 −1 1
−2 −1 1 2 −2 1

 C2 − C1

∼
C3 − C1

 −1 −1 1 −1 2 −2
−1 0 1 2 −3 3
−1 0 0 3 −4 3

 C1 − C3

∼
C2 − C3
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∼

 0 −1 1 −4 6 −5
0 0 1 −1 1 0

−1 0 0 3 −4 3

 C1 − C2

∼

 0 −1 0 −3 5 −5
0 0 1 −1 1 0

−1 0 0 3 −4 3

 .

Поменяем местами строки расширенной матрицы и, где нужно, умно-
жим на −1. Тогда  1 0 0 −3 4 −3

0 1 0 3 −5 5
0 0 1 −1 1 0

 .

Отсюда

Xτ =

 −3 4 −3
3 −5 5

−1 1 0

 и X =

 −3 3 −1
4 −5 1

−3 5 0

 .

Матрица X состоит из столбцов — векторов базиса (v). Поэтому v1 =
(−3, 4,−3)τ , v2 = (3,−5, 5)τ , v3 = (−1, 1, 0)τ .
Пример 33 . Найти матрицу перехода Pe→u, если известны коорди-
натные векторы ae = (−4, 6, 4)τ , be = (1,−5,−1)τ , ce = (2,−5, 4)τ

au = (−2,−2, 2)τ , bu = (0, 1,−1)τ , cu = (−3,−1,−1)τ .
. Решение. Воспользуемся свойством 1 матрицы перехода. По этому
свойству ae = Pe→uau, be = Pe→ubu, ce = Pe→ucu. В эти равенства
можно подставить векторы. Тогда −4

6
4

 = Pe→u

 −2
−2

2

 ,

 1
−5
−1

 = Pe→u

 0
1

−1

 ,

 2
−5

4

 = Pe→u

 −3
−1
−1

 .

Эти три векторные равенства можно записать как одно матричное ра-
венство  −4 1 2

6 −5 −5
4 −1 4

 = Pe→u

 −2 0 −3
−2 1 −1

2 −1 −1

 ,

где матрицы составлены из элементов координатных векторов по столб-
цам. Последнее равенство можно рассматривать как матричное урав-
нение относительно неизвестной матрицы X = Pe→u. Оно имеет вид
XA = B, где

A =

 −2 0 −3
−2 1 −1

2 −1 −1

 , B =

 −4 1 2
6 −5 −5
4 −1 4

 .
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После транспонирования получим равносильное уравнение AτXτ = Bτ ,
которое решается стандартно методом последовательных исключений: −2 −2 2 −4 6 4

0 1 −1 1 −5 −1
−3 −1 −1 2 −5 4

 C1 + 2C2

∼
C3 + C2

∼

 −2 0 0 −2 −4 2
0 1 −1 1 −5 −1

−3 0 −2 3 −10 3

 C3 − 3C2/2
∼

C1/(−2)

∼

 1 0 0 1 2 −1
0 1 −1 1 −5 −1
0 0 −2 6 −4 0

 C2 − C3/2
∼

C3/(−2)

 1 0 0 1 2 −1
0 1 0 −2 −3 −1
0 0 1 −3 2 0

 .

Таким образом, решение матричного уравнения единственно и имеет
вид

Xτ = P τ
e→u =

 1 2 −1
−2 −3 −1
−3 2 0

 .

Осталось протранспонировать матрицу и выписать ответ:

Pe→u =

 1 −2 −3
2 −3 2

−1 −1 0

 .

Пример 34 . Найти матрицу перехода от базиса f1(x) = 2x+ 1, f2(x) =
−x2 − x, f3(x) = −2x2 + 2x + 1 к базису g1(x) = −6x2 + 1, g2(x) =
4x2 − 4x− 3, g3(x) = x2 + x+ 1 линейного пространства R[x]2.
Решение. Пусть, как обычно, e1(x) = 1, e2 = x, e3 = x2 есть стандарт-
ный базис линейного пространства R[x]2. В этом базисе легко найти ко-
ординаты (обратите внимание на порядок их следования) всех данных
многочленов: (f1)e = (1, 2, 0)τ , (f2)e = (0,−1,−1)τ , (f3)e = (1, 2,−2)τ ,
(g1)e = (1, 0,−6)τ , (g2)e = (−3,−4, 4)τ , (g3)e = (1, 1, 1)τ . Отсюда, по
определению матрицы перехода, не составляет труда выписать следу-
ющие две матрицы перехода:

Pe→f =

 1 0 1
2 −1 2
0 −1 −2

 , Pe→g =

 1 −3 1
0 −4 1

−6 4 1

 .

Эти две матрицы связаны между собой соотношением Pe→fPf→g =
Pe→g (см. свойство 3 матрицы перехода), которое можно рассматривать
как матричное уравнение относительно неизвестной матрицы Pf→g.
Найдем его решение. Для этого запишем расширенную матрицу и при-
меним метод последовательных исключений 1 0 1 1 −3 1

2 −1 2 0 −4 1
0 −1 −2 −6 4 1

 C2 − 2C1

∼
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0 −1 0 −2 2 −1
0 −1 −2 −6 4 1

 ∼
C3 − C2

 1 0 1 1 −3 1
0 −1 0 −2 2 −1
0 0 −2 −4 2 2

 −C2

∼
−C3/2 1 0 1 1 −3 1

0 1 0 2 −2 1
0 0 1 2 −1 −1

 C1 − C3

∼

 1 0 0 −1 −2 2
0 1 0 2 −2 1
0 0 1 2 −1 −1

 .

Основная матрица преобразована к единичной. Значит, справа от чер-
ты стоит решение матричного уравнения

Pf→g =

 −1 −2 2
2 −2 1
2 −1 −1

 .

Пример 35 . Найти матрицу перехода от базиса A1 =
(
−1 2

2 0

)
, A2 =(

−1 1
2 0

)
, A3 =

(
−2 2

1 −2

)
, A4 =

(
2 0
0 1

)
к базису B1 =

(
1 −2
0 3

)
, B2 =(

0 −4
−1 1

)
, B3 =

(
−3 2
−1 −3

)
, B4 =

(
4 −2

−6 −2

)
линейного пространства

M2(R).
Решение. Поступим также, как и в предыдущем примере. Пусть E1 =(

1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
, E3 =

(
0 0
1 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)
есть один из

стандартных базисов линейного пространства M2(R). Тогда данные
матрицы в этом базисе будут иметь следующие координатные векто-
ры: (A1)E = (−1, 2, 2, 0)τ , (A2)E = (−1, 1, 2, 0)τ , (A3)E = (−2, 2, 1,−2)τ ,
(A4)E = (2, 0, 0, 1)τ и (B1)E = (1,−2, 0, 3)τ , (B2)E = (0,−4,−1, 1)τ ,
(B3)E = (−3, 2, −1,−3)τ , (B4)E = (4,−2,−6,−2)τ . Но тогда можно за-
писать следующие матрицы перехода

PE→A =


−1 −1 −2 2

2 1 2 0
2 2 1 0
0 0 −2 1

 , PE→B =


1 0 −3 4

−2 −4 2 −2
0 −1 −1 −6
3 1 −3 −2

 .

Эти две матрицы связаны между собой соотношением PE→APA→B =
PE→B (свойство 3 матрицы перехода), которое можно рассматривать
как матричное уравнение относительно неизвестной матрицы PA→B.
Найдем решение этого матричного уравнения. Для этого запишем рас-
ширенную матрицу для этого матричного уравнения

−1 −1 −2 2 1 0 −3 4
2 1 2 0 −2 −4 2 −2
2 2 1 0 0 −1 −1 −6
0 0 −2 1 3 1 −3 −2
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и с помощью метода последовательных исключений ее основную мат-
рицу можно преобразовать к единичной (проведите необходимые вы-
числения). Тогда права от черты будет стоять искомое решение

PA→B =


1 −2 1 −2
0 2 −2 −2

−2 −1 1 2
−1 −1 −1 2

 .

Ранг и его приложения

РАНГ [нем. Rang < фр. rang ряд] —
1) степень отличия, чин, звание; для офицеров
военно–морского флота установлены звания ка-
питана 1-го, 2-го и 3-го ранга;
2) класс, разряд военного судна.
(Современный словарь иностранных слов. СПб.:
«Дуэт», 1994.)

Подсистема системы векторов называется максимальной линейно
независимой, если она линейно независима и любая другая подсисте-
ма, содержащая данную подсистему, линейно зависима. Максимальная
линейно независимая подсистема системы векторов, вообще говоря, не
единственна, то есть существуют системы векторов, имеющие более
одной максимальной линейно независимой подсистемы. Максимальная
линейно независимая подсистема системы векторов не может быть рас-
ширена добавлением векторов системы, оставаясь ее линейно незави-
симой подсистемой.

Любую линейно независимую подсистему, не являющуюся макси-
мальной, можно расширить (не всегда единственным образом) до мак-
симальной линейно независимой подсистемы системы векторов. Любая
максимальная линейно независимая подсистема системы векторов a1,
a2, . . . , ak является базисом в линейной оболочке `(a1,a2, . . . ,ak). Чис-
ло векторов в максимальной линейно независимой подсистеме не зави-
сит от ее выбора и называется рангом данной системы. Ранг системы
векторов a1, a2, . . . , ak будем обозначать rang(a1, a2, . . . , ak). Ранг си-
стемы векторов равен размерности линейной оболочки, порожденной
этой системой:

rang(a1,a2, . . . ,ak) = dim `(a1,a2, . . . ,ak).
Рангом матрицы называется число столбцов в максимальной линей-

но независимой подсистеме системы всех столбцов этой матрицы. Ранг
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нулевой матрицы равен нулю. Ранг матрицы равен рангу ее транспо-
нированной матрицы. Ранг матрицы равен числу строк в максималь-
ной линейно независимой подсистеме системы всех строк этой матри-
цы. Ранг ненулевой матрицы равен порядку наибольшего отличного
от нуля минора этой матрицы. Этот минор находится в тех строках и
столбцах, которые образуют максимальные линейно независимые под-
системы соответственно системы всех строк и системы всех столбцов
матрицы. Он, вообще говоря, неединственен. Ранг матрицы не меня-
ется при элементарных преобразованиях ее столбцов (строк). Матрица
называется ступенчатой, если в каждой ненулевой ее строке есть от-
личный от нуля элемент (будем его называть ведущим) такой, что в
том же столбце, где он стоит, ниже его нет ненулевых элементов. Ранг
ступенчатой матрицы равен числу ненулевых строк.

Система векторов линейно независима тогда и только тогда, когда
ранг этой системы совпадает с числом ее векторов.

Система векторов линейного пространства полна тогда и только
тогда, когда ранг этой системы равен размерности пространства.

Система векторов является базисом линейного пространства тогда
и только тогда, когда ранг системы равен числу ее векторов и равен
размерности пространства.

Ранги системы векторов и системы их координатных векторов рав-
ны, то есть для любого базиса (e) системы u1, u2, . . . , um и (u1)e, (u2)e,
. . . , (um)e имеют одинаковые ранги.

Система линейных алгебраических уравнений совместна тогда и
только тогда, когда ранг основной матрицы системы уравнений равен
рангу ее расширенной матрицы4.

Совместная5 система линейных алгебраических уравнений является
определенной тогда и только тогда, когда ранг ее (основной) матрицы
равен числу неизвестных. Иначе, совместная система линейных алгеб-
раических уравнений является неопределенной тогда и только тогда,
когда ранг ее (основной) матрицы меньше числа неизвестных.

Однородная система линейных алгебраических уравнений имеет
нетривиальное решение тогда и только тогда, когда ранг ее (основной)
матрицы меньше числа неизвестных. Иначе, однородная система ли-
нейных алгебраических уравнений имеет только тривиальное решение
тогда и только тогда, когда ранг ее (основной) матрицы равен числу
неизвестных.

4Теорема Л. Кронекера и А. Капелли.
5то есть выполняются условия из предыдущего предложения
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Пример 36 Найти ранги матриц

а).


−1 −1 1 2

1 2 −2 −2
0 1 −1 0
1 3 −3 −2

 , б).

 2 0 1 0 0
1 −1 2 3 1
3 0 −1 0 2

 ,

в).


5 0 9 0

−6 0 4 −7
−8 0 0 0

7 0 0 0
3 0 −5 8

 , г).


1 −1 2 1

−2 2 −4 −2
3 −3 6 3

−1 1 −2 −1

 .

Решение. а). Выполним необходимые элементарные преобразования
для того, чтобы получить ступенчатую матрицу

−1 −1 1 2
1 2 −2 −2
0 1 −1 0
1 3 −3 −2

 C2 + C1

∼
C4 + C1


−1 −1 1 2

0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 2 −2 0

 C3 − C2

∼
C4 − 2C2

∼


−1 −1 1 2

0 1 −1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

В результате последняя матрица имеет ступенчатую форму (ведущие
элементы подчеркнуты). Эта матрица имеет две ненулевые строки.
Значит, ее ранг равен двум. Так как ранг не меняется при элементар-
ных преобразованиях, то ранг исходной матрицы также равен двум.

б). Здесь для того, чтобы получить ступенчатую матрицу достаточ-
но переставить строки так, чтобы вторая строка стала первой, третья
— второй и первая — третьей. Тогда 1 −1 2 3 1

3 0 −1 0 2
2 0 1 0 0

 .

Эта матрица имеет ступенчатую форму (ведущие элементы подчерк-
нуты) и три ненулевые строки. Значит ее ранг равен трем. Но тогда
ранг исходной матрицы также равен трем.

в). Транспонированная матрица
5 −6 −8 7 3
0 0 0 0 0
9 4 0 0 −5
0 −7 0 0 8
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имеет ступенчатую форму и три ненулевые строки. Значит, ее ранг
равен трем. Поэтому ранг исходной матрицы, совпадающий с рангом
транспонированной матрицы, равен трем.

г). У матрицы все строки пропорциональны. Следовательно, после
элементарных преобразований C2 + 2C1, C3 − 3C1, C4 + C1 получим
ступенчатую матрицу 

1 −1 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

которая имеет одну ненулевую строку и , значит, ранг исходной мат-
рицы равен одному.
Пример 37 Найти ранг системы векторов a1 = (1,−1, 2, 1)τ , a2 = (1, 2,
1,−1)τ , a3 = (0, 3,−1,−2)τ , a4 = (3, 3, 4,−1)τ , a5 = (1,−4, 3, 3)τ .
Решение. Ранг системы векторов пространства Fn совпадает с рангом
матрицы, составленной из элементов всех векторов этой системы (все
равно как — по строкам или столбцам). Составим матрицу из элементов
векторов системы, например, по столбцам, и приведем ее элементарны-
ми преобразованиями к ступенчатому виду

1 1 0 3 1
−1 2 3 3 −4

2 1 −1 4 3
1 −1 −2 −1 3


C2 + C1

∼
C3 − 2C1

C4 − C1

∼


1 1 0 3 1
0 3 3 6 −3
0 −1 −1 −2 1
0 −2 −2 −4 2

 C2 + 3C3

∼
C4 − 2C3


1 1 0 3 1
0 0 0 0 0
0 −1 −1 −2 1
0 0 0 0 0

 .

Последняя матрица имеет ступенчатую форму и содержит две ненуле-
вые строки. Значит, ее ранг равен двум. Элементарные преобразования
не меняют ранга. Поэтому ранг исходной матрицы равен двум. Но то-
гда ранг системы векторов a1, a2, a3, a4, a5 также равен двум.
Пример 38 Используя понятие ранга матрицы, проверить линейную
независимость системы векторов линейного пространства V.

а). a1 = (−1,−2, 2, 1)τ , a2 = (1,−1, 1, 2)τ , a3 = (2, 1,−1,−1)τ , V =
R4;

б). b1 = (1, 2,−1, 1)τ , b2 = (1, 1,−2, 2)τ , b3 = (2, 1,−1, 3)τ , b4 =
(1,−3,−2, 4)τ , V = R4;

в). f1(x) = 2x2 + x− 1, f2(x) = x2 − x, f3(x) = x2 + 2x− 1, V = C[x]2;

г). A1 =
(
−1 1

2 1

)
, A2 =

(
1 0

−1 1

)
, A3 =

(
1 2
1 1

)
, V = M2(R).
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Решение. а). Достаточно найти ранг системы векторов, который совпа-
дает с рангом матрицы, построенной из элементов векторов по столб-
цам (или строкам). Поэтому запишем эту матрицу (удобно по строкам)
и выполним необходимые элементарные преобразования для того, что-
бы получить ступенчатую матрицу −1 −2 2 1

1 −1 1 2
2 1 −1 −1

C2 + C1

∼
C3 + 2C1

 −1 −2 2 1
0 −3 3 3
0 −3 3 1

 ∼
C3 − C2

 −1 −2 2 1
0 −3 3 3
0 0 0 −2

 .

Ступенчатая матрица содержит три ненулевые строки. Значит ее ранг
как и ранг исходной матрицы равен трем. Следовательно, ранг системы
векторов тоже равен трем и совпадает с числом векторов в системе.
Поэтому система векторов a1, a2, a3 линейно независима.

б). Для данной системы векторов выполним те же вычисления, что
и для предыдущей системы

1 2 −1 1
1 1 −2 2
2 1 −1 3
1 −3 −2 4


C2 − C1

∼
C3 − 2C1

C4 − C1


1 2 −1 1
0 −1 −1 1
0 −3 1 1
0 −5 −1 3

 C3 + C2

∼
C4 − C2

∼


1 2 −1 1
0 −1 −1 1
0 −4 0 2
0 −4 0 2

 ∼
C4 − C3


1 2 −1 1
0 −1 −1 1
0 −4 0 2
0 0 0 0

 .

Ранг матрицы, а значит и системы b1, b2, b3, b4 равен трем. Так как
ранг меньше числа элементов в системе, то данная система векторов
линейно зависима.

в). Ранг системы элементов линейного пространства равен рангу
системы координатных векторов этих элементов в каком-нибудь базисе.
Удобно в качестве базиса выбрать систему элементов e0(x) = 1, e1(x) =
x, e2(x) = x2. Тогда в этом базисе легко найти координатные векторы
элементов f1(x) = 2x2 + x − 1, f2(x) = x2 − x, f3(x) = x2 + 2x − 1, а
именно (f1)e = (−1, 1, 2)τ , (f2)e = (0,−1, 1)τ , (f3)e = (−1, 2, 1)τ . Найдем
теперь ранг системы координатных векторов (f1)e, (f2)e, (f3)e −1 0 −1

1 −1 2
2 1 1

 ∼
C3 + C2

 −1 0 −1
1 −1 2
3 1 3

 .

Так как первые две строки последней матрицы не пропорциональны,
то ее ранг не может быть меньше двух. Но первая и третья строки
пропорциональны. Поэтому ранг матрицы не может быть равен трем.
Остается единственная возможность. Ранг матрицы равен двум. Сле-
довательно и ранг системы элементов f1, f2, f3 равен двум, что меньше
числа элементов в системе. Значит, эта система линейно зависима.
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г). Поступим также, как в предыдущем пункте. А именно, выбе-
рем удобный для решения базис линейного пространства M2(R), на-

пример стандартный e1 =
(

1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
, e3 =

(
0 0
1 0

)
, e4 =(

0 0
0 1

)
. В этом базисе элементы A1 =

(
−1 1

2 1

)
, A2 =

(
1 0

−1 1

)
, A3 =(

1 2
1 1

)
, имеют координатные векторы (A1)e = (−1, 1, 2, 1)τ , (A2)e =

(1, 0,−1, 1)τ , (A3)e = (1, 2, 1, 1)τ . Найдем ранг этой системы коорди-
натных векторов. Для этого составим из элементов векторов матрицу.
Здесь удобно расположить векторы по строкам. С помощью элементар-
ных преобразований получим ступенчатую матрицу −1 1 2 1

1 0 −1 1
1 2 1 1

 ∼
C3 − 2C1

 −1 1 2 1
1 0 −1 1
3 0 −3 −1

 ∼
C3 + C2

 −1 1 2 1
1 0 −1 1
4 0 −4 0

 .

Мы получили, что ранг матрицы равен трем. Значит, ранг системы A1,
A2, A3 тоже равен трем и совпадает с числом элементов в этой системе.
Поэтому данная система элементов линейно независима.
Пример 39 Используя понятие ранга матрицы, проверить полноту си-
стемы векторов a1 = (1,−1, 2, 1)τ , a2 = (−1,−1, 1, 2)τ ,
a3 = (2,−1,−1,−1)τ , a4 = (1,−4, 3, 4)τ .
Решение. Достаточно найти ранг системы векторов, который совпада-
ет с рангом матрицы, построенной из элементов векторов по столбцам
(или строкам). Поэтому запишем эту матрицу и с помощью элементар-
ных преобразований получим ступенчатую матрицу

1 −1 2 1
−1 −1 −1 −4

2 1 −1 3
1 2 −1 4


C2 − C1

∼
C3 + C1

C4 + 2C1


1 −1 2 1

−2 0 −3 −5
3 0 1 4
3 0 3 6

 .

Во второй строке нет удобного для вычислений ведущего элемента.
Можно поменять местами вторую и третью строки. А можно ко второй
строке прибавить четвертую, тогда

1 −1 2 1
1 0 0 1
3 0 1 4
3 0 3 6

 ∼
C3 − 3C2

C4 − 3C2


1 −1 2 1
1 0 0 1
0 0 1 1
0 0 3 3

 ∼
C4 − 3C3


1 −1 2 1
1 0 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 .

Ступенчатая матрица имеет три ненулевые строки. Ее ранг равен трем.
Он совпадает с рангом исходной матрицы, значит, и с рангом системы
векторов. Так как ее ранг меньше размерности пространства F4, то
данная система векторов не является полной.
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Пример 40 Используя понятие ранга матрицы, выяснить, является ли
базисом в линейном пространстве V каждая из следующих систем эле-
ментов
а). V = R4, a1 = (1,−2, 2,−3)τ , a2 = (−1,−1,−1, 2)τ , a3 = (2, 1,−1, 1)τ ,
a4 = (1, 3,−1,−2)τ ;
б). V = R[x]2, f1(x) = 2x2 +x+1, f2(x) = x2−3x+2, f3(x) = 1+2x−x2;
в). V = M2(R),

B1 =
(

1 1
−1 1

)
, B2 =

(
1 2
0 1

)
, B3 =

(
1 4
2 1

)
, B4 =

(
1 1
2 −2

)
.

Решение. а). Достаточно найти ранг системы векторов. Он совпадает с
рангом матрицы, построенной из элементов векторов по столбцам (или
строкам). Поэтому запишем эту матрицу и элементарными преобразо-
ваниями приведем ее к матрице, имеющей ступенчатую форму. Для
первой системы

1 −1 2 1
−2 −1 1 3

2 −1 −1 −1
−3 2 1 −2


C2 − C1

∼
C3 − C1

C4 + 2C1


1 −1 2 1

−3 0 −1 2
1 0 −3 −2

−1 0 5 0

 ∼
C3 + C2

∼


1 −1 2 1

−3 0 −1 2
−2 0 −4 0
−1 0 5 0

 ∼
C4 − C3/2


1 −1 2 1

−3 0 −1 2
−2 0 −4 0

0 0 7 0

 .

Ступенчатая матрица имеет четыре ненулевые строки. Значит, ранг
матрицы равен четырем. Но тогда и ранг исходной матрицы, а вместе
с ней и системы векторов, равен четырем. Так как векторов в системе
тоже четыре и размерность пространства R4 равна четырем, то система
является базисом.

б). Выберем в линейном пространстве R[x]2 базис, например, стан-
дартный e0 = 1, e1 = x, e2 = x2. В этом базисе данные многочле-
ны имеют следующие координатные векторы (f1)e = (1, 1, 2)τ , (f2)e =
(2,−3, 1)τ , (f3)e = (1, 2,−1)τ . Ранги систем f1, f2, f3 и (f1)e, (f2)e, (f3)e

равны. Поэтому будем искать ранг одной из этих систем. Для второй
системы его найти проще, причем по стандартной схеме. Следуя этой
схеме, запишем матрицу, например, по столбцам из элементов коорди-
натных векторов и элементарными преобразованиями получим матри-
цу, имеющую ступенчатую форму 1 2 1

1 −3 2
2 1 −1

 C2 − C1

∼
C3 − 2C1
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0 −5 1
0 −3 −3

 ∼
C3 + 3C2

 1 2 1
0 −5 1
0 −18 0

 .

Полученная ступенчатая матрица имеет три ненулевые строки. Значит,
ранг матрицы, а, следовательно, и системы многочленов равен трем.
Так как линейное пространство R[x]2 имеет размерность тоже равную
трем, то система многочленов f1, f2, f3 является базисом в этом про-
странстве.

в). Выберем стандартный базис E1 =
(

1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
, E3 =(

0 0
1 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)
в линейном пространстве M2(R). В этом бази-

се система матриц B1, B2, B3, B4 имеет координатные векторы (B1)E =
(1, 1,−1, 1)τ , (B2)E = (1, 2, 0, 1)τ , (B3)E = (1, 4, 2, 1)τ , (B4)E = (1, 1, 2,−2)τ .
Стандартным путем (как выше) найдем ранг этой системы

1 1 1 1
1 2 4 1

−1 0 2 2
1 1 1 −2

 C2 − 2C1

∼
C4 − C1


1 1 1 1

−1 0 2 −1
−1 0 2 2

0 0 0 −3

 C3 − C2

∼

∼


1 1 1 1

−1 0 2 −1
0 0 0 3
0 0 0 −3

 ∼
C4 + C3


1 1 1 1

−1 0 2 −1
0 0 0 3
0 0 0 0

 .

Ранг матрицы равен трем. Значит, ранг системы матриц B1, B2, B3,
B4 также равен трем, что меньше их числа. Поэтому эта система не
является базисом.
Пример 41 . а). Найти максимальную линейно независимую подси-
стему системы векторов a1 = (1,−1, 1, 2)τ , a2 = (1,−3, 2, 3)τ , a3 =
(1, 1, 0, 1)τ , a4 = (1, 5,−2,−1)τ , a5 = (1,−5, 3, 4)τ , a6 = (1, 2,−2,−1)τ .

б). Найти максимальную линейно независимую подсистему системы
многочленов f1(x) = 2x2 + 2x + 3, f2(x) = 3x2 + x − 1, f3(x) = 4x + 11,
f4(x) = x2 + 3x+ 7, f5(x) = x2 − x− 4.
Решение. а). Запишем матрицу, построенную из данных векторов по
столбцам, и с помощью элементарных преобразований получим из нее
ступенчатую матрицу

1 1 1 1 1 1
−1 −3 1 5 −5 2

1 2 0 −2 3 −2
2 3 1 −1 4 −1


C2 + C1

∼
C3 − C1

C4 − 2C1


1 1 1 1 1 1
0 −2 2 6 −4 3
0 1 −1 −3 2 −3
0 1 −1 −3 2 −3

 ∼
C3 + C2

C4 + C2
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∼


1 1 1 1 1 1
0 −2 2 6 −4 3
0 −1 1 3 −2 0
0 −1 1 3 −2 0

 ∼
C4 − C3


1 1 1 1 1 1
0 −2 2 6 −4 3
0 −1 1 3 −2 0
0 0 0 0 0 0

 .

Ведущие элементы (они подчеркнуты) ступенчатой матрицы находят-
ся в первом, третьем и шестом столбцах. Им соответствуют векторы
a1,a3,a6 исходной системы векторов, которые и образуют ее макси-
мальную линейно независимую подсистему. Действительно, если вы-
черкнуть из матрицы второй, четвертый и пятый столбцы, то ранг
матрицы не изменится. Но тогда векторы a1,a3,a6, соответствующие
оставшимся столбцам, образуют линейно независимую систему. Если
же добавить еще хотя бы один вектор из a2,a4,a5, то получим линейно
зависимую систему.

Замечание. Из вида ступенчатой матрицы следует, что максималь-
ными линейно независимыми подсистемами также являются следую-
щие три системы (a1, a2, a6), (a1, a4, a6), (a1, a5, a6). Однако нет ос-
нований утверждать, что это все максимальные линейно независимые
подсистемы. Например, подсистема (a4, a5, a6) является максимальной
линейно независимой (проверьте это).

б). Найдем координатные векторы многочленов f1, f2, f3, f4, f5 в
базисе e2(x) = x2, e1(x) = x, e0(x) = 1. Это (f1)e = (2, 2, 3)τ , (f2)e =
(3, 1,−1)τ , (f3)e = (0, 4, 11)τ , (f4)e = (1, 3, 7)τ , (f5)e = (1,−1,−4)τ . Си-
стема векторов линейно независима (зависима) тогда и только тогда,
когда линейно независима (зависима) система соответствующих коор-
динатных векторов в некотором базисе. Поэтому подсистема является
максимальной линейно независимой подсистемой системы элементов
тогда и только тогда, когда подсистема, состоящая из координатных
векторов элементов этой подсистемы, является максимальной линейно
независимой подсистемой системы всех координатных векторов систе-
мы. То есть, максимальной линейно независимой подсистеме отвеча-
ет максимальная линейно независимая подсистема соответствующих
координатных векторов. По изложенному в предыдущем пункте алго-
ритму не составляет особого труда найти максимальную линейно неза-
висимую подсистему системы координатных векторов (f1)e, (f2)e, (f3)e,
(f4)e, (f5)e. Составим матрицу из этих координатных векторов по столб-
цам и с помощью элементарных преобразований получим ступенчатую
матрицу  2 3 0 1 1

2 1 4 3 −1
3 −1 11 7 −4

 C2 + C1

∼
C3 + 4C1

 2 3 0 1 1
4 4 4 4 0

11 11 11 11 0

 .
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Две последние строки пропорциональны и, следовательно, последняя
строка станет нулевой после подходящих элементарных преобразова-
ний. Значит, ранг матрицы равен двум и два последних столбца обра-
зуют максимальную линейно независимую подсистему системы столб-
цов. Отсюда следует, что ранг системы многочленов f1, f2, f3, f4, f5
также равен двум и многочлены f4(x) = x2 + 3x+ 7, f5(x) = x2 − x− 4
образуют ее максимальную линейно независимую подсистему.

Замечание. Очевидно, что подсистему f4, f5 можно заменить на лю-
бую из подсистем (f1, f5), (f2, f5), (f3, f5). Однако нельзя утверждать,
что это все максимальные линейно независимые подсистемы. Напри-
мер, подсистема (f2, f3) также является максимальной линейно незави-
симой подсистемой.
Пример 42 Найти ненулевой минор наибольшего порядка следующих
матриц 

−1 −1 1 1
1 1 −1 −1
0 1 0 −1
1 2 −1 −2

 ,


1 −1 0 −1

−1 1 0 1
1 0 5 0
1 −2 0 −1

 .

Решение. Искомый минор расположен в строках, образующих макси-
мальную линейно независимую подсистему системы строк, и в столб-
цах, образующих максимальную линейно независимую подсистему си-
стемы столбцов. Поэтому можно сначала найти, например, столбцы,
образующие максимальную линейно независимую подсистему систе-
мы столбцов. Потом из матрицы, построенной из выделенной системы
столбцов, можно выделить систему строк, образующих максимальную
линейно независимую подсистему системы строк. Тем самым получим
искомый минор. С помощью элементарных преобразований получим
ступенчатую матрицу

−1 −1 1 1
1 1 −1 −1
0 1 0 −1
1 2 −1 −2

 C2 + C1

∼
C4 + C1


−1 −1 1 1

0 0 0 0
0 1 0 −1
0 1 0 −1

 ∼
C4 − C3

∼


−1 −1 1 1

0 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 0

 .

Матрица приведена к ступенчатой форме. Ведущие элементы подчерк-
нуты и находятся в первом и во втором столбцах. Значит эти столбцы
образуют максимальную подсистему системы всех столбцов матрицы.
Теперь нужно выделить максимальную подсистему системы строк. Нет
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необходимости выделять ее в исходной матрице. Достаточно рассмот-
реть лишь матрицу, состоящую из столбцов максимальной подсистемы.
Для этого запишем ее транспонированную матрицу и элементарными
преобразованиями получим ступенчатую(

−1 1 0 1
−1 1 1 2

)
C2 − C1

∼

(
−1 1 0 1

0 0 1 1

)
Ведущие элементы находятся в первом и третьем столбцах. Значит,
первая и третья строки образуют максимальную линейно независимую
подсистему системы строк исходной матрицы. Осталось указать этот
минор. Это ∣∣∣∣ −1 −1

0 1

∣∣∣∣ .
Читатель может возразить, указав, что из первой ступенчатой матрицы
легко найти максимальную линейно независимую подсистему системы
строк. Это будут именно те строки, которые останутся ненулевыми в
ступенчатой матрице. Действительно, это справедливо, если в процес-
се преобразования матрицы к ступенчатой форме не произошла пере-
становка строк. Кроме элементарного преобразования — перестановки
строк, это можно сделать и двумя другими элементарными преобразо-
ваниями. Для этого можно, например, выполнить следующие действия.
Прибавим ко второй строке первую. Далее, вычтем из первой строки
(новую) вторую. Если теперь у первой строки поменять знак (то есть
умножить на −1), новая первая строка совпадет с первоначальной вто-
рой. Теперь осталось новую первую строку вычесть из (новой) второй,
чтобы вторая строка совпала с первоначальной первой.Таким образом,
первая и вторая строки поменялись местами. В случае, когда исклю-
чения при элементарных преобразованиях проводятся строго сверху
вниз, то такая перестановка строк невозможна. Проиллюстрируем это
на второй матрице. Поменяем местами первую и третью строки и за-
помним это. Тогда

1 0 5 0
−1 1 0 1

1 −1 0 −1
1 −2 0 −1

 C3 + C2

∼
C4 + C2


1 0 5 0

−1 1 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 .

Мы получили, что ведущие элементы стоят в первом, втором и третьем
столбцах. Эти столбцы образуют максимальную линейно независимую
подсистему системы всех столбцов матрицы. Эти же ведущие элементы
стоят в первой, второй и четвертой строках ступенчатой матрицы. Но
первая и третья строки были переставлены. Значит, максимальную ли-
нейно независимую подсистему системы строк образуют вторая, третья
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и четвертая строки. На пересечении этих строк и столбцов находятся
элементы искомого минора. Он имеет вид∣∣∣∣∣∣

−1 1 0
1 0 5
1 −2 0

∣∣∣∣∣∣ .
Пример 43 Показать, что система векторов e1 = (2, 1,−1)τ ,
e2 = (−1, 1,−2)τ , e3 = (1, 2,−3)τ , e4 = (2,−3,−2)τ полна и выделить
из нее базис линейного пространства R3.
Решение. Запишем, как обычно, матрицу по столбцам из элементов
векторов системы. Для того, чтобы проверить полноту системы до-
статочно найти ранг этой матрицы. Для того, чтобы выделить базис
линейного пространства достаточно выделить максимальную линейно
независимую подсистему исходной системы векторов. Эта подсистема
и будет базисом. В любом случае нужно элементарными преобразова-
ниями получить ступенчатую матрицу 2 −1 1 2

1 1 2 −3
−1 −2 −3 −2

 C2 + C1

∼
C3 − 2C1

 2 −1 1 2
3 0 3 −1

−5 0 −5 −6

 ∼
C3 − 6C2

∼

 2 −1 1 2
3 0 3 −1

−23 0 −23 0

 .

Ранг матрицы равен трем. Ранг системы векторов также равен трем
и, следовательно, совпадает с размерностью линейного пространства
R3. Отсюда получаем, что система векторов e1, e2, e3, e4 является
полной в линейном пространстве R3. Максимальную линейно неза-
висимую подсистему образуют, например, векторы e1 = (2, 1,−1)τ ,
e2 = (−1, 1,−2)τ , e4 = (2,−3,−2)τ . Следовательно, эта система век-
торов есть искомый базис.
Пример 44 . Проверить, что следующие системы векторов линейно
независимы и дополнить их до базиса линейного пространства R4.
а). a1 = (1, 1, 0,−1)τ , a2 = (1, 1, 1,−2)τ ;
б). b1 = (1,−1,−1, 2)τ , b2 = (1, 1, 2, 1)τ , b3 = (1, 2, 1,−1)τ ;
в). c = (2, 3, 0,−4)τ .
Решение. Так как векторы a1, a2 не пропорциональны, то система, со-
стоящая из этих векторов, линейно независима. Алгоритм дополнения
линейно независимой системы векторов до базиса состоит в следую-
щем: нужно объединить данную линейно независимую систему векто-
ров с любым базисом (точнее, с любой полной системой), а затем вы-
делить максимальную линейно независимую подсистему, содержащую
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векторы исходной системы. Выделенная подсистема будет базисом, со-
держащим исходную систему векторов. Удобнее всего систему векторов
a1, a2 объединить со стандартным базисом e1, e2, e3, e4 пространства
R4. Запишем матрицу, составленную по столбцам из элементов векто-
ров a1, a2, e1, e2, e3, e4, и элементарными преобразованиями приве-
дем ее к ступенчатой форме. Для того, чтобы максимальная линейно
независимая подсистема содержала векторы a1, a2, будем сначала вы-
бирать ведущие элементы в первых двух столбцах, соответствующих
этим векторам 

1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0

−1 −2 0 0 0 1

 C2 − C1

∼
C4 + C1

∼


1 1 1 0 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 −1 1 0 0 1

 ∼
C4 + C3


1 1 1 0 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 1

 .

Таким образом, искомый базис образуют векторы a1, a2, e2, e4. Оче-
видно, что вектор e4 можно заменить вектором e1 или вектором e3.

Анализ вышеприведенного алгоритма показывает его избыточную
вычислительную сложность. Действительно, если из векторов a2, a1,
e2, e4 построить по строкам матрицу

1 1 1 −2
1 1 0 −1
0 1 0 0
0 0 0 1

 ,

то видно, что она имеет ступенчатую форму. Тогда ранг системы век-
торов a2, a1, e2, e4 равен четырем и, значит, эта система есть базис. Это
наблюдение подсказывает следующий алгоритм решения задачи. Нуж-
но составить матрицу из векторов системы по строкам и элементар-
ными преобразованиями получить матрицу ступенчатой формы. Если
ранг матрицы меньше числа ее строк, то система векторов линейно за-
висима и, следовательно, ее нельзя расширить до базиса. Если же ранг
матрицы равен числу ее строк, то к ней нужно дописать по строкам
элементы тех векторов стандартного базиса, которые сохраняют сту-
пенчатую форму матрицы и делают матрицу квадратной. Тогда ранг
полученной матрицы равен размерности линейного пространства R4,
а ее строки образуют базис этого пространства. Воспользуемся этим
алгоритмом при рассмотрении пунктов б) и в).

б). Для дальнейшего удобно составить матрицу по строкам из эле-
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ментов данных векторов. Найдем ее ранг 1 −1 −1 2
1 1 2 1
1 2 1 −1

 C2 − C1

∼
C3 − C1

∼

 1 −1 −1 2
0 2 3 −1
0 3 2 −3

 ∼
C3 − 3C2

 1 −1 −1 2
0 2 3 −1
0 −3 −7 0

 .

Если к исходной системе векторов b1, b2, b3 добавить вектор e3 =
(0, 0, 1, 0)τ , то при тех же вычислениях вместо предыдущей матрицы
мы получим следующую матрицу

1 −1 −1 2
0 2 3 −1
0 −3 −7 0
0 0 1 0

 .

Эта матрица имеет ступенчатую форму, ее ранг равен четырем, что
равно размерности пространства. Значит, система векторов b1, b2, b3,
e3 образует базис линейного пространства R4.

в). Матрица, состоящая из одного вектора c = (2, 3, 0,−4)τ , записан-
ного строкой, имеет ступенчатую форму. Пусть в этой матрице первый
элемент является ведущим. Тогда добавим векторы e2 = (0, 1, 0, 0)τ ,
e3 = (0, 0, 1, 0)τ , e4 = (0, 0, 0, 1)τ . Тогда система векторов c, e2, e3, e4

есть базис линейного пространства R4, так как матрица
2 3 0 −4
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

построенная по строкам из элементов этих векторов, имеет ранг, рав-
ный четырем.

Линейная оболочка

. . . Был у него, смело могу сказать, один недостаток:
он был твердо убежден, что при природном даровании
можно играть на скрипке без канифоли. Козьма Прутков
«Опрометчивый Турка или: Приятно ли быть внуком?»

Множество всех линейных комбинаций векторов системы a1, a2, . . . ,
ak линейного пространства V называется линейной оболочкой, порож-
денной этой системой, и обозначается `(a1,a2, . . . ,ak). Таким образом,
`(a1,a2, . . . ,ak) = {x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak | α1, α2, . . . , αk ∈ F}.
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Система векторов a1, a2, . . . , ak называется остовом линейной оболоч-
ки, порожденной этой системой. Линейная оболочка `(a1,a2, . . . ,ak)
является подпространством линейного пространства V, причем наи-
меньшим, содержащим систему векторов a1, a2, . . . , ak. Размерность
линейной оболочки `(a1,a2, . . . ,ak) равна рангу системы векторов a1,
a2, . . . , ak. Любая максимальная линейно независимая подсистема си-
стемы векторов a1, a2, . . . , ak является базисом линейной оболочки
`(a1,a2, . . . ,ak). Система векторов a1, a2, . . . , ak полна в линейном про-
странстве V тогда и только тогда, когда ее линейная оболочка совпа-
дает со всем пространством V.
Пример 45 . Найти базис и размерность линейной оболочки, порож-
денной системой векторов
a1 = (0, 1, 1,−1)τ , a2 = (1, 2, 0, 1)τ , a3 = (2, 3,−1, 3)τ , a4 = (−1, 0, 2,−3)τ .

Решение . Любая максимальная линейно независимая подсистема
системы векторов a1, a2, a3, a4 является базисом линейной оболочки,
порожденной этой системой. Найдем такую подсистему. Для этого со-
ставим матрицу по столбцам из векторов данной системы и, следуя ал-
горитму выделения максимальной линейно независимой подсистемы,
элементарными преобразованиями приведем матрицу к ступенчатому
виду: 

0 1 2 −1
1 2 3 0
1 0 −1 2

−1 1 3 −3

 C3 + 2C1

∼
C4 − 3C1


0 1 2 −1
1 2 3 0
1 2 3 0

−1 −2 −3 0

 C3 − C2

∼
C4 + C2

∼


0 1 2 −1
1 2 3 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Максимальная линейно независимая подсистема состоит, а, следова-
тельно, и базис линейной оболочки, из векторов a3 = (2, 3,−1, 3)τ ,
a4 = (−1, 0, 2,−3)τ (можно также взять, например, подсистемы a1, a4

или a2, a4). Кроме того, отсюда получаем, что размерность линейной
оболочки, порожденной системой векторов a1, a2, a3, a4 равна двум.
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Фундаментальная система решений

Найдя в сложном простое, поймешь сложное6. Фихиро.
Письмо сыну (во время путешествия в Бухару).

Пусть вектор-столбец x ∈ Fn и матрица A ∈ Mm×n(F). Рассмотрим
однородную систему уравнений Ax = 0. Она содержит m уравнений
и n неизвестных. Общее решение (множество всех решений) образует
подпространство пространства Fn. Размерность этого подпространства
равна n−rA, где rA — ранг матрицы A. Базис подпространства решений
однородной системы уравнений Ax = 0 называется ее фундаменталь-
ной системой решений. Любое частное решение однородной системы
уравнений Ax = 0 есть линейная комбинация векторов фундаменталь-
ной системы решений.
Пример 46 Найти фундаментальную систему решений и размерность
подпространства решений однородной системы линейных уравнений

а).


x1 + x2 − x3 + x4 = 0,
−2x1 + x3 + x4 = 0,

−5x1 − x2 + 3x3 + x4 = 0,
−3x1 − x2 + 2x3 = 0

в R4;

б).

 x1 + x2 + x3 = 0,
3x1 + x2 − x3 = 0,

4x1 + x2 − 2x3 = 0
в C3; г).

 x1 − x2 + x3 = 0,
x1 + x2 − x3 = 0,
x1 − 2x2 + x3 = 0

в R3.

в). 3x1 + x3 − 2x4 = 0 в R4;
Решение. а). Найдем общее решение однородной системы уравнений,
как обычно, используя метод последовательных исключений

1 1 −1 1
−2 0 1 1
−5 −1 3 1
−3 −1 2 0

 ∼
C3 + C1

C4 + C1


1 1 −1 1

−2 0 1 1
−4 0 2 2
−2 0 1 1


C1 + C2

∼
C3 − 2C2

C4 − C2


−1 1 0 2
−2 0 1 1

0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Мы получили систему уравнений{
−x1 + x2 + 2x4 = 0,
−2x1 + x3 + x4 = 0.

Ее общее решение можно записать в виде
x2 = x1 − 2x4, x3 = 2x1 − x4, x1, x4 ∈ R. (2.25)

6и запутаешься в простом.
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Ранг матрицы однородной системы уравнений равен двум. Следова-
тельно, размерность подпространства решений равна n−rA = 4−2 = 2.
Для того, чтобы найти базис подпространства решений, достаточно вы-
брать два линейно независимых частных решения системы уравнений.
Для этого положим сначала x1 = 1, x4 = 0. Тогда по формулам (2.25)
x2 = 1, x3 = 2. Мы получили вектор a1 = (1, 1, 2, 0). Пусть теперь
x1 = 0, x4 = 1. Тогда по формулам (2.25) x2 = −2, x3 = −1 и, следова-
тельно, a2 = (0,−2,−1, 1). Значит, система векторов (a1, a2) образует
фундаментальную систему решений данной системы уравнений. Что-
бы не запутаться, вычисления элементов векторов фундаментальной
системы решений можно проводить, используя таблицу, которая стро-
ится следующим образом. Сначала начертим заготовку, содержащую в
первой строке все неизвестные системы уравнений и в первом столбце
— все векторы фундаментальной системы решений

x1 x2 x3 x4

a1

a2

.

Остальные клеточки заполняются элементами векторов a1, a2. Снача-
ла заполняются столбцы, соответствующие свободным неизвестным по
вышеприведенному правилу

x1 x2 x3 x4

a1 1 0
a2 0 1

.

(Конечно, эти столбцы можно заполнять и иначе. Главное — это то,
чтобы получилось нужное число линейно независимых решений си-
стемы уравнений. Предложенный вариант заполнения — наиболее про-
стой). После этого для каждой строки по формулам (2.25) вычисляются
остальные элементы и заносятся в таблицу. В итоге получаем

x1 x2 x3 x4

a1 1 1 2 0
a2 0 −2 −1 1

.

б). Начнем с поиска общего решения системы уравнений, используя
метод последовательных исключений 1 1 1

3 1 −1
4 1 −2

 C2 − C1

∼
C3 − C1

 1 1 1
2 0 −2
3 0 −3

 C2/2
∼

C3/3

∼

 1 1 1
1 0 −1
1 0 −1

 C1 + C2

∼
C3 − C2

 2 1 0
1 0 −1
0 0 0

 .
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Мы получили систему уравнений{
2x1 + x2 = 0,
x1 − x3 = 0.

Ее общее решение можно записать в виде
x2 = −2x1, x3 = x1, x1 ∈ C. (2.26)

Ранг основной матрицы однородной системы уравнений равен двум.
Следовательно, размерность подпространства решений равна n− rA =
3− 2 = 1. Для того, чтобы найти базис подпространства решений, до-
статочно выбрать одно ненулевое частное решение системы уравнений.
Для этого положим x1 = 1. Тогда по формулам (2.26) x2 = −2, x3 = 1.
Мы получили вектор a = (1,−2, 1). Таким образом, фундаментальная
система решений состоит из одного вектора a.

в). Для системы уравнений, состоящей из одного уравнения, легко
найти ее общее решение. Для этого выберем какую-нибудь подходя-
щую неизвестную главной. Здесь удобно главной неизвестной выбрать
x3. Тогда остальные неизвестные будут свободными. Поскольку систе-
ма уравнений содержит четыре неизвестных и имеется одна главная
неизвестная, то остальные три неизвестные x1, x2, x4 будут свободны-
ми. Выразим главную неизвестную через свободные

x3 = −3x1 + 2x4, x1, x2, x4 ∈ R4. (2.27)
Отсутствие неизвестной x2 в предыдущем равенстве не должно вызы-
вать недоумение, так как его можно переписать в виде x3 = −3x1 +
0x2 + 2x4. Ранг матрицы системы уравнений равен одному. Тогда раз-
мерность подпространства решений равна n − rA = 4 − 1 = 3. Значит,
фундаментальная система решений содержит три вектора. Чтобы их
найти, последовательно положим одно из свободных неизвестных рав-
ным единице, а остальные - равными нулю. Из (2.26) получим x3. Для
первого вектора положим x1 = 1, x2 = 0, x4 = 0. Тогда из (2.26) полу-
чим, x3 = −3. Для второго вектора положим x1 = 0, x2 = 1, x4 = 0.
Тогда x3 = 0. Для третьего — x1 = 0, x2 = 0, x4 = 1. Тогда x3 = 2. Эти
вычисления удобно проводить, заполняя сначала столбцы таблицы, со-
держащие свободные неизвестные

x1 x2 x3 x4

a1 1 0 0
a2 0 1 0
a3 0 0 1

,

а затем, после вычисления, остальные элементы
x1 x2 x3 x4

a1 1 0 −3 0
a2 0 1 0 0
a3 0 0 2 1

.
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Система из трех векторов a1 = (1, 0,−3, 0)τ , a2 = (0, 1, 0, 0)τ , a3 =
(0, 0, 2, 1)τ образует базис подпространства решений однородной систе-
мы линейных уравнений и, следовательно, является фундаментальной
системой решений.

г). Так же как и выше, найдем общее решение однородной системы
уравнений, используя метод последовательных исключений 1 −1 1

1 1 −1
1 −2 1

 C2 − C1

∼
C3 − C1

 1 −1 1
0 2 −2
0 −1 0

 .

Последняя матрица имеет ступенчатую форму, ее ранг равен трем. Зна-
чит, подпространство решений имеет размерность n − rA = 3 − 3 = 0.
Поэтому это подпространство состоит из одного нулевого вектора. Это,
впрочем, видно и непосредственно из того, что система уравнений име-
ет лишь тривиальное решение x1 = x2 = x3 = 0.
Пример 47 Проверить, являются ли системы векторов
а). a1 = (1,−3, 1, 1, 1)τ , a2 = (−1, 0, 1, 2, 1)τ , a3 = (−3, 3, 1, 1,−1)τ и
б). b1 = (−1, 0, 1, 2, 1)τ , b2 = (1,−3, 1,−1,−1)τ

линейного пространства R5 фундаментальными системами решений со-
ответственно систем уравнений

а).

 x1 + x2 + 2x3 − x4 + x5 = 0,
2x1 + x2 + x3 + x4 − x5 = 0,

x1 − x3 + 2x4 − 2x5 = 0,
б).


2x1 + x2 + x3 − x4 + x5 = 0,
x1 + 2x2 + x3 + x4 − x5 = 0,

3x2 + x3 + 3x4 − 3x5 = 0,
5x1 + 4x2 + 3x3 − x4 + x5 = 0.

Решение. Система векторов (a) линейного пространства Fn будет фун-
даментальной системой решений системы уравнений Ax = 0 тогда и
только тогда, когда каждый вектор системы (a) является решением
системы уравнений Ax = 0, система векторов (a) линейно независи-
ма и число векторов в системе (a) равно размерности подпространства
решений системы уравнений Ax = 0. Сначала проверим, будет ли каж-
дый вектор системы (a) являться решением системы уравнений. Для
этого достаточно подставить элементы векторов в систему. Проверка
показывает, что, действительно, каждый вектор есть решение систе-
мы уравнений. Очевидно, что для проверки достаточно убедиться в
выполнении матричного равенства 1 1 2 −1 1

2 1 1 1 −1
1 0 −1 2 −2




1 −1 −3
−3 0 3

1 1 1
1 2 1
1 1 −1

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
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в котором первая матрица есть основная матрица системы уравнений
и вторая матрица составлена по столбцам из элементов всех векторов
системы (a). Это равенство удобно проверять как "вручную", так и
с использованием компьютерных программ "Mathematica", "Matlab",
"Maple"и др. Для проверки линейной независимости системы векторов
(a) достаточно знать ее ранг. Составим матрицу из элементов векто-
ров, например по строкам, и с помощью элементарных преобразований
получим ступенчатую матрицу 1 −3 1 1 1

−1 0 1 2 1
−3 3 1 1 −1

 ∼
C3 + C1

 1 −3 1 1 1
−1 0 1 2 1
−2 0 2 2 0

 .

Отсюда видно, что ранг матрицы, а значит и системы векторов (a), ра-
вен трем. Это число совпадает с числом векторов системы (a). Поэтому
она линейно независима. Для определения размерности подпростран-
ства решений системы уравнений достаточно найти ранг ее основной
матрицы  1 1 2 −1 1

2 1 1 1 −1
1 0 −1 2 −2

 ∼
C2 − C1

 1 1 2 −1 1
1 0 −1 2 −2
1 0 −1 2 −2

 .

Так как в последней матрице две последние строки равны, то после
вычитания одна из них станет нулевой. Следовательно, ранг матрицы
системы уравнений равен двум. Размерность подпространства решений
равна n− rang(A) = 5− 2 = 3. Это число совпадает с числом векторов
системы (a). Все три условия, сформулированные в начале решения,
выполнены. Значит, система векторов (a) является фундаментальной
системой решений данной системы уравнений.

б). Не сложная проверка показывает, что
2 1 1 −1 1
1 2 1 1 −1
0 3 1 3 −3
5 4 3 −1 1




1 1
−1 1

0 −3
2 −1
1 −1

 =


0 0
0 0
0 0
0 0

 ,

то есть оба вектора b1, b2 являются решениями данной системы урав-
нений. Так как эти векторы не пропорциональны, то они линейно неза-
висимы. Осталось найти размерность подпространства решений систе-
мы уравнений. Для этого, как обычно, найдем ранг основной матрицы
этой системы уравнений

2 1 1 −1 1
1 2 1 1 −1
0 3 1 3 −3
5 4 3 −1 1


C2 − C1

C3 − C1

∼
C4 − 3C1



Фундаментальная система решений 99

∼


2 1 1 −1 1

−1 1 0 2 −2
−2 2 0 4 −4
−1 1 0 2 −2

 C3 − 2C2

∼
C4 − C2


2 1 1 −1 1

−1 1 0 2 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Отсюда получаем, что ранг матрицы равен двум. Тогда размерность
подпространства решений равна n− rang(A) = 5− 2 = 3. Это число не
совпадает с числом векторов в системе (b1, b2). Значит, она не образует
фундаментальную систему решений данной системы уравнений.

В качестве приложения рассмотрим следующую задачу.
Пример 48 Найти максимальную линейно независимую подсистему си-
стемы векторов a1 = (1, 1,−1,−1)τ , a2 = (2, 3,−2,−1)τ , a3 = (0, 1,
0, 1)τ , a4 = (1, 1, 0,−2)τ , a5 = (1, 2,−2, 1)τ , a6 = (−2, 0,−1, 7)τ (то есть
базис в подпространстве `(a1,a2,a3,a4,a5,a6)) и коэффициенты разло-
жения остальных векторов системы по этому базису.
Решение. Запишем линейную комбинацию векторов системы и прирав-
няем ее нулю

α1a1 + α2a2 + α3a3 + α4a4 + α5a5 + α6a6 = 0. (2.28)
Подставим в это равенство векторы ai, тогда

α1


1
1

−1
−1

+ α2


2
3

−2
−1

+ α3


0
1
0
1

+ α4


1
1
0

−2

+ (2.29)

+α5


1
2

−2
1

+ α6


−2

0
−1

7

 =


0
0
0
0

 .

Равенство (2.29) можно рассматривать как однородную систему урав-
нений относительно неизвестных α1, α2, α3, α4, α5,α6. Найдем ее фун-
даментальную систему решений. Для этого сначала найдем общее ре-
шение этой системы уравнений

1 2 0 1 1 −2
1 3 1 1 2 0

−1 −2 0 0 −2 −1
−1 −1 1 −2 1 7

 ∼
C4 − C2


1 2 0 1 1 −2
1 3 1 1 2 0

−1 −2 0 0 −2 −1
−2 −4 0 −3 −1 7

 C2 − C1

∼
C4 + 3C1

∼


1 2 0 1 1 −2
0 1 1 0 1 2

−1 −2 0 0 −2 −1
1 2 0 0 2 1

 C1 + C3

∼
C4 + C3


0 0 0 1 −1 −3
0 1 1 0 1 2

−1 −2 0 0 −2 −1
0 0 0 0 0 0

 .
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Заметим прежде всего, что последняя матрица имеет ступенчатую
форму. Значит, в соответствии с алгоритмом решения задачи (41) пер-
вый, третий и четвертый векторы исходной системы векторов образуют
максимальную линейно независимую подсистему. Кроме того, эта мат-
рица есть матрица системы уравнений α4 − α5 − 3α6 = 0,

α2 + α3 + α5 + 2α6 = 0,
−α1 − 2α2 − 2α5 − α6 = 0.

Общее решение этой системы, а следовательно и равносильной ей си-
стемы уравнений (2.29), имеет вид α1 = −2α2 − 2α5 − α6,

α3 = −α2 − α5 − 2α6,
α4 = α5 + 3α6, α2, α5, α6 ∈ F.

Теперь нетрудно найти фундаментальную систему решений этой систе-
мы уравнений. Для этого сначала заполним столбцы таблицы, содер-
жащие свободные неизвестные,

α1 α2 α3 α4 α5 α6

1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

После этого для каждой строки вычисляем остальные неизвестные
α1 α2 α3 α4 α5 α6

−2 1 −1 0 0 0
−2 0 −1 1 1 0
−1 0 −2 3 0 1

.

Для того, чтобы найти разложение вектора a2 по векторам базиса
a1, a3, a4,подставим первое решение α1 = −2, α2 = 1, α3 = −1, α4 = 0,
α5 = 0, α6 = 0 фундаментальной системы решений в равенство (2.28).
Тогда это равенство примет вид

−2a1 + a2 − a3 = 0.
Выразим из этого равенства вектор a2, не входящий в максимальную
линейно независимую подсистему a1, a3, a4

a2 = 2a1 + a3.

Для того, чтобы найти разложение вектора a5 по векторам базиса a1,
a3, a4, подставим второе решение α1 = −2, α2 = 0, α3 = −1, α4 = 1,
α5 = 1, α6 = 0 фундаментальной системы решений в равенство (2.28).
Тогда это равенство примет вид

−2a1 − a3 + a4 + a5 = 0.
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Из этого равенства можно выразить вектор a5 в виде линейной ком-
бинации векторов максимальной линейно независимой подсистемы a1,
a3, a4

a5 = 2a1 + a3 + a4.

Аналогично для третьего решения α1 = −1, α2 = 0, α3 = −2, α4 = 3,
α5 = 0, α6 = 1 фундаментальной системы решений равенство (2.28)
имеет вид

−a1 − 2a3 + 3a4 + a6 = 0.
Для того, чтобы найти разложение вектора a6 по векторам базиса a1,
a3, a4, из этого равенства осталось выразить вектор a6. Тогда получим
искомое разложение

a6 = 2a1 + 2a3 − 3a4.

Переход от линейной оболочки
к подпространству решений однородной системы уравнений

Знать много и не выставлять себя знающим есть нрав-
ственная высота. Знать мало и выставлять себя зна-
ющим есть болезнь. Только понимая эту болезнь, мы
можем избавиться от нее. Лао-Цзы

Основной способ задания подпространства в линейном простран-
стве использует понятие линейной оболочки. В линейном пространстве
Fn подпространство можно также задавать с помощью однородной си-
стемы линейных уравнений. Поэтому желательно уметь переходить от
одного способа задания подпространства к другому. Если подпростран-
ство задано с помощью однородной системы уравнений, то фундамен-
тальная система решений порождает линейную оболочку, совпадаю-
щую с исходным подпространством. Эта задача решалась в предыду-
щем разделе. Наоборот, если подпространство есть линейная оболоч-
ка, порожденная некоторой системой векторов пространства Fn, то в
некоторых случаях нужно (или полезно) задать это подпространство
с помощью однородной системы уравнений. Так как все равносильные
между собой системы уравнений имеют одно и то же общее решение, то,
очевидно, что они задают одно и то же подпространство решений. Зна-
чит, задающая подпространство однородная система уравнений нахо-
дится не однозначно. Далее будут рассмотрены три алгоритма нахож-
дения однородной системы уравнений, подпространство решений кото-
рой совпадает с линейной оболочкой `(a1,a2, . . . ,ak). Начнем традици-
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онно, с первого. Вектор x = (x1, x2, . . . , xn)τ ∈ `(a1,a2, . . . ,ak) тогда и
только тогда, когда этот вектор является линейной комбинацией векто-
ров системы a1,a2, . . . ,ak. Иными словами, вектор x ∈ `(a1,a2, . . . ,ak)
тогда и только тогда, когда существуют скаляры α1, α2, . . . , αk ∈ F та-
кие, что

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak. (2.30)
Пусть ai = (a1,i, a2,i, . . . , an,i)τ для i = 1, 2, . . . , k. Тогда равенство (2.30)
можно записать в виде

α1


a1,1

a2,1

...
an,1

+ α2


a1,2

a2,2

...
an,2

+ · · ·+ αk


a1,k

a2,k

...
an,k

 =


x1

x2

...
xn

 . (2.31)

Векторное равенство (2.31) можно рассматривать как систему уравне-
ний для неизвестных α1, α2, . . . , αk. Расширенная матрица этой систе-
мы уравнений имеет вид

a1,1 a1,2 . . . a1,k x1

a2,1 a2,2 . . . a2,k x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 . . . an,k xn

 . (2.32)

Таким образом, вектор x ∈ `(a1,a2, . . . ,ak) тогда и только тогда, ко-
гда разрешима система уравнений (2.32). С помощью элементарных
преобразований основную матрицу системы уравнений (2.32) можно
привести к ступенчатому виду. Так как при этом столбец свободных
членов также преобразуется, то в правой части системы уравнений
вместо элементов xi, i = 1, 2, . . . , n, будут стоять линейные комбинации
этих элементов с некоторыми числовыми коэффициентами. По теореме
Кронекера-Капелли7 система уравнений имеет хотя бы одно решение
тогда и только тогда, когда ранг основной матрицы системы уравнений
совпадает с рангом расширенной матрицы. Пусть основная матрица
системы уравнений имеет ступенчатую форму и все ее нулевые строки
расположены ниже ненулевых. Тогда расширенную матрицу системы
уравнений можно записать в виде

Ненулевые строки c1,1x1 + c1,2x2 + · · ·+ c1,nxn

ступенчатой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
матрицы cp,1x1 + cp,2x2 + · · ·+ cp,nxn

0 0 . . . 0 cp+1,1x1 + cp+1,2x2 + · · ·+ cp+1,nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 cn,1x1 + cn,2x2 + · · ·+ cn,nxn

 . (2.33)

7Система уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг основной мат-
рицы равен рангу расширенной матрицы системы.
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Если основная матрица системы уравнений с расширенной матрицей
(2.33) содержит n − p нулевых строк, то векторное уравнение (2.31)
имеет решение тогда и только тогда, когда элементы в правой части,
соответствующие нулевым строкам основной матрицы, равны нулю: cp+1,1x1 + cp+1,2x2 + · · ·+ cp+1,nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn,1x1 + cn,2x2 + · · ·+ cn,nxn = 0.

(2.34)

Таким образом, вектор x ∈ `(a1,a2, . . . ,ak) тогда и только тогда, когда
его элементы x1, x2, . . . , xn удовлетворяют однородной системе урав-
нений (2.34). Следовательно, система уравнений (2.34) является иско-
мой. Если же основная матрица системы уравнений (2.33) имеет ранг,
равный n, то линейная оболочка совпадает со всем пространством Fn,
которое можно задать однородной системой уравнений с нулевой мат-
рицей

`(a1,a2, . . . ,ak) = {x = (x1, x2, . . . , xn)τ | Ox = 0}.
Изложенный выше алгоритм можно несколько модифицировать.

Заметим, что элементы x1, x2, . . . , xn вектора x, стоящие в правой
части расширенной матрицы (2.33) можно опустить, оставив лишь ко-
эффициенты 

c1,1 c1,2 . . . c1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cp,1 cp,2 . . . cp,n

cp+1,1 cp+1,2 . . . cp+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn,1 cn,2 . . . cn,n

 .

Тогда расширенная матрица (2.32) в модифицированной записи имеет
справа вместо вектора x единичную матрицу

a1,1 a1,2 . . . a1,k 1 0 . . . 0
a2,1 a2,2 . . . a2,k 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 . . . an,k 0 0 . . . 1

 . (2.35)

После приведения основной матрицы в (2.35) к ступенчатому виду,
строки в правой части, соответствующие нулевым строкам основной
матрицы, образуют строки матрицы искомой однородной системы урав-
нений.

Данная задача имеет еще один алгоритм решения. В отличие от
других здесь изложенных алгоритмов, этот алгоритм является "строч-
ным", то есть матрица составляется по строкам из элементов векторов.

Рассмотрим систему векторов a1 = (a1,1, a1,2, . . . , a1,n)τ ,
a2 = (a2,1, a2,2, . . . , a2,n)τ , . . . , ak = (ak,1, ak,2, . . . , ak,n)τ , порождающую



104 2. Линейные пространства

линейную оболочку
`(a1,a2, . . . ,ak).

Для удобства здесь применена другая нумерация для элементов векто-
ров по сравнению с нумерацией в (2.31). Составим систему уравнений

a1,1y1 + a1,2y2 + · · ·+ a1,nyn = 0,
a2,1y1 + a2,2y2 + · · ·+ a2,nyn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak,1y1 + ak,2y2 + · · ·+ ak,nyn = 0,

, (2.36)

у которой коэффициенты первого уравнения состоят из элементов век-
тора a1, коэффициенты второго уравнения - из элементов вектора a2 и
т. д. Для системы уравнений (2.36) можно найти фундаментальную си-
стему решений b1 = (b1,1, b1,2, . . . , b1,n)τ , b2 = (b2,1, b2,2, . . . , b2,n)τ , . . . ,
bp = (bp,1, bp,2, . . . , bp,n)τ . Если p > 0, то из элементов этих векторов
"по строкам"построим систему уравнений

b1,1x1 + b1,2x2 + · · ·+ b1,nxn = 0,
b2,1x1 + b2,2x2 + · · ·+ b2,nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bp,1x1 + bp,2x2 + · · ·+ bp,nxn = 0.

, (2.37)

Если же фундаментальная система решений не содержит ни одного
вектора (p = 0), то запишем однородную систему уравнений с нуле-
вой матрицей. Таким образом, система уравнений (2.37) всегда может
быть построена. Эта система уравнений является искомой, то есть ее
подпространство решений совпадает с линейной оболочкой, порожден-
ной системой векторов a1, a2, . . . , ak. Действительно, так как любой
вектор bj , j = 1, 2, . . . , p фундаментальной системы решений удовле-
творяет системе уравнений (2.36), то, подставляя bj в i –е уравнение
системы (2.36), получим тождество

ai,1bj,1 + ai,2bj,2 + · · ·+ ai,nbj,n = 0
для i = 1, 2, . . . , k и j = 1, 2, . . . , p. Это тождество можно переписать в
виде

bj,1ai,1 + bj,2ai,2 + · · ·+ bj,nai,n = 0,
из которого следует, что вектор ai = (ai,1, ai,2, . . . , ai,n)τ является ре-
шением системы уравнений (2.37). Значит, вектор ai принадлежит под-
пространству решений системы уравнений (2.37) для любого i. Тогда
и любая линейная комбинация этих векторов принадлежит этому под-
пространству. Следовательно, линейная оболочка `(a1,a2, . . . ,ak) со-
держится в подпространстве решений системы уравнений (2.37). То,
что на самом деле эти подпространства равны, следует из равенства их
размерностей. Действительно, с одной стороны размерность линейной
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оболочки `(a1,a2, . . . ,ak) равна рангу системы векторов a1,a2, . . . ,ak,
который в свою очередь равен рангу rA матрицы системы уравнений
(2.36). С другой стороны, размерность подпространства решений си-
стемы уравнений (2.37) равна n − rB, где rB — ранг матрицы системы
уравнений (2.37). Матрица B составлена из элементов векторов фун-
даментальной системы решений b1, b2, . . . , bp. Так как эта система
линейно независима, то ранг матрицы B равен p. Тогда размерность
подпространств решений системы уравнений (2.37) равна n − p. Кро-
ме того, система векторов b1, b2, . . . , bp является фундаментальной
системой решений системы уравнений (2.36). Значит, p = n− rA. Отсю-
да rA = n − p, то есть размерности рассматриваемых подпространств
равны, что и требовалось доказать.
Пример 49 Найти однородную систему линейных алгебраических урав-
нений, подпространство решений которой совпадает с линейной оболоч-
кой `(a1,a2, . . . ,ak), порожденной системой векторов

а). a1 = (1,−1, 2, 0)τ , a2 = (1, 0, 1,−1)τ , a3 = (1,−3, 4, 2)τ ;
б). a = (1, 2, 1,−3)τ ;
в). a1 = (1,−1, 2, 1)τ , a1 = (2, 1, 3, 3)τ , a1 = (1, 5, 0, 3)τ .
Решение. а). Следуя первому алгоритму, изложенному выше, соста-

вим основную матрицу системы уравнений (2.32) из элементов исход-
ных векторов, записав их по столбцам, и приведем ее к ступенчатому
виду 

1 1 1 x1

−1 0 −3 x2

2 1 4 x3

0 −1 2 x4

 C3 − C1

∼
C4 + C1


1 1 1 x1

−1 0 −3 x2

1 0 3 x3 − x1

1 0 3 x4 + x1

 C3 + C2

∼
C4 + C2

∼


1 1 1 x1

−1 0 −3 x2

0 0 0 x3 − x1 + x2

0 0 0 x4 + x1 + x2

 .

Таким образом, система уравнений{
−x1 + x2 + x3 = 0,
x1 + x2 + x4 = 0

является искомой.
б). Воспользуемся модифицированным алгоритмом для поиска од-

нородной системы уравнений. Запишем расширенную матрицу (2.35)
системы уравнений и приведем ее к ступенчатому виду:

1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
1 0 0 1 0

−3 0 0 0 1


C2 − 2C1

∼
C3 − C1

C4 + 3C1


1 1 0 0 0
0 −2 1 0 0
0 −1 0 1 0
0 3 0 0 1

 .
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Отсюда получаем, что матрица искомой системы уравнений имеет вид −2 1 0 0
−1 0 1 0

3 0 0 1

 .

Значит, система уравнений 2x1 − x2 = 0,
x1 − x3 = 0,
3x1 + x4 = 0

является искомой.
в). Воспользуемся третьим алгоритмом из изложенных выше. Запи-

шем матрицу системы уравнений (2.36) из элементов векторов по стро-
кам и найдем ее общее решение методом последовательных исключений
a1 = (1,−1, 2, 1)τ , a1 = (2, 1, 3, 3)τ , a1 = (1, 5, 0, 3)τ . 1 −1 2 1

2 1 3 3
1 5 0 3

 C1 − C3

∼
C2 − 2C3

 0 −6 2 −2
0 −9 3 −3
1 5 0 3

 C1/2
∼

C2/3

∼

 0 −3 1 −1
0 −3 1 −1
1 5 0 3

 C2 − C1

∼

 0 −3 1 −1
0 0 0 0
1 5 0 3

 .

Мы получили матрицу системы уравнений{
−3x2 + x3 − x4 = 0,
x1 + 5x2 + 3x4 = 0.

Главными неизвестными являются x1 и x3, значит, x2 и x4 — свободные
неизвестные. Выразим главные неизвестные через свободные{

x1 = −5x2 − 3x4,
x3 = 3x2 + x4.

(2.38)

Найдем теперь фундаментальную систему решений. Эта система долж-
на содержать два частных решения. Для первого из них, полагая x2 = 1
и x4 = 0, получим по формулам (2.38), что x1 = −5 и x3 = 3. Для вто-
рого частного решения возьмем x2 = 0 и x4 = 1. Тогда по формулам
(2.38) x1 = −3 и x3 = 1. Таким образом, фундаментальная система
решений состоит из векторов a1 = (−5, 1, 3, 0)τ , a2 = (−3, 0, 1, 1)τ . Эле-
менты найденных векторов берутся в качестве коэффициентов искомой
системы уравнений. Тогда она имеет вид{

−5x1 + x2 + 3x3 = 0,
−3x1 + x3 + x4 = 0.

Ничто не мешает нам поменять знак в каждом из уравнений для того,
чтобы искомая система уравнений имела следующий более опрятный
вид {

5x1 − x2 − 3x3 = 0,
3x1 − x3 − x4 = 0.
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Сумма и пересечение подпространств

If you steal from one author, it’s plagiarism; if you
steal from many, it’s research.8

Wilson Mizner. The Legendary Mizners (1953).

Пусть V1 и V2 — подпространства линейного пространства V. Тогда
пересечение этих подпространств V3 = V1 ∩ V2 является подпростран-
ством пространства V. Если V1 и V2 есть подпространства линейного
пространства Fn, то они могут быть заданы как подпространства ре-
шений однородных систем уравнений

V1 =


 x1

...
xn

 ∈ Fn

∣∣∣∣∣
 a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ap1x1 + · · ·+ apnxn = 0


и

V2 =


 x1

...
xn

 ∈ Fn

∣∣∣∣∣
 b11x1 + · · ·+ b1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bq1x1 + · · ·+ bqnxn = 0

 .

Тогда пересечение этих подпространств есть подпространство решений
однородной системы, содержащей все уравнения однородных систем,
задающих подпространства V1 и V2. Иными словами

V1 ∩ V2 =



 x1

...
xn

 ∈ Fn

∣∣∣∣∣


a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ap1x1 + · · ·+ apnxn = 0,
b11x1 + · · ·+ b1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bq1x1 + · · ·+ bqnxn = 0


.

Объединение подпространств V1 и V2 является подпространством то-
гда и только тогда, когда V1 ⊂ V2 или V2 ⊂ V1 и, следовательно,
подпространством в общем случае не является.

Суммой подпространств V1 и V2 называется множество всех векто-
ров вида a1 + a2, где a1 ∈ V1 и a2 ∈ V2. Сумма подпространств V1 и
V2 является подпространством и обозначается V1 + V2.

Пусть V1 и V2 — конечномерные подпространства линейного про-
странства V (dim V ≤ ∞). Тогда сумма и пересечение этих подпро-
странств конечномерны и

dim(V1 + V2) = dim V1 + dim V2 − dim(V1 ∩ V2). (2.39)
8Если ты украл у одного автора, то это плагиат; если же ты украл у многих, то

это научная работа.
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Если V1 и V2 — подпространства конечномерного линейного простран-
ства V и V1 ∩ V2 = {0}, то dim V ≥ dim V1 + dim V2. Если же dim V <
dim V1 + dim V2, то V1 ∩ V2 6= {0}.

Если подпространства V1 и V2 заданы как линейные оболочки, то
есть V1 = `(a1,a2, . . . ,am), V2 = `(b1,b2, . . . ,bk), то

V1 + V2 = `(a1,a2, . . . ,am,b1,b2, . . . ,bk). (2.40)
Это становится очевидным, если заметить, что любой вектор суммы
V1 + V2 имеет вид x = x1 + x2, где x1 ∈ V1, x2 ∈ V2. Так как под-
пространства V1 и V2 заданы как линейные оболочки, порожденные
соответственно системами векторов a1, a2, . . . , am и b1, b2, . . . , bk, то
по определению линейной оболочки векторы x1, x2 являются линейны-
ми комбинациями x1 = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam и x2 = β1b1 + β2b2 +
· · ·+βkbk, αi, βj ∈ R. Следовательно, вектор x ∈ V1+V2 тогда и только
тогда, когда x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk,
что и доказывает равенство подпространств.

Сумма подпространств V1 и V2 называется прямой суммой, если
любой ее элемент a (∈ V1 + V2) представим в виде суммы a = a1 + a2

векторов a1 ∈ V1 и a2 ∈ V2 единственным образом. Прямая сумма под-
пространств является особым случаем суммы подпространств и обо-
значается V1 ⊕ V2 или V1+̇V2.

Линейное пространство V является прямой суммой своих подпро-
странств V1 и V2 тогда и только тогда, когда V = V1 + V2 и V1 ∩V2 =
{0}.

Конечномерное линейное пространство V является прямой суммой
своих подпространств V1 и V2 тогда и только тогда, когда dim V =
dim V1 + dim V2 и V1 ∩ V2 = {0}.
Пример 50 . Найти размерность и базис суммы и пересечения подпро-
странств V1 и V2 (в R5), если эти подпространства соответственно за-
даны как
а). линейные оболочки, порожденные системами векторов

a1 = (1, 1, 2, 1, 2), a2 = (0,−1,−2, 1,−1), a3 = (3, 1, 2, 5, 4)
и

b1 = (1, 0, 1, 1, 1), b2 = (2,−1,−2, 5, 1);

б). подпространства решений однородных систем линейных уравнений{
2x1 − 2x2 + 2x3 + 5x4 + 7x5 = 0,

x1 − x2 + 4x3 + 4x4 − x5 = 0,{
3x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0,
2x1 − 2x2 + 6x3 + 7x4 + x5 = 0;
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в). линейная оболочка, порожденная системой векторов a1 = (1, 0, 2,−2, 1),
a2 = (1, 1,−1, 2, 0) и подпространство решений однородной системы ли-
нейных уравнений {

−7x1 + x2 + x4 + 5x5 = 0,
7x1 + x3 − 2x4 − 6x5 = 0. (2.41)

Решение. а). Из (2.40) следует, что сумма подпространств
V1 + V2 = `(a1,a2,a3,b1,b2).

Найдем размерность этого подпространства. Для этого запишем мат-
рицу, построенную из вектор-столбцов a1, a2, a3, b1, b2 , и приведем
ее с помощью элементарных преобразований к ступенчатой форме:

1 0 3 1 2
1 −1 1 0 −1
2 −2 2 1 −2
1 1 5 1 5
2 −1 4 1 1


C3 − 2C2

∼
C4 + C2

C5 − C2


1 0 3 1 2
1 −1 1 0 −1
0 0 0 1 0
2 0 6 1 4
1 0 3 1 2

 ∼
C4 − 2C1

C5 − C1

∼


1 0 3 1 2
1 −1 1 0 −1
0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0


C1↗↖C2

∼
C4 + C3


1 −1 1 0 −1
1 0 3 1 2
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 . (2.42)

Последняя матрица в (2.42) имеет ступенчатую форму и ее ранг ра-
вен трем. Следовательно, dim(V1 + V2) = 3. Для того, чтобы найти
размерность пересечения подпространств, найдем размерности подпро-
странств V1 и V2. Сначала запишем матрицу из векторов-столбцов a1,
a2, a3 и преобразуем ее к ступенчатой форме:

1 0 3
1 −1 1
2 −2 2
1 1 5
2 −1 4


C3 − 2C2

∼
C4 + C2

C5 − C2


1 0 3
1 −1 1
0 0 0
2 0 6
1 0 3


C1↗↖C2

∼
C4 − 2C1

C5 − C1


1 −1 1
1 0 3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 . (2.43)

Ранг матрицы в (2.43) равен двум и, следовательно, dim V1 = 2. Найдем
теперь размерность подпространства V2. Так как векторы b1, b2 не
пропорциональны, то система, состоящая из этих векторов, линейно
независима и dim V2 = 2. Тогда по формуле (2.39) найдем, что

dim(V1 ∩ V2) = dim V1 + dim V2 − dim(V1 + V2) = 2 + 2− 3 = 1.
Замечание. Матрица в (2.43) составлена из первых трех столбцов мат-
рицы из (2.42). Это позволяет объединить вычисления ранга матриц
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(2.42) и (2.43). Нужно только выбирать ведущие элементы во время эле-
ментарных преобразований сначала в первых трех столбцах (которые
соответствуют векторам системы, порождающей первое подпростран-
ство) до тех пор, пока матрица, составленная из первых трех столбцов,
не станет ступенчатой, и только после этого в остальных столбцах. В
(2.42) вычисления именно так и проведены. Рассматривая всю матри-
цу, получаем размерность подпространства V1 + V2, а рассматривая
матрицу, состоящую из первых трех столбцов, получаем размерность
подпространства V1.

Займемся теперь базисами подпространств V1 + V2 и V1 ∩ V2. Из
(2.42) следует, что базис V1 + V2 состоит из векторов a1, a2, b1. (Базис
определяется неоднозначно. Найдите другие базисы). Для того, чтобы
найти базис пересечения подпространств V1 и V2, найдем однородные
системы линейных уравнений, подпространства решений которых сов-
падают соответственно с V1 и V2. Для подпространства V1

1 0 3 x1

1 −1 1 x2

2 −2 2 x3

1 1 5 x4

2 −1 4 x5


C3 − 2C2

∼
C4 + C2

C5 − C2


1 0 3 x1

1 −1 1 x2

0 0 0 x3 − 2x2

2 0 6 x4 + x2

1 0 3 x5 − x2


C1↗↖C2

∼
C4 − 2C1

C5 − C1

∼


1 −1 1 x2

1 0 3 x1

0 0 0 x3 − 2x2

0 0 0 x4 + x2 − 2x1

0 0 0 x5 − x2 − x1

 .

Следовательно, однородная система уравнений, подпространство реше-
ний которой совпадает с V1, будет иметь вот такой вид x3 − 2x2 = 0,

x4 + x2 − 2x1 = 0,
x5 − x2 − x1 = 0.

Слагаемые в этой системе уравнений можно поменять местами и изме-
нить у них знаки для придания ей более опрятного следующего вида 2x2 − x3 = 0,

2x1 − x2 − x4 = 0,
x1 + x2 − x5 = 0.

(2.44)
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Аналогично для подпространства V2
1 2 x1

0 −1 x2

1 −2 x3

1 5 x4

1 1 x5


C3 − C1

∼
C4 − C1

C5 − C1


1 2 x1

0 −1 x2

0 −4 x3 − x1

0 3 x4 − x1

0 −1 x5 − x1


C3 − 4C2

∼
C4 + 3C2

C5 − C2

∼


1 2 x1

0 −1 x2

0 0 x3 − x1 − 4x2

0 0 x4 − x1 + 3x2

0 0 x5 − x1 − x2

 .

Отсюда получим однородную систему уравнений, подпространство ре-
шений которой совпадает с V2: x3 − x1 − 4x2 = 0,

x4 − x1 + 3x2 = 0,
x5 − x1 − x2 = 0.

После очевидных преобразований получим, что x1 + 4x2 − x3 = 0,
x1 − 3x2 − x4 = 0,
x1 + x2 − x5 = 0.

(2.45)

Вектор x ∈ V1 ∩ V2 тогда и только тогда, когда он является решени-
ем обеих систем уравнений (2.44) и (2.45). Следовательно, пересечение
данных подпространств совпадает с подпространством решений следу-
ющей однородной системы уравнений, построенной из всех уравнений
систем (2.44) и (2.45) 

2x2 − x3 = 0,
2x1 − x2 − x4 = 0,
x1 + x2 − x5 = 0,
x1 + 4x2 − x3 = 0,
x1 − 3x2 − x4 = 0,
x1 + x2 − x5 = 0.

(2.46)

Найдем базис в V1∩V2. Так как V1∩V2 совпадает с подпространством
решений однородной системы уравнений (2.46), то нужно найти фун-
даментальную систему решений системы уравнений (2.46). Для этого
запишем расширенную матрицу однородной системы уравнений (2.46)
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и выполним необходимые преобразования
0 2 −1 0 0
2 −1 0 −1 0
1 1 0 0 −1
1 4 −1 0 0
1 −3 0 −1 0
1 1 0 0 −1


C4 − C1

∼
C5 − C2

C6 − C3


0 2 −1 0 0
2 −1 0 −1 0
1 1 0 0 −1
1 2 0 0 0

−1 −2 0 0 0
0 0 0 0 0

 ∼

C2 − 2C4

C3 − C4

∼
C5 + C4


0 2 −1 0 0
0 −5 0 −1 0
0 −1 0 0 −1
1 2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Значит система уравнений (2.46) равносильна системе
2x2 − x3 = 0;

−5x2 − x4 = 0;
−x2 − x5 = 0;
x1 + 2x2 = 0.

Следовательно, общее решение системы уравнений (2.46) можно запи-
сать в виде

x1 = −2x2, x3 = 2x2, x4 = −5x2, x5 = −x2, x2 ∈ R.
Так как это решение имеет одну свободную неизвестную x2, то фунда-
ментальная система решений состоит из одного вектора e. Найдем его.
Для этого положим x2 = 1, тогда x1 = −2, x3 = 2, x4 = −5, x5 = −1.
Значит, e = (−2; 1; 2;−5;−1)τ . Таким образом, базис подпространства
V1 ∩ V2 состоит из одного вектора e.

Замечание. В данном примере базис пересечение подпространств
можно было найти, не переходя к задающим подпространства однород-
ным системам уравнений. Этот алгоритм изложен, например, в сбор-
нике задач [17], задача № 1319. По вычислительной сложности он при-
близительно такой же, как и используемый здесь.

б) Так как подпространства V1 и V2 заданы как подпространства ре-
шений однородных систем уравнений, то нетрудно найти размерность
и базис их пересечения. Действительно, V1 ∩ V2 совпадает с подпро-
странством решений однородной системы уравнений

2x1 − 2x2 + 2x3 + 5x4 + 7x5 = 0,
x1 − x2 + 4x3 + 4x4 − x5 = 0,

3x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0,
2x1 − 2x2 + 6x3 + 7x4 + x5 = 0,

(2.47)
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полученной из всех уравнений исходных однородных систем, подпро-
странства решений которых совпадают с V1 и V2. Найдем фундамен-
тальную систему решений системы уравнений (2.47). Для этого запи-
шем расширенную матрицу системы уравнений (2.47) и с помощью эле-
ментарных преобразований найдем ее общее решение

2 −2 2 5 7
1 −1 4 4 −1
3 −3 4 8 9
2 −2 6 7 1


C1 − 2C2

∼
C3 − 3C2

C4 − 2C2


0 0 −6 −3 9
1 −1 4 4 −1
0 0 −8 −4 12
0 0 −2 −1 3


C1 − 3C4

∼
C2 + 2C4

C3 − 4C4

∼


0 0 0 0 0
1 −1 0 2 5
0 0 0 0 0
0 0 −2 −1 3


Мы получили приведенную систему уравнений{

x1 − x2 + 2x4 + 5x5 = 0,
−2x3 − x4 + 3x5 = 0.

Выразим, как обычно, главные неизвестные через свободные{
x1 = x2 − 2x4 − 5x5,
x3 = (−x4 + 3x5)/2.

(2.48)

Теперь уже нетрудно найти фундаментальную систему решений. Так
как данная система уравнений имеет три свободные неизвестные, то
фундаментальная система решений состоит также из трех векторов a1,
a2, a3. Найдем их, положив x2 = 1, x4 = x5 = 0 для a1, x2 = 0, x4 = 2,
x5 = 0 для a2 и x2 = x4 = 0, x5 = 2 для a3 (для двух последних векторов
единицы заменены на двойки для того, чтобы элементы этих векторов
были целыми числами). Тогда по формулам (2.48) можно найти первый
и третий элементы каждого из векторов

x1 x2 x3 x4 x5

a1 1 1 0 0 0
a2 −4 0 −1 2 0
a3 −10 0 3 0 2

Итак, мы нашли базис пересечения подпространств V1∩V2. Он состоит
из векторов a1 = (1, 1, 0, 0, 0)τ , a2 = (−4, 0,−1, 2, 0)τ , a3 = (−10, 0, 3, 0, 2)τ .

Займемся теперь размерностью и базисом суммы подпространств
V1 и V2. Для этого найдем сначала базисы в этих подпространствах.
Так как эти подпространства заданы как подпространства решений
однородных систем уравнений, то нам нужно найти фундаментальные
системы решений этих систем уравнений. Запишем, как обычно, рас-
ширенную матрицу системы уравнений, подпространство решений ко-
торой есть V1, и с помощью элементарных преобразований найдем ее
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общее решение(
2 −2 2 5 7
1 −1 4 4 −1

)
C1 − 2C2

∼

(
0 0 −6 −3 9
1 −1 4 4 −1

)
−C1/3
∼

∼
(

0 0 2 1 −3
1 −1 4 4 −1

)
∼

C2 − 4C1

(
0 0 2 1 −3
1 −1 −4 0 11

)
.

Мы получили приведенную систему уравнений{
2x3 + x4 − 3x5 = 0,

x1 − x2 − 4x3 + 11x5 = 0.
Следовательно, общее решение можно записать в виде{

x1 = x2 + 4x3 − 11x5,
x4 = −2x3 + 3x5, x2, x3, x5 ∈ R. (2.49)

Найдем теперь фундаментальную систему решений. Так как система
уравнений (2.49) имеет три свободные неизвестные, то фундаменталь-
ная система решений состоит также из трех векторов e1, e2, e3. По-
ложив x2 = 1, x3 = x5 = 0 для e1, x2 = 0, x3 = 1, x5 = 0 для e2 и
x2 = x3 = 0, x5 = 1 для e3. Тогда по формулам (2.49) можно найти
первый и четвертый элементы каждого из векторов

x1 x2 x3 x4 x5

e1 1 1 0 0 0
e2 4 0 1 −2 0
e3 −11 0 0 3 1

Значит, базис подпространства V1 состоит из векторов e1 = (1, 1, 0, 0, 0)τ ,
e2 = (4, 0, 1,−2, 0)τ , e3 = (−11, 0, 0, 3, 1)τ .

Аналогично найдем базис в V2(
3 −3 4 8 9
2 −2 6 7 1

)
C1 − 9C2

∼

(
−15 15 −50 −55 0

1 −1 4 4 −1

)
−C1/5
5C2

∼
(
−3 3 −10 −11 0
10 −10 30 35 5

)
∼

C2 + 3C1

(
−3 3 −10 −11 0

1 −1 0 2 5

)
.

Мы получили приведенную систему уравнений{
−3x1 + 3x2 − 10x3 − 11x4 = 0,

x1 − x2 + 2x4 + 5x5 = 0.
Следовательно, общее решение можно записать в виде{

x3 = (−3x1 + 3x2 − 11x4)/10,
x5 = (−x1 + x2 − 2x4)/5, x1, x2, x4 ∈ R. (2.50)

Найдем теперь фундаментальную систему решений f1, f2, f3, положив
x1 = 10, x2 = x4 = 0 для f1, x1 = 0, x2 = 10, x4 = 0 для f2 и x1 = x2 = 0,
x4 = 10 для f3. Тогда
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x1 x2 x3 x4 x5

f1 10 0 −3 0 −2
f2 0 10 3 0 2
f3 0 0 −11 10 −4

Таким образом, базис подпространства V2 состоит из векторов f1 =
(10, 0,−3, 0,−2)τ , f2 = (0, 10, 3, 0, 2)τ , f3 = (0, 0,−11, 10,−4)τ .

Так как сумма подпространств V1 и V2 совпадает с линейной обо-
лочкой, порожденной системой векторов e1, e2, e3, f1, f2, f3. Чтобы
найти базис этой линейной оболочки, нужно выделить максимальную
линейно независимую подсистему последней системы векторов

1 4 −11 10 0 0
1 0 0 0 10 0
0 1 0 −3 3 −11
0 −2 3 0 0 10
0 0 1 −2 2 −4

 C2 − C1

∼

∼


1 4 −11 10 0 0
0 −4 11 −10 10 0
0 1 0 −3 3 −11
0 −2 3 0 0 10
0 0 1 −2 2 −4


C2 + 4C3

∼
C4 + 2C3

C3↗↖C2

∼


1 4 −11 10 0 0
0 1 0 −3 3 −11
0 0 11 −22 22 −44
0 0 3 −6 6 −12
0 0 1 −2 2 −4


C3 − 11C5

∼
C4 − 3C5

C5↗↖C3


1 4 −11 10 0 0
0 1 0 −3 3 −11
0 0 1 −2 2 −4
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Мы получили, что максимальная линейно независимая подсистема си-
стемы векторов e1, e2, e3, f1, f2, f3 состоит, например, из векторов e1,
e2, e3 и, следовательно, последняя система векторов есть базис в сумме
подпространств V1 + V2 и dim(V1 + V2) = 3.

Замечание. Мы получили, что dim(V1 +V2) = dim(V1∩V2). Значит,
учитывая соотношения V1∩V2 ⊆ V1 ⊆ V1+V2 и V1∩V2 ⊆ V2 ⊆ V1+V2,
имеем V1 ∩ V2 = V1 = V2 = V1 + V2.

в) Здесь V2 задано как подпространство решений однородной си-
стемы уравнений. Найдем базис этого подпространства. Система урав-
нений, задающая подпространство является приведенной с главными
неизвестными x2, x3. Выразим главные неизвестные системы уравне-
ний через свободные{

x2 = 7x1 − x4 − 5x5,
x3 = −7x1 + 2x4 + 6x5, x1, x4, x5 ∈ R. (2.51)
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Теперь нетрудно найти фундаментальную систему решений. Положим
x1 = 1, x4 = x5 = 0 для b1, x1 = 0, x4 = 1, x5 = 0 для b2 и x1 = x4 = 0,
x5 = 1 для b3. Тогда, вычислив x2 и x3 по формулам (2.51), получим

x1 x2 x3 x4 x5

b1 1 7 −7 0 0
b2 0 −1 2 1 0
b3 0 −5 6 0 1

Значит, система векторов b1 = (1, 7,−7, 0, 0)τ , b2 = (0,−1, 2, 1, 0)τ ,
b3 = (0,−5, 6, 0, 1)τ является базисом подпространства V2 и, следова-
тельно, dim V2 = 3. Теперь размерность и базис суммы подпространств
V1 + V2 легко найти, так как V1 + V2 = `(a1,a2,b1,b2,b3) и нужно
лишь выделить максимальную линейно независимую подсистему си-
стемы векторов a1, a2, b1, b2, b3. Для этого запишем по столбцам
матрицу из элементов данных векторов и элементарными преобразо-
ваниями приведем ее к ступенчатой форме

1 1 1 0 0
0 1 7 −1 −5
2 −1 −7 2 6

−2 2 0 1 0
1 0 0 0 1


C2 − 7C1

∼
C3 + 7C1


1 1 1 0 0

−7 −6 0 −1 −5
9 6 0 2 6

−2 2 0 1 0
1 0 0 0 1


C3 + 2C2

∼
C4 + C2

∼


1 1 1 0 0

−7 −6 0 −1 −5
−5 −6 0 0 −4
−9 −4 0 0 −5

1 0 0 0 1


−C2

C3 + 4C5

∼
C4 + 5C5

C5↗↖C3

∼


1 1 1 0 0
7 6 0 1 5
1 0 0 0 1

−4 −4 0 0 0
−1 −6 0 0 0


C4 − 4C5

∼
C5↗↖C4


1 1 1 0 0
7 6 0 1 5
1 0 0 0 1

−1 −6 0 0 0
0 20 0 0 0

 .

Мы получили, что ранг матрицы равен пяти. Значит, dim(V1 +V2) = 5
и система векторов a1, a2, b1, b2, b3 есть базис в V1 + V2.

Найдем теперь базис и размерность пересечения V1 ∩ V2. Для это-
го сначала построим однородную систему уравнений, подпространство
решений которой совпадает с V1. Следуя алгоритму, изложенному в за-
даче № 49 (см. стр. 105), запишем по столбцам из элементов векторов
a1, a2 следующую расширенную матрицу и элементарными преобразо-
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ваниями приведем ее основную матрицу к ступенчатой форме
1 1 x1

0 1 x2

2 −1 x3

−2 2 x4

1 0 x5


C3 − 2C1

∼
C4 + 2C1

C5 − C1


1 1 x1

0 1 x2

0 −3 x3 − 2x1

0 4 x4 + 2x1

0 −1 x5 − x1


C3 + 3C2

∼
C4 − 4C2

C5 + C2

∼


1 1 x1

0 1 x2

0 0 x3 − 2x1 + 3x2

0 0 x4 + 2x1 − 4x2

0 0 x5 − x1 + x2

 .

Отсюда следует, что система уравнений x3 − 2x1 + 3x2 = 0,
x4 + 2x1 − 4x2 = 0,
x5 − x1 + x2 = 0

(2.52)

является искомой. Теперь оба подпространства V1 и V2 можно рас-
сматривать как подпространства решений соответствующих однород-
ных систем уравнений (2.52) и (2.41). Теперь для того, чтобы найти
пересечение подпространств V1 и V2 нужно записать однородную си-
стему уравнений 

−2x1 + 3x2 + x3 = 0,
2x1 − 4x2 + x4 = 0,
−x1 + x2 + x5 = 0,

−7x1 + x2 + x4 + 5x5 = 0,
7x1 + x3 − 2x4 − 6x5 = 0,

(2.53)

полученную из всех уравнений систем (2.52) и (2.41) (при этом неиз-
вестные системы (2.52) были упорядочены). Подпространство решений
системы уравнений (2.53) совпадает с V1 ∩ V2. Для того, чтобы найти
базис пересечения V1∩V2, найдем фундаментальную систему решений
системы уравнений (2.53)

−2 3 1 0 0
2 −4 0 1 0

−1 1 0 0 1
−7 1 0 1 5

7 0 1 −2 −6

 ∼

C5 − C1


−2 3 1 0 0

2 −4 0 1 0
−1 1 0 0 1
−7 1 0 1 5

9 −3 0 −2 −6

 ∼
C4 − C2

C5 + 2C2

∼


−2 3 1 0 0

2 −4 0 1 0
−1 1 0 0 1
−9 5 0 0 5
13 −11 0 0 −6

 ∼
C4 − 5C3

C5 + 6C3


−2 3 1 0 0

2 −4 0 1 0
−1 1 0 0 1
−4 0 0 0 0

7 −5 0 0 0

 ∼

C5↗↖C4
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∼


−2 3 1 0 0

2 −4 0 1 0
−1 1 0 0 1

7 −5 0 0 0
−4 0 0 0 0

 .

Ранг полученной матрицы равен пяти. Значит, система уравнений (2.53)
имеет лишь тривиальное решение x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = 0. Следо-
вательно, V1 ∩ V2 = {0} и dim(V1 ∩ V2) = 0.

Замечание. Так как dim(V1+V2) = 5 и V1+V2 ⊂ R5, то V1+V2 = R5

и в качестве базиса суммы подпространств можно было взять любой
базис пространства R5, например, стандартный. Кроме того, равенство
V1 ∩ V2 = {0} приводит к тому, что сумма подпространств V1 и V2

является прямой: R5 = V1 ⊕ V2.
Пример 51 . Найти размерность и базис суммы и пересечения подпро-
странств V1 = `(f1, f2, f3) и V2 = `(g1,g2) в R[x]4, если эти подпро-
странства порождены соответственно системами многочленов f1(x) =
x4−2x3−x2 +2x+1, f2(x) = x4 +x3 +3x2 +2, f3(x) = 3x3 +4x2−2x+1
и g1(x) = x4 + 2x3 − x2 − 2x, g2(x) = 2x4 + 3x3 + 2x2 − 2x+ 2.
Решение. Выберем в пространстве R[x]4 какой-нибудь базис, например,
e0(x) = 1, e1(x) = x, e2(x) = x2, e3(x) = x3, e4(x) = x4.Тогда легко
можно найти координатные векторы многочленов f1, f2, f3, g1, g2

(f1)e = (1,−2,−1, 2, 1)τ , (f2)e = (1, 1, 3, 0, 2)τ , (f3)e = (0, 3, 4,−2, 1)τ ,

(g1)e = (1, 2,−1,−2, 0)τ , (g2)e = (2, 3, 2,−2, 2)τ .

Теперь все вычисления можно провести в этих координатах. Рассмот-
рим подпространства V′1 = `((f1)e, (f2)e, (f3)e) и V′2 = `((g1)e, (g2)e) в
линейном пространстве R5. Найдем сначала базис и размерность сум-
мы этих подпространств. Для этого построим матрицу из элементов
координатных векторов по столбцам и преобразуем ее к ступенчатой
форме 

1 1 0 1 2
−2 1 3 2 3
−1 3 4 −1 2

2 0 −2 −2 −2
1 2 1 0 2


C2 − 2C1

C3 + C1

∼
C4 + 2C1

1 1 0 1 2
−4 −1 3 0 −1

0 4 4 0 4
4 2 −2 0 2
1 2 1 0 2


C3 + 4C2

∼
C4 + 2C2

C5 + 2C2


1 1 0 1 2

−4 −1 3 0 −1
−16 0 16 0 0
−4 0 4 0 0
−7 0 7 0 0


C3/16
∼

C4/4
C5/7



Сумма и пересечение подпространств 119

∼


1 1 0 1 2

−4 −1 3 0 −1
−1 0 1 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 1 0 0

 ∼
C4 − C3

C5 − C3


1 1 0 1 2

−4 −1 3 0 −1
−1 0 1 0 0

0 2 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Ранг матрицы равен трем. Значит, размерность суммы подпространств
V′1 + V′2 равна трем. Базис в V′1 + V′2 образуют первый, четвертый и
пятый координатные векторы. Но тогда, система многочленов f1, g1, g2

есть базис подпространства V1 + V2, размерность которого, очевидно,
равна трем.

Займемся теперь пересечением подпространств. Используя алго-
ритм, изложенный выше, не составляет особого труда найти базис пе-
ресечения подпространств V′1 и V′2. Для этого, сначала нужно най-
ти однородные системы уравнений, подпространства решений которых
совпадают с V′1 и V′2. Для первого подпространства

1 1 0 x1

−2 1 3 x2

−1 3 4 x3

2 0 −2 x4

1 2 1 x5


C2 − C1

C3 − 3C1

∼
C5 − 2C1


1 1 0 x1

−3 0 3 x2 − x1

−4 0 4 x3 − 3x1

2 0 −2 x4

−1 0 1 x5 − 2x1

 ∼
C5↗↖C2

∼


1 1 0 x1

−1 0 1 x5 − 2x1

−4 0 4 x3 − 3x1

2 0 −2 x4

−3 0 3 x2 − x1


C3 − 4C2

∼
C4 + 2C2

C5 − 3C2


1 1 0 x1

−1 0 1 x5 − 2x1

0 0 0 x3 − 4x5 + 5x1

0 0 0 x4 + 2x5 − 4x1

0 0 0 x2 − 3x5 + 5x1

 .

Таким образом, следующая система уравнений x3 − 4x5 + 5x1 = 0,
x4 + 2x5 − 4x1 = 0,
x2 − 3x5 + 5x1 = 0

(2.54)

имеет подпространство решений, совпадающее с подпространством V′1.
Аналогично для второго подпространства

1 2 x1

2 3 x2

−1 2 x3

−2 −2 x4

0 2 x5


C2 − 2C1

C3 + C1

∼
C4 + 2C1


1 2 x1

0 −1 x2 − 2x1

0 4 x3 + x1

0 2 x4 + 2x1

0 2 x5


C3 + 4C2

∼
C4 + 2C2

C5 + 2C2

∼


1 2 x1

0 −1 x2 − x1

0 0 x3 + x1 + 4x2 − 8x1

0 0 x4 + 2x1 + 2x2 − 4x1

0 0 x5 + 2x2 − 4x1
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Таким образом, следующая система уравнений x3 + 4x2 − 7x1 = 0,
x4 + 2x2 − 2x1 = 0,
x5 + 2x2 − 4x1 = 0

(2.55)

имеет подпространство решений, совпадающее с подпространством V′2.
Тогда пересечение подпространств V′1 ∩ V′2 совпадает с подпростран-
ством решений системы уравнений

x3 − 4x5 + 5x1 = 0,
x4 + 2x5 − 4x1 = 0,
x2 − 3x5 + 5x1 = 0,
x3 + 4x2 − 7x1 = 0,
x4 + 2x2 − 2x1 = 0,
x5 + 2x2 − 4x1 = 0,

полученной из всех уравнений систем (2.54) и (2.55). Найдем ее общее
решение с помощью последовательных исключений

5 0 1 0 −4
−4 0 0 1 2

5 1 0 0 −3
−7 4 1 0 0
−2 2 0 1 0
−4 2 0 0 1

 ∼
C2 − C5


5 0 1 0 −4

−2 −2 0 0 2
5 1 0 0 −3

−7 4 1 0 0
−2 2 0 1 0
−4 2 0 0 1


C1 − C4

C2/2
∼

∼


12 −4 0 0 −4
−1 −1 0 0 1

5 1 0 0 −3
−7 4 1 0 0
−2 2 0 1 0
−4 2 0 0 1


C1 + 4C2

C3 + 3C2

∼
C6 − C2


8 −8 0 0 0

−1 −1 0 0 1
2 −2 0 0 0

−7 4 1 0 0
−2 2 0 1 0
−3 3 0 0 0


C1/8

C3/2
∼

C6/3

∼


1 −1 0 0 0

−1 −1 0 0 1
1 −1 0 0 0

−7 4 1 0 0
−2 2 0 1 0
−1 1 0 0 0


C2 − C1

C3 − C1

∼
C4 + 4C1

C5 + 2C1

C6 + C1


1 −1 0 0 0

−2 0 0 0 1
0 0 0 0 0

−3 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 .

Отсюда 
x1 − x2 = 0,

−2x1 + x5 = 0,
−3x1 + x3 = 0,

x4 = 0.
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Тогда x2 = x1, x3 = 3x1, x4 = 0, x5 = 2x1, x1 ∈ R и фундаментальная
система решений состоит из одного вектора, который можно найти,
положив x1 = 1. Тогда x2 = 1, x3 = 3, x4 = 0, x5 = 2. Значит, базис
пересечения подпространств V′1 и V′2 состоит из одного координатного
вектора (1, 1, 3, 0, 2)τ . По этому координатному вектору находим базис
в V1 ∩ V2. Это многочлен f(x) = x4 + x3 + 3x2 + 2. Очевидно, что
размерность пересечения подпространств V1 и V2 равна одному.
Пример 52 . Проверить, совпадают ли подпространства V1 и V2 про-
странства R4, если они соответственно заданы как
а). линейные оболочки, порожденные системами векторов

a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (2, 1, 0, 1), a3 = (1,−1, 3, 2)
и b1 = (3, 1, 1, 2), b2 = (1, 1,−1, 0);

б). подпространства решений однородных систем линейных уравнений{
x1 + x2 + x4 = 0,

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,

 x2 + x3 − 2x4 = 0,
x1 − x2 + x3 + x4 = 0,

2x1 − x2 + 3x3 = 0;
в). линейная оболочка, порожденная системой векторов

a1 = (1, 1,−1, 1), a2 = (3, 1,−1,−1), a3 = (0,−1, 1,−2)
и подпространство решений однородной системы линейных уравнений x1 − x2 + x3 + x4 = 0,

x1 + 2x3 + x4 = 0,
x1 + x2 + 3x3 + x4 = 0.

Решение. а). Конечномерные подпространства V1 и V2 равны тогда и
только тогда, когда размерности этих подпространств равны между
собой и равны размерности суммы этих подпространств:

V1 = V2 ⇔ dim V1 = dim V2 = dim(V1 + V2).
Значит, достаточно найти размерности этих трех подпространств. Вы-
числение размерности одного из подпространств можно совместить с
вычислением размерности суммы подпространств, если сначала выби-
рать ведущие элементы в столбцах, отвечающих одному подпростран-
ству 

1 2 1 3 1
0 1 −1 1 1
1 0 3 1 −1
1 1 2 2 0

 C3 − C1

∼
C4 − C1

∼


1 2 1 3 1
0 1 −1 1 1
0 −2 2 −2 −2
0 −1 1 −1 −1

 C3 + 2C2

∼
C4 + C2


1 2 1 3 1
0 1 −1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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Отсюда видим, что размерность подпространства V1 + V2 равна двум.
Первые три столбца отвечают векторам остова подпространства V1.
Так как матрица, состоящая из первых трех столбцов имеет ступен-
чатую форму, то размерность подпространства V1 также равна двум.
Осталось найти размерность подпространства V2. Это легко сделать,
если заметить, что векторы b1 и b2 не пропорциональны и, значит,
линейно независимы. Поэтому размерность второго подпространства
тоже равна двум. В итоге получаем, что подпространства V1 и V2 рав-
ны.

б). Воспользуемся теперь тем, что подпространства V1 и V2 равны
тогда и только тогда, когда размерности этих подпространств равны
между собой и равны размерности пересечения этих подпространств:

V1 = V2 ⇔ dim V1 = dim V2 = dim(V1 ∩ V2).
Найдем размерности подпространств V1 и V2. Она равна 4− rA, где rA
есть ранг матрицы системы уравнений, задающей данное подпростран-
ство. Для первого подпространства эта матрица имеет вид(

1 1 0 1
1 2 1 −1

)
.

Так как строки матрицы не пропорциональны, то ее ранг равен двум.
Значит, размерность первого подпространства равна двум (4− 2). Для
второго подпространства тоже не составляет особого труда найти ранг
матрицы системы уравнений 0 1 1 −2

1 −1 1 1
2 −1 3 0

 ∼
C3 − 2C2

 0 1 1 −2
1 −1 1 1
0 1 1 −2

 .

Так как первая и третья строки совпадают, а первая и вторая строки
линейно независимы, то ранг матрицы равен двум. Значит, размер-
ность второго подпространства тоже равна двум. Найдем теперь раз-
мерность пересечения этих подпространств. Для этого запишем систе-
му уравнений, содержащую все уравнения исходных систем, и найдем
ранг ее матрицы

1 1 0 1
1 2 1 −1
0 1 1 −2
1 −1 1 1
2 −1 3 0


C2 − C1

∼
C4 − C1

C5 − 2C1


1 1 0 1
0 1 1 −2
0 1 1 −2
0 −2 1 0
0 −3 3 −3

 .

Очевидно, что ранг этой матрицы не равен двум. Значит, размерность
пересечения подпространств не равен двум. Поэтому, подпространства
V1 и V2 не равны.
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в). Здесь удобно воспользоваться следующим условием. Подпро-
странства V1 и V2 равны тогда и только тогда, когда их размерно-
сти равны и одно из них содержится в другом. Найдем сначала раз-
мерности подпространств. Для первого подпространства найдем ранг
матрицы, составленной из векторов по строкам (можно по столбцам) 1 1 −1 1

3 1 −1 −1
0 −1 1 −2

 ∼
C2 − 3C1

 1 1 −1 1
0 −2 2 −4
0 −1 1 −2

 .

Очевидно, что ранг матрицы равен двум. Значит, размерность перво-
го подпространства равна двум. Для второго подпространства найдем
ранг матрицы системы уравнений 1 −1 1 1

1 0 2 1
1 1 3 1

 ∼
C3 + C1

 1 −1 1 1
1 0 2 1
2 0 4 2

 .

Ранг матрицы системы уравнений равен двум. Тогда размерность вто-
рого подпространства равна двум (4−2). Размерности подпространств
совпали. Осталось проверить то, что одно из этих подпространств со-
держится в другом. Для этого достаточно выяснить, будут ли векторы
остова линейной оболочки решениями системы уравнений. Для этого
достаточно элементы каждого вектора подставить в систему уравне-
ний. Не сложная проверка показывает, что это действительно так. Ее
можно провести, перемножив матрицу системы уравнений на матрицу,
составленную по столбцам из всех векторов остова линейной оболочки.
Равенство произведения нулевой матрице 1 −1 1 1

1 0 2 1
1 1 3 1




1 3 0
1 1 −1

−1 −1 1
1 −1 −2

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


завершает эту проверку. Таким образом, все условия выполнены и, сле-
довательно, подпространства V1 и V2 равны.
Пример 53 . Показать, что сумма подпространств V1 и V2 является
прямой и представить вектор x = (4, 1, 0, 1) (если он принадлежит этой
сумме подпространств) в виде суммы x = x1 + x2, где x1 ∈ V1 и x2 ∈
V2, если эти подпространства заданы в R4 как линейные оболочки,
порожденные соответственно системами векторов a1 = (1,−1, 1, 1)τ ,
a2 = (−2,−1, 1,−1)τ , a3 = (1, 0, 1, 2)τ и b1 = (0, 1, 1, 1)τ .
Решение. Сумма подпространств V1 и V2 будет прямой тогда и только
тогда, когда пересечение этих подпространств состоит из одного ну-
левого вектора, то есть имеет равную нулю размерность. Найдем раз-
мерность пересечения. Для этого сначала найдем размерности подпро-
странств V1, V2 и V1 + V2. Для определения размерности V1 запишем
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матрицу, составленную из элементов векторов a1, a2, a3 например по
столбцам, и найдем ее ранг

1 −2 1
−1 −1 0

1 1 1
1 −1 2

 C3 − C1

∼
C4 − 2C1


1 −2 1

−1 −1 0
0 3 0

−1 3 0

 .

Если вычеркнуть четвертую строку последней матрицы, то оставша-
яся матрица имеет ступенчатую форму и, следовательно, имеет ранг,
равный трем. Значит, вся матрица не может иметь ранг, меньший трех.
С другой стороны, матрица содержит три столбца. Поэтому ее ранг не
может быть больше трех. Осталась единственная возможность: ранг
матрицы равен трем. Следовательно, размерность подпространства V1

равна также трем. Так как подпространство V2 порождается одним
ненулевым вектором, то его размерность равна одному. Найдем теперь
размерность суммы этих подпространств

1 −2 1 0
−1 −1 0 1

1 1 1 1
1 −1 2 1

 C3 − C1

∼
C4 − 2C1


1 −2 1 0

−1 −1 0 1
0 3 0 1

−1 3 0 1

 C3 − C1

∼
C4 − 2C1


1 −2 1 0

−1 −1 0 1
0 3 0 1
0 4 0 0

 .

Ранг матрицы равен четырем. Значит, dim(V1 +V2) = 4. Теперь можно
найти размерность пересечения подпространств V1 и V2 по формуле

dim(V1 ∩ V2) = dim(V1 + V2)− dim V1 − dim V2 = 4− 3− 1 = 0.
Следовательно, пересечение этих подпространств тривиально. Тем са-
мым показано, что сумма подпространств прямая. Разложим теперь
вектор x в линейную комбинацию векторов системы a1, a2, a3, b1

1 −2 1 0 4
−1 −1 0 1 1

1 1 1 1 0
1 −1 2 1 1

 C3 − C1

∼
C4 − 2C1


1 −2 1 0 4

−1 −1 0 1 1
0 3 0 1 −4

−1 3 0 1 −7

 C1 + C2

∼
C4 − C2

∼


0 −3 1 1 5

−1 −1 0 1 1
0 3 0 1 −4
0 4 0 0 −8

 C1 − C3

∼
C2 − C3

∼


0 −6 1 0 9

−1 −4 0 0 5
0 3 0 1 −4
0 4 0 0 −8


C1 + 6C4/4
C2 + C4

∼
C3 − 3C4/4


0 0 1 0 −3

−1 0 0 0 −3
0 0 0 1 2
0 4 0 0 −8

 .

Отсюда x3 = −3, −x1 = −3, x4 = 2, 4x2 = −8. Тогда x1 = 3, x2 = −2,
x3 = −3, x4 = 2. Так как система уравнений совместна, то вектор x
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принадлежит V1 + V2. Построим теперь оба вектора x1 = 3a1 − 2a2 −
3a3 = 3(1,−1, 1, 1) − 2(−2,−1, 1,−1) − 3(1, 0, 1, 2) = (4,−1,−2,−1) и
x2 = 2b1 = 2(0, 1, 1, 1) = (0, 2, 2, 2).

Замечание. Вектор x1 можно было найти и так: x1 = x − x2 =
(4, 1, 0, 1)− (0, 2, 2, 2) = (4,−1,−2,−1).

Задания

Exempla docent.9

Латинский афоризм.

14. Докажите, что
a). коммутативность сложения векторов (∀x ∈ V∀y ∈ V x+y = y+x)
является следствием остальных условий, наложенных на операции в
определении линейного пространства и, следовательно, может быть вы-
черкнута из определения.
b). восьмое условие (1·x = x) не является следствием остальных усло-
вий, наложенных на операции в определении линейного пространства.
c). 3 и 4 условия в определении линейного пространства можно за-

менить на следующее одно условие: для любых a, b ∈ V существует
единственный элемент x ∈ V такой, что a + x = b.
d). 1 и 4 условия в определении линейного пространства можно заме-
нить на следующее одно условие: ∀a ∈ V 0a = 0.
e). 3 и 4 условия в определении линейного пространства можно заме-

нить на следующее одно условие: ∃0 ∈ V ∀a ∈ V 0a = 0.
f). Найдите ошибку в следующем "доказательстве": для любого век-

тора a положим b = (−1)a. Тогда a + b = a + (−1)a = 1a + (−1)a =
(1 + (−1))a = 0a = 0. Таким образом, условие 4 «следует» из условий
6 и 8.

15. Будет ли множество
a). V = {x = (x1, x2, . . . )|xi ∈ R} всех вещественных последовательно-

стей c обычными (поэлементными) операциями сложения и умножения
на скаляр являться линейным пространством?
b). V = {x = (x1, x2, . . . ) | xi ∈ R, ∃M > 0 ∀i |xi| < M} всех веществен-
ных ограниченных последовательностей c обычными (поэлементными)
операциями сложения и умножения на скаляр являться линейным про-
странством?
c). V = {x = (x1, x2, . . . ) | xi ∈ R, ∀i |xi| < M} вещественных ограни-

9Примеры учат.



126 2. Линейные пространства

ченных (фиксированным) числом M > 0 последовательностей c обыч-
ными (поэлементными) операциями сложения и умножения на скаляр
являться линейным пространством?
d). V = {x = (x1, x2, . . . )|xi ∈ R,∀i xi+N = xi} всех вещественных пе-

риодических с периодом N ∈ N последовательностей c обычными (по-
элементными) операциями сложения и умножения на скаляр являться
линейным пространством?
e). всех вещественнозначных функций, определенных на отрезке [a, b],
a < b, c обычными операциями сложения и умножения на веществен-
ное число, являться линейным пространством?
f). всех непрерывных вещественнозначных функций, определенных

на множестве всех вещественных чисел и периодических с периодом
T ∈ R \ {0}, c обычными операциями сложения и умножения на веще-
ственное число являться линейным пространством?
g). всех непрерывных периодических вещественнозначных функций,

определенных на множестве всех вещественных чисел, c обычными
операциями сложения и умножения на вещественное число являться
линейным пространством?

� Будет ли каждое из следующих множеств V c определенными
ниже операциями сложения векторов и умножения вектора на скаляр
являться линейным пространством? Если нет, то укажите какие усло-
вия в определении линейного пространства нарушаются.

16. Множество V такое же, как и в линейном пространстве Rn,
то есть состоит из всех вектор-столбцов с n вещественными элемен-
тами. Операция сложения определена также как в Rn, то есть a + b =
(a1, . . . , an)+(b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn), а операция умножения
на скаляр α ∈ R определена иначе:
a). ∀α ∈ R и ∀a ∈ Rn произведение αa = a;
b). ∀α ∈ R и ∀a ∈ Rn произведение αa = (a1 signα, . . . , an signα);
c). ∀α ∈ R и ∀a ∈ Rn произведение αa = (0, . . . , 0);
d). ∀α ∈ R и ∀a ∈ Rn произведение αa = (eα−1a1, . . . , e

α−1an);
e). ∀α ∈ R и ∀a ∈ Rn произведение αa = (|α|a1, . . . , |α|an).

17. Множество V такое же, как и в пространстве Rn, то есть со-
стоит из всех вектор-столбцов с n вещественными элементами. Опе-
рация умножения на скаляр определена так же, как в Rn, то есть
αa = α(a1, . . . , an) = (αa1, . . . , αan), а операция сложения определе-
на иначе:
a). ∀a,b ∈ Rn сумма a + b = (an + bn, . . . , a2 + b2, a1 + b1);
b). ∀a,b ∈ Rn сумма a + b = (0, a2 + b2, . . . , an + bn);
c). ∀a,b ∈ Rn сумма a + b = (a1 − b1, . . . , an − bn);
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d). ∀a,b ∈ Rn сумма a + b = (a1 + 2b1, . . . , an + 2bn).
18. Множество V такое же, как и в пространстве Cn. Операция

сложения также определена как в Cn, то есть a + b = (a1, . . . , an) +
(b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn), а операция умножения на скаляр
α ∈ C определена иначе:
a). ∀α ∈ C и ∀a ∈ Cn произведение αa = (αā1, . . . , αān);
b). ∀α ∈ C и ∀a ∈ Cn произведение αa = (ᾱā1, . . . , ᾱān);
c). ∀α ∈ C и ∀a ∈ Cn произведение αa = (a1<α, . . . , an<α);
d). ∀α ∈ C и ∀a ∈ Cn произведение αa = (a1=α, . . . , an=α);
e). ∀α ∈ C и ∀a ∈ Cn произведение αa = ((argα+1)a1, . . . , (argα+1)an),
0 ≤ argα < 2π, при α 6= 0 и 0a = 0.

19. Множество V такое же, как и в пространстве R[x]n, n > 0.
Операция сложения определена так же, как в R[x]n, то есть ∀f(x) =∑n

i=0 fix
i ∈ R[x]n, ∀g(x) =

∑n
i=0 gix

i ∈ R[x]n f(x) + g(x) =
∑n

i=0(fi +
gi)xi, а операция умножения на скаляр α ∈ R определена иначе:
a). ∀α ∈ R и ∀f(x) ∈ R[x]n произведение αf(x) =

∑m−1
i=0 αfix

i, где
m = deg f > 0 и αf(x) = 0 при deg f = 0;
b). ∀α ∈ R и ∀f(x) ∈ R[x]n произведение αf(x) =

∑n
i=0(α+ fi)xi;

c). ∀α ∈ R и ∀f(x) ∈ R[x]n произведение αf(x) =
∑n

i=1 αfix
i;

d). ∀α ∈ R и ∀f(x) ∈ R[x]n произведение αf(x) =
∑n

i=0 αfix
n−i.

20. Будут ли подпространствами линейного пространства Rn, n ≥ 2,
следующие множества векторов x = (x1, x2, . . . , xn)τ?
a). Множество всех векторов, у которых сумма первого и второго эле-
ментов неотрицательна: x1 + x2 ≥ 0.
b). Множество всех векторов с рациональными элементами: ∀i xi ∈ Q.
c). Множество всех векторов с нулевыми первыми двумя элементами:
x1 = x2 = 0.
d). Множество всех векторов с первым элементом равным квадрату

второго: x1 = x2
2.

e). Множество всех векторов, у которых второй элемент в два раза
больше первого: x2 = 2x1.
f). Множество всех векторов, у которых второй элемент на два больше
первого: x2 = x1 + 2.
g). Множество всех векторов, у которых абсолютные величины перво-
го и второго элементов равны: |x1| = |x2|.
h). Множество всех векторов, у которых первый элемент равен второ-
му: x1 = x2.
i). Множество всех векторов, у которых произведение первого и вто-

рого элементов неотрицательно: x1x2 ≥ 0.
21. Будут ли подпространствами линейного пространства Cn, n ≥ 2,
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следующие множества векторов x = (x1, x2, . . . , xn)τ?
a). Множество всех векторов, у которых действительная часть первого
элемента равна его мнимой части: =x1 = <x1.
b). Множество всех векторов, у которых первый и второй элементы

компле́ксно сопряжены: x1 = x̄2.
c). Множество всех векторов, у которых модули первого и второго эле-
ментов равны: |x1| = |x2|.
d). Множество всех векторов, у которых три вторых элемента равны

двум первым: 3x2 = 2x1.
e). Множество всех векторов, у которых действительные части перво-
го и второго элементов равны: <x1 = <x2.
f). Множество всех векторов, у которых сумма первого и второго эле-
ментов равна нулю: x1 + x2 = 0.

22. Будут ли подпространствами линейного пространства Mn(R),

n ≥ 2, следующие множества матриц n – го порядка A =

(
a11 ... a1n

...
. . .

...
an1 ... ann

)
?

a). Множество всех трехдиагональных матриц, то есть матриц, у ко-
торых aij = 0 при |i− j| > 1.
b). Множество всех матриц, квадрат которых равен нулю: A2 = 0.
c). Множество всех вырожденных матриц: |A| = 0.
d). Множество всех матриц, след которых равен нулю: trA := a11 +
a22 + · · ·+ ann = 0.
e). Множество всех матриц, у которых угловые элементы равны: a11 =
a1n = an1 = ann.
f). Множество всех симметричных (кососимметричных) матриц: Aτ =

A (Aτ = −A).
23. Будут ли подпространствами линейного пространства R[x]n, n ≥

1, следующие множества многочленов степени не выше n с веществен-
ными коэффициентами?
a). Множество R[x]m всех многочленов степени не выше m, m < n с

вещественными коэффициентами.
b). Множество всех многочленов f(x) степени не выше n с веществен-
ными коэффициентами, для которых числа 2 и 3 являются корнями.
c). Множество всех многочленов f(x) степени не выше n с веществен-
ными коэффициентами, для которых хотя бы одно из чисел 2, 3 было
бы корнем.
d). Множество всех многочленов f(x) степени не выше n с веществен-
ными коэффициентами, для которых число 2 является корнем произ-
водной: f ′(2) = 0.
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e). Множество всех многочленов f(x) степени не выше n с веществен-
ными коэффициентами, для которых f(0) = f(1).
f). Множество всех многочленов f(x) степени не выше n с веществен-

ными коэффициентами, для которых f ′(0) = 1.
g). Множество всех многочленов f(x) степени не выше n с веществен-
ными коэффициентами, для которых

∫ 1

0
f(t) dt = 0.

h). Множество всех многочленов f(x) степени не выше n с веществен-
ными коэффициентами, для которых xnf( 1

x ) = f(x).
24. Для системы векторов

a). a1 = (2, 2,−2); a2 = (−2,−1,−2); a3 = (−3,−1, 3) вычислить
линейную комбинацию b1 = 3a1 − 3a2 + a3.
b). a1 = (1,−1,−2), a2 = (−2,−2, 3), a3 = (−3, 1,−3) вычислить

линейную комбинацию b = 3a1 − 2a2 + a3.
c). a1 = (3, 1, 2), a2 = (−2,−2,−2), a3 = (−2, 2, 3) вычислить линейную
комбинацию b = −2a1 + 3a2 + 2a3.
d). a1 = (2, 2, 3), a2 = (−2, 3,−2), a3 = (2,−3,−2) вычислить линейную
комбинацию b = −1a1 − 2a2 + 2a3.
e). a1 = (−3, 3, 1), a2 = (−2, 2, 1), a3 = (0, 0, 3) вычислить линейную

комбинацию b = −2a1 + 2a2 + a3.
f). a1 = (3, 2, 2), a2 = (3,−3, 3), a3 = (3,−2,−2) вычислить линейную

комбинацию b = a1 − 3a2 − 2a3.
25. Найти вектор x из векторного уравнения α(a+βx)+γ(b+δx) =

c− x.
a). a = (2, 0,−3), b = (1, 3,−1), c = (3, 3, 1), α = −1, β = −2, γ = 1,
δ = 1.
b). a = (−1, 2, 1), b = (3,−3, 0), c = (1, 1, 3), α = 1, β = −1, γ = −2,
δ = 1.
c). a = (1, 2, 0), b = (0,−1,−1), c = (3, 3,−2), α = 2, β = 1, γ = 2, δ = 1.
d). a = (−2, 1,−1), b = (−1, 2, 0), c = (3,−3, 2), α = −1, β = 2, γ = −1,
δ = 1.
e). a = (2,−3,−1), b = (−3,−3, 3), c = (1,−1,−1), α = 1, β = −2,
γ = 1, δ = −1.
f). a = (1,−2,−3), b = (1, 3,−3), c = (−3,−1,−1), α = −2, β = 1,
γ = 2, δ = −1.

26. Будет ли каждый из векторов b1 и b2 линейной комбинацией
векторов a1, a2, a3?
a). a1 = (3, 2, 3), a2 = (1,−2, 0), a3 = (−6, 4,−3), b1 = (−1,−6,−3),

b2 = (1,−4,−3).
b). a1 = (1, 2, 0), a2 = (1, 3,−1), a3 = (0,−1, 1), b1 = (0, 2,−3), b2 =

(−1,−1,−1).
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c). a1 = (0,−3,−1), a2 = (−3,−2,−3), a3 = (−3, 4,−1), b1 = (3,−1, 2),
b2 = (−3, 2,−4).
d). a1 = (−3,−1, 1), a2 = (0,−1,−2), a3 = (−9,−1, 7), b1 = (6, 1,−4),
b2 = (3, 2,−3).
e). a1 = (1,−1, 2), a2 = (−2,−2,−1), a3 = (7, 1, 8), b1 = (2, 1,−2),

b2 = (−5, 1,−7).
f). a1 = (3,−2,−1), a2 = (2,−1, 2), a3 = (−7, 4,−3), b1 = (−3, 3, 1),

b2 = (8,−5, 0).
27. Найти все значения λ, при которых вектор b является линейной

комбинацией векторов a1, a2, a3.
a). a1 = (−2, 0, 2), a2 = (λ,−1,−4), a3 = (0,−3, 3), b = (2, 3,−1).
b). a1 = (3,−1, 2), a2 = (λ,−1, 2), a3 = (1, 3,−1), b = (4, 2, 1).
c). a1 = (4, 2, 0), a2 = (−2,−4, 4), a3 = (−2, 2, λ), b = (−8, 2,−8).
d). a1 = (4, 1, 2), a2 = (−3,−2,−2), a3 = (−1, λ, 4), b = (1, 0, 4).
e). a1 = (−3, 2, 2), a2 = (4, 4,−4), a3 = (0, λ, 3), b = (−2, 0, 2).
f). a1 = (λ,−1, 3), a2 = (−4, 3, 1), a3 = (2,−3,−1), b = (1, 3, 4).

28. Проверить, будут ли следующие системы векторов линейно неза-
висимыми в линейном пространстве R3.
a). a1 = (1,−1,−1)τ , a2 = (1,−1,−2)τ , a3 = (−2,−2, 3)τ .
b). a1 = (−2,−2,−1)τ , a2 = (−1,−2,−3)τ , a3 = (−1,−4,−8)τ .
c). a1 = (2, 2, 3)τ , a2 = (−2, 3,−2)τ , a3 = (2,−3,−2)τ .
d). a1 = (1, 0, 1)τ , a2 = (−3, 2, 1)τ , a3 = (9,−4, 1)τ .
e). a1 = (−1,−3,−2)τ , a2 = (−1,−1,−2)τ , a3 = (−3,−2,−1)τ .
f). a1 = (0, 3, 2)τ , a2 = (−2,−1, 0)τ , a3 = (−2,−7,−4)τ .

29. Проверить, будут ли следующие системы многочленов линейно
независимыми в линейном пространстве R[x]2.
a). f1(x) = 4x2 − 3x+ 2, f2(x) = −3x2 + 2x+ 3, f3(x) = 7x2 − 5x− 1.
b). f1(x) = x2 + 4x, f2(x) = 2x2 − x+ 4, f3(x) = 4x2 − 4x+ 1.
c). f1(x) = 4x2 − 3x− 1, f2(x) = 4x− 3, f3(x) = 4x2 + 9x− 10.
d). f1(x) = 3x− 4, f2(x) = 3x2 − 2x− 3, f3(x) = x2 + 3x+ 3.
e). f1(x) = 3x2 − 3x+ 1, f2(x) = 4x2 − 4x+ 3, f3(x) = 8x2 − 8x+ 1.
f). f1(x) = 1x2 + 4, f2(x) = 2x2 − 3x+ 4, f3(x) = 4x2 − 3x.

30. Проверить, будут ли следующие системы матриц линейно неза-
висимыми в линейном пространстве M2(R).

a). A1 =
(
−4 −1

2 2

)
, A2 =

(
3 3

−3 −2

)
, A3 =

(
1 1

−3 −2

)
.

b). A1 =
(
−2 −1
−3 −3

)
, A2 =

(
1 −1

−2 2

)
, A3 =

(
3 0
1 5

)
.

c). A1 =
(

2 −4
1 2

)
, A2 =

(
3 2

−4 2

)
, A3 =

(
−1 4

1 4

)
.
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d). A1 =
(

1 −3
0 −2

)
, A2 =

(
−1 0
−3 2

)
, A3 =

(
4 −3
9 −8

)
.

e). A1 =
(
−3 −3
−2 3

)
, A2 =

(
2 −1
1 2

)
, A3 =

(
2 0
1 −3

)
.

f). A1 =
(
−2 3

1 2

)
, A2 =

(
1 0

−2 3

)
, A3 =

(
−8 9

7 0

)
.

31. Установить линейную независимость следующих систем функ-
ций в линейном пространстве всех непрерывных функций на (0,∞).
a). sinx, cosx, sin 2x. b). |x− 1|, |x− 2|, |x− 3|.
c). ex, 1

x , e2x. d). 1√
x
, 1

3√x
, 1

4√x
.

e). | sinx|, | cosx|, | cos 2x|. f). x2+1
x , x

x2+1 , 1.
32. Проверить, будут ли следующие системы векторов полными в

линейном пространстве R3.
a). a1 = (−1, 0,−1)τ , a2 = (−1, 2, 0)τ , a3 = (−3, 2,−2)τ , a4 = (2,−6,−1)τ .
b). a1 = (−3, 1, 4)τ , a2 = (1,−3, 0)τ , a3 = (−4,−2, 1)τ , a4 = (0,−2, 2)τ .
c). a1 = (0,−1, 2)τ , a2 = (3,−2,−2)τ , a3 = (−6, 6, 0)τ , a4 = (−9, 7, 4)τ .
d). a1 = (3,−1, 4)τ , a2 = (−2, 4,−2)τ , a3 = (−4, 1, 2)τ , a4 = (−1, 3,−3)τ .
e). a1 = (2, 1, 1)τ , a2 = (−1,−1, 1)τ , a3 = (0, 1,−3)τ , a4 = (−2, 0,−4)τ .
f). a1 = (4, 3,−1)τ , a2 = (2, 0,−1)τ , a3 = (2, 1, 3)τ , a4 = (−1, 2,−1)τ .

33. В следующих примерах проверить является ли система векторов
a1, a2, a3 базисом в линейном пространстве R3.
a). a1 = (3, 0,−4)τ , a2 = (2, 4, 4)τ , a3 = (−3,−4, 2)τ .
b). a1 = (2, 3,−2)τ , a2 = (−2,−2,−3)τ , a3 = (6, 7, 4)τ .
c). a1 = (0, 1, 1)τ , a2 = (3, 2,−1)τ , a3 = (−6,−5, 1)τ .
d). a1 = (−3, 2, 3)τ , a2 = (−1, 1,−1)τ , a3 = (0, 4, 1)τ .
e). a1 = (2, 1, 2)τ , a2 = (−2, 1,−1)τ , a3 = (−6,−1,−5)τ .
f). a1 = (1, 4, 3)τ , a2 = (4,−3,−1)τ , a3 = (0, 4,−3)τ .

34. В следующих примерах проверить является ли система векторов
a1, a2, a3, a4 базисом в линейном пространстве R4.
a). a1 = (−3,−2, 3,−1)τ , a2 = (−1,−3, 2, 3)τ , a3 = (−1,−2, 1,−3)τ ,

a4 = (2, 3,−2,−2)τ .
b). a1 = (2, 0,−2,−2)τ , a2 = (1, 1, 0, 1)τ , a3 = (1,−1,−3,−1)τ , a4 =

(2, 2,−1, 4)τ .
c). a1 = (−3, 1,−3, 1)τ , a2 = (−3, 2, 3, 3)τ , a3 = (3, 3, 1, 3)τ , a4 =

(−1, 0,−1,−1)τ .
d). a1 = (−1,−1, 2,−3)τ , a2 = (−3, 1, 1, 1)τ , a3 = (0, 1,−3, 1)τ , a4 =

(6, 0,−1, 6)τ .
e). a1 = (2,−2, 3, 0)τ , a2 = (1, 2,−3,−1)τ , a3 = (0, 3, 1, 2)τ , a4 =

(2, 3,−3, 1)τ .
f). a1 = (1,−1,−2, 3)τ , a2 = (3, 2,−2,−3)τ , a3 = (−1, 2, 0,−3)τ , a4 =
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(−4,−1, 4, 0)τ .
35. В следующих примерах проверить является ли система много-

членов f1, f2, f3 базисом в линейном пространстве R[x]2.
a). f1(x) = 1− 3x− 2x2, f2(x) = 2− 4x+ x2, f3(x) = 2 + 3 + 2x2.
b). f1(x) = −2 + 2x+ 3x2, f2(x) = x− 2x2, f3(x) = −2 + x+ 5x2.
c). f1(x) = −4 + 2x− x2, f2(x) = 4 + x+ 4x2, f3(x) = −3− 3x− 2x2.
d). f1(x) = −1 + 2x+ x2, f2(x) = −2− x+ x2, f3(x) = −7 + 4x+ 5x2.
e). f1(x) = 3 + 2x− x2, f2(x) = 1 + 2x+ 2x2, f3(x) = x− 3x2.
f). f1(x) = −2− 3x− x2, f2(x) = 2− x− x2, f3(x) = −2 + 3x+ 2x2.

36. В следующих примерах проверить является ли система матриц
A1, A2, A3, A4 базисом в линейном пространстве M2(R).

a). A1 =
(
−1 3

3 −2

)
, A2 =

(
2 1
0 3

)
, A3 =

(
3 1

−1 −1

)
, A4 =

(
1 3
1 2

)
.

b). A1 =
(

2 3
1 −1

)
, A2 =

(
−1 3
−2 3

)
, A3 =

(
1 2
1 1

)
, A4 =

(
3 4
1 −3

)
.

c). A1 =
(

3 −2
−3 3

)
, A2 =

(
1 2

−2 −3

)
, A3 =

(
3 1

−2 1

)
, A4 =

(
1 −1
1 3

)
.

d). A1 =
(

3 2
3 3

)
, A2 =

(
1 1
2 −1

)
, A3 =

(
3 −1
1 3

)
, A4 =

(
−2 5

3 −4

)
.

e). A1 =
(

0 3
3 1

)
, A2 =

(
−1 2

2 1

)
, A3 =

(
0 2
2 3

)
, A4 =

(
−1 −1

1 3

)
.

f). A1 =
(

1 2
2 3

)
, A2 =

(
1 3
1 2

)
, A3 =

(
3 −2
0 2

)
, A4 =

(
5 5
1 5

)
.

37. В следующих примерах проверить, что система векторов e1, e2,
e3 является базисом в линейном пространстве R3 и найти координа-
ты вектора x в этом базисе. По известному координатному вектору ye

найти вектор y.
a). e1 = (−2, 3, 0)τ , e2 = (2,−3, 4)τ , e3 = (−2, 0,−3)τ , x = (−4, 3,−7)τ ,
ye = (4, 4, 3)τ .
b). e1 = (0, 1, 1)τ , e2 = (−1, 0, 3)τ , e3 = (0, 1, 2)τ , x = (−1,−5,−3)τ ,

ye = (4,−3,−2)τ .
c). e1 = (3,−1, 3)τ , e2 = (−3,−1,−4)τ , e3 = (3, 2,−1)τ , x = (6, 5,−7)τ ,
ye = (−2, 0, 1)τ .
d). e1 = (−3, 4, 4)τ , e2 = (1,−4, 1)τ , e3 = (−1,−3,−1)τ , x = (−5,−1,−5)τ ,
ye = (1, 2, 0)τ .
e). e1 = (1, 0, 2)τ , e2 = (−4,−1,−1)τ , e3 = (4,−1,−1)τ , x = (7,−5, 1)τ ,
ye = (−1,−2,−2)τ .
f). e1 = (1,−1,−1)τ , e2 = (−3,−2, 2)τ , e3 = (1, 3, 2)τ , x = (0,−2, 4)τ ,

ye = (−2, 1, 2)τ .
38. В следующих примерах проверить, что система матриц A1, A2,
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A3, A4 является базисом в линейном пространстве M2(R) и найти в этом
базисе координаты матрицы Y. По известному координатному вектору
XA найти матрицу X.

a). A1 =
(

2 2
−1 −1

)
, A2 =

(
3 −2

−3 2

)
, A3 =

(
−3 −3
−3 0

)
, A4 =

(
1 −3
4 3

)
,

XA = (−3, 2,−2− 2)τ , Y =
(

4 −2
−5 3

)
.

b). A1 =
(
−3 1

3 −2

)
, A2 =

(
4 3

−2 0

)
, A3 =

(
4 2

−3 1

)
, A4 =

(
3 −3

−2 3

)
,

XA = (4, 0, 12)τ , Y =
(

1 2
−1 0

)
.

c). A1 =
(
−2 0

4 3

)
, A2 =

(
−2 4
−3 1

)
, A3 =

(
2 2

−3 −1

)
, A4 =

(
4 −1
1 −3

)
,

XA = (1,−1, 10)τ , Y =
(

4 1
1 3

)
.

d). A1 =
(

1 3
−3 −2

)
, A2 =

(
−3 4

2 2

)
, A3 =

(
4 −2
3 2

)
, A4 =

(
3 1
0 −1

)
,

XA = (1, 0, 1− 1)τ , Y =
(

5 −2
−5 −1

)
.

e). A1 =
(

1 4
1 0

)
, A2 =

(
−1 −3
−3 −3

)
, A3 =

(
−1 −1
−1 4

)
, A4 =

(
−2 −3

4 3

)
,

XA = (−2,−1,−1− 1)τ , Y =
(

2 1
4 −5

)
.

f). A1 =
(
−3 −2

3 −2

)
, A2 =

(
4 4
4 −3

)
, A3 =

(
1 2
3 −1

)
, A4 =

(
−2 0
−1 −2

)
,

XA = (0, 1,−3− 1)τ , Y =
(

5 −2
4 3

)
.

39. В следующих примерах проверить, что система многочленов f1,
f2, f3 является базисом в линейном пространстве R[x]2 и найти коор-
динаты многочлена h в этом базисе. По известному координатному
вектору gf найти многочлен g.
a). f1(x) = 4 + 4x + 2x2, f2(x) = −3 − 2x2, f3(x) = −1 − x + x2,

gf = (0,−1, 2)τ , h(x) = 5− 4x+ 4x2.
b). f1(x) = −3 + 2x2, f2(x) = 2 + x + 2x2, f3(x) = 4 + 4x − 2x2,

gf = (−1, 2,−1)τ , h(x) = 5 + x.
c). f1(x) = 2 + 4x − 2x2, f2(x) = −1 + 2x + x2, f3(x) = −2 − 2x − x2,

gf = (0,−1,−2)τ , h(x) = 2 + 4x2.
d). f1(x) = 1−2x−x2, f2(x) = 2−x−x2, f3(x) = 2−x+x2, gf = (2,−2, 3)τ ,
h(x) = −1− x+ 2x2.
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e). f1(x) = 3−x−x2, f2(x) = −2−2x+x2, f3(x) = 1−2x, gf = (−2,−3, 4)τ ,
h(x) = −4− x+ 2x2.
f). f1(x) = −3 − 2x + x2, f2(x) = 4 − 2x + 3x2, f3(x) = 1 + 3x − 2x2,

gf = (−3,−1,−2)τ , h(x) = −4− 5x+ 2x2.
40. В следующих примерах по элементам a, b, c линейного про-

странства R3 и их координатным векторам ae, be, ce в базисе (e1, e2,
e3) найти векторы этого базиса.
a). ae = (1,−1,−1)τ , be = (−1, 1, 0)τ , ce = (−1,−1, 1)τ , a = (−3,−3, 1)τ ,
b = (0, 2, 1)τ , c = (−3,−1, 1)τ .
b). ae = (2,−2, 1)τ , be = (−2, 3,−1)τ , ce = (0, 1,−1)τ , a = (1, 1, 1)τ ,

b = (−3, 1, 1)τ , c = (−1, 3,−1)τ .
c). ae = (3, 0, 2)τ , be = (2, 1, 2)τ , ce = (1, 2, 1)τ , a = (−3,−1, 2)τ ,

b = (0,−1, 1)τ , c = (3,−2, 2)τ .
d). ae = (−2,−1,−1)τ , be = (−2,−2,−1)τ , ce = (0, 2, 1)τ , a = (−3,−3,−2)τ ,
b = (−1,−2,−3)τ , c = (−1, 0, 3)τ .
e). ae = (2,−1, 1)τ , be = (1, 1,−2)τ , ce = (−1,−1, 0)τ , a = (−1, 3, 3)τ ,

b = (−1,−2,−1)τ , c = (3,−2,−1)τ .
f). ae = (−2, 1,−1)τ , be = (1,−1,−1)τ , ce = (2, 1, 2)τ , a = (2, 1, 1)τ ,

b = (1, 1,−3)τ , c = (0, 3,−1)τ .
41. В следующих примерах проверить, что системы векторов e1, e2,

e3 и u1, u2, u3 являются базисами в линейном пространстве R3. Найти
матрицу перехода Pe→u от первого базиса ко второму. По известным
координатам векторов x, y в одном базисе найти их координаты в дру-
гом базисе.
a). e1 = (2,−1,−1)τ , e2 = (3, 1, 1)τ , e3 = (−2,−1,−2)τ ; u1 = (−3, 1, 2)τ ,
u2 = (1, 1, 3)τ , u3 = (−2,−2,−1)τ ; xe = (−2, 2,−2)τ , yu = (2,−1, 1)τ .
b). e1 = (3,−1,−2)τ , e2 = (−2,−1, 0)τ , e3 = (1, 3, 3)τ ; u1 = (−3, 1, 3)τ ,
u2 = (−2,−1, 1)τ , u3 = (−2,−1,−1)τ ; xu = (1,−2, 3)τ , ye = (−2,−2, 0)τ .
c). e1 = (1,−1, 1)τ , e2 = (−1,−1, 1)τ , e3 = (−1, 0, 2)τ ; u1 = (−2,−1,−1)τ ,
u2 = (1, 0, 2)τ , u3 = (1,−3, 3)τ ; xu = (−1, 2,−2)τ , ye = (−3,−4, 1)τ .
d). e1 = (1,−1, 1)τ , e2 = (0,−1, 1)τ , e3 = (1, 2,−1)τ ; u1 = (2,−2, 3)τ ,

u2 = (3, 3,−1)τ , u3 = (0, 3,−1)τ ; xe = (4,−3, 2)τ , yu = (−1, 1, 1)τ .
e). e1 = (−1,−1, 2)τ , e2 = (−2, 0, 3)τ , e3 = (2, 2,−2)τ ; u1 = (3,−1,−2)τ ,
u2 = (1, 3, 3)τ , u3 = (1,−3, 0)τ ; xu = (−1, 3,−2)τ , ye = (0, 3, 1)τ .
f). e1 = (1, 1, 1)τ , e2 = (−1, 1, 0)τ , e3 = (2,−2,−2)τ ; u1 = (3,−3,−2)τ ,
u2 = (3, 1,−2)τ , u3 = (1, 3, 0)τ ; xe = (−4,−4,−5)τ , yu = (−1, 1, 1)τ .

42. В следующих примерах даны базисы (e1, e2, e3), (g1, g2, g3) и
матрица A. Найти базисы (u1, u2, u3) и (f1, f2, f3) такие, что матрицы
перехода Pe→u = A и Pf→g = A.
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a).
e1 = (−2, 2,−1)τ ,
e2 = (2,−1, 1)τ ,
e3 = (0, 1, 1)τ ;

g1 = (−1,−1, 1)τ ,
g2 = (−1, 1, 0)τ ,
g3 = (−1, 1, 2)τ ;

A =

 −1 −1 1
−1 −2 2
−1 −2 1

.

b).
e1 = (−1, 1, 3)τ ,
e2 = (−1, 2, 3)τ ,
e3 = (−1,−2,−1)τ ;

g1 = (−1, 1,−2)τ ,
g2 = (1,−1,−1)τ ,
g3 = (0,−2, 2)τ ;

A =

 1 1 −1
−2 −1 1
−2 −2 1

.

c).
e1 = (−1, 0,−2)τ ,
e2 = (−1, 2,−1)τ ,
e3 = (1,−2,−1)τ ;

g1 = (1,−3,−3)τ ,
g2 = (3, 1,−1)τ ,
g3 = (−3,−1, 0)τ ;

A =

 −2 −2 1
1 3 −2
0 2 −2

.

d).
e1 = (2, 2, 1)τ ,
e2 = (2, 0,−1)τ ,
e3 = (−1,−1,−2)τ ;

g1 = (−2, 2, 2)τ ,
g2 = (1,−2, 0)τ ,
g3 = (−3,−3, 1)τ ;

A =

 −2 2 0
2 −2 −1

−2 1 −1

.

e).
e1 = (1, 2,−1)τ ,
e2 = (2, 1,−1)τ ,
e3 = (0,−1, 1)τ ;

g1 = (−2, 3, 1)τ ,
g2 = (3,−1,−2)τ ,
g3 = (−2,−1,−3)τ ;

A =

 2 −1 −2
−2 2 2

3 −2 −1

.

f).
e1 = (−1,−1, 3)τ ,
e2 = (1, 3, 1)τ ,
e3 = (0,−2, 2)τ ;

g1 = (−1,−2,−1)τ ,
g2 = (3,−3,−2)τ ,
g3 = (1,−3,−3)τ ;

A =

 2 1 2
−1 0 −1
−1 −2 −2

.

43. В следующих примерах найти матрицу перехода Pe→u, если из-
вестны координатные векторы xe, ye, ze xu, yu, zu.
a). xe = (1,−2, 1)τ , ye = (3, 2, 1)τ , ze = (0, 2,−3)τ . xu = (1,−1, 0)τ ,

yu = (−1, 3, 2)τ , zu = (−2, 3, 3)τ .
b). xe = (2,−3, 2)τ , ye = (−1, 3, 0)τ , ze = (3, 2, 3)τ . xu = (0,−1, 1)τ ,

yu = (1, 2,−1)τ , zu = (3, 3,−1)τ .
c). xe = (2,−3,−2)τ , ye = (1, 3, 1)τ , ze = (1,−1,−3)τ . xu = (−1,−2, 2)τ ,
yu = (0, 1,−2)τ , zu = (−1, 2,−1)τ .
d). xe = (2, 1, 2)τ , ye = (−3,−1,−3)τ , ze = (−3,−2, 0)τ . xu = (−1,−2, 3)τ ,
yu = (−1,−1,−1)τ , zu = (1, 1,−2)τ .
e). xe = (1,−1, 2)τ , ye = (2, 3,−2)τ , ze = (0,−2, 3)τ . xu = (3, 2, 3)τ ,

yu = (2, 0, 1)τ , zu = (1, 1, 2)τ .
f). xe = (2,−3, 3)τ , ye = (2,−2, 2)τ , ze = (3,−1,−3)τ . xu = (−1, 2, 0)τ ,
yu = (−2, 2, 2)τ , zu = (3,−1,−1)τ .

44. В следующих примерах найти матрицу перехода от базиса f1, f2,
f3 к базису g1, g2, g3 линейного пространства R[x]2.
a). f1(x) = 1 + x− 2x2, f2(x) = x− x2, f3(x) = −2− 2x+ 2x2.
g1(x) = −3− 2x+ 3x2, g2(x) = 2 + x− x2, g3(x) = 1− x− 2x2.
b). f1(x) = −1− x2, f2(x) = 2 + x− x2, f3(x) = −2− x+ 3x2.
g1(x) = 1 + 2x− 3x2, g2(x) = 3 + 2x− x2, g3(x) = 3 + 2x− 3x2.
c). f1(x) = 1 + 2x+ 3x2, f2(x) = 1 + x+ 2x2, f3(x) = 1− x2.
g1(x) = −2− x+ x2, g2(x) = 2− x− x2, g3(x) = −2− x− x2.
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d). f1(x) = 1− x− x2, f2(x) = x+ x2, f3(x) = −2 + x+ 2x2.
g1(x) = −3− 2x+ x2, g2(x) = 1− 3x− 3x2, g3(x) = −1 + x+ 2x2.
e). f1(x) = 2x+ 3x2, f2(x) = 3− x+ x2, f3(x) = −2 + x+ x2.
g1(x) = −1 + x+ 3x2, g2(x) = −3x− x2, g3(x) = −1 + 2x+ x2.
f). f1(x) = −1 + 2x− 2x2, f2(x) = 1 + x2, f3(x) = −2 + x− x2.
g1(x) = 1 + 3x− 2x2, g2(x) = 2− x2, g3(x) = −3 + 2x− x2.

45. В следующих примерах найти матрицу перехода от базиса A1,
A2, A3, A4 к базису B1, B2, B3, B4 линейного пространства M2(R).

a). A1 =
(

0 2
1 2

)
, A2 =

(
3 2
2 1

)
, A3 =

(
1 2

−1 0

)
, A4 =

(
−1 −2
−2 −2

)
,

B1 =
(
−3 4
−2 3

)
, B2 =

(
−4 −2
−4 −2

)
, B3 =

(
−4 2
−2 2

)
, B4 =

(
−3 4

0 4

)
.

b). A1 =
(

0 1
−1 1

)
, A2 =

(
−2 2
−2 −1

)
, A3 =

(
−1 −1

0 1

)
, A4 =

(
−1 1
−1 1

)
,

B1 =
(

0 1
0 2

)
, B2 =

(
3 −2
2 4

)
, B3 =

(
−1 −2

1 3

)
, B4 =

(
2 2

−1 3

)
.

c). A1 =
(

1 −1
1 −1

)
, A2 =

(
1 1
1 2

)
, A3 =

(
2 1
1 0

)
, A4 =

(
2 1
3 2

)
,

B1 =
(

1 −1
−1 −3

)
, B2 =

(
2 −2
2 1

)
, B3 =

(
2 1

−1 1

)
, B4 =

(
3 0
4 4

)
.

d). A1 =
(

0 1
−1 3

)
, A2 =

(
−1 2

2 −1

)
, A3 =

(
2 1

−2 2

)
, A4 =

(
1 −1

−2 1

)
,

B1 =
(
−4 0

3 −1

)
, B2 =

(
−4 −4

4 −4

)
, B3 =

(
1 4
1 −2

)
, B4 =

(
−3 2

3 0

)
.

e). A1 =
(

1 −1
−2 1

)
, A2 =

(
2 −2
1 −1

)
, A3 =

(
2 1

−1 −1

)
, A4 =

(
1 2

−1 −1

)
,

B1 =
(
−2 2
−3 2

)
, B2 =

(
2 −2

−1 0

)
, B3 =

(
3 0

−2 −1

)
, B4 =

(
−1 4
−1 −1

)
.

f). A1 =
(
−1 2

0 2

)
, A2 =

(
1 1
3 1

)
, A3 =

(
−2 0

2 3

)
, A4 =

(
3 3

−1 −1

)
,

B1 =
(

0 3
1 4

)
, B2 =

(
−2 −2

2 3

)
, B3 =

(
−1 4
−2 3

)
, B4 =

(
−2 2

0 4

)
.

46. Найти ранг r для каждой из следующих матриц

a).


−1 3 4
−2 3 5
−3 −3 0
−1 1 2

 . b).


1 0 2 1

−3 3 3 0
2 −2 −1 −2
3 3 −2 −1

 . c).


2 0 −1 −3
1 1 −2 −1

−1 −1 3 2
0 3 −3 3

 .
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d).


2 −1 −3

−1 −1 3
−3 −2 8
−2 −3 7

 . e).


0 3 3 −2

−3 3 −3 −2
−2 −1 2 1
−2 −3 3 3

 . f).


−2 −3 −1 4

0 −1 1 2
0 −1 1 2

−1 1 −3 −3

 .

47. Найти ранг r для каждой из следующих систем векторов
a). e1 = (−1, 2, 0)τ , e2 = (−1, 1,−1)τ , e3 = (−3, 2,−4)τ , e4 = (2,−3, 1)τ ,
e5 = (−1,−2,−4)τ .
b). e1 = (1, 2,−2)τ , e2 = (−2,−4, 4)τ , e3 = (3, 6,−6)τ , e4 = (2, 4,−4)τ ,
e5 = (−1,−2, 2)τ .
c). e1 = (2, 1, 0)τ , e2 = (1, 1, 1)τ , e3 = (−2, 1, 4)τ , e4 = (3, 1,−1)τ , e5 =

(2, 3, 4)τ .
d). e1 = (1, 2, 2)τ , e2 = (−2, 2, 1)τ , e3 = (3,−2, 2)τ , e4 = (4, 4, 2)τ ,

e5 = (1, 4, 1)τ .
e). e1 = (1,−2, 1)τ , e2 = (3,−1, 2)τ , e3 = (4,−3, 3)τ , e4 = (−1,−3, 0)τ ,
e5 = (4, 2, 2)τ .
f). e1 = (3,−2,−1)τ , e2 = (1, 0, 1)τ , e3 = (−2, 2, 1)τ , e4 = (−4, 2, 3)τ ,

e5 = (−3, 2, 3)τ .
48. Используя понятие ранга матрицы, проверить линейную неза-

висимость следующих систем векторов.
a). a1 = (−3, 1, 1,−2)τ , a2 = (1, 1, 0,−3)τ , a3 = (4, 0,−1,−1)τ .
b). a1 = (1, 0, 1,−3)τ , a2 = (2, 1, 3,−2)τ , a3 = (0, 3, 2,−2)τ .
c). a1 = (−3,−1, 1, 0)τ , a2 = (−1,−2, 3,−2)τ , a3 = (5, 0, 1,−2)τ ,
a4 = (2,−1, 2,−2)τ .
d). a1 = (−1,−2, 0, 3)τ , a2 = (3,−1, 2, 0)τ , a3 = (−3, 1, 1,−2)τ ,
a4 = (−2, 2, 1,−1)τ .
e). a1 = (3, 2, 2, 1)τ , a2 = (−2, 1,−3, 2)τ , a3 = (−1,−2, 0, 0)τ ,
a4 = (−2,−3,−1, 3)τ .

49. Используя понятие ранга матрицы, выяснить, являются ли ба-
зисом в линейном пространстве R4 следующие системы векторов.
a). a1 = (−3,−2, 1,−2)τ , a2 = (−2,−2,−1,−1)τ , a3 = (−1,−1,−1, 0)τ ,
a4 = (−2,−3, 0, 3)τ .
b). a1 = (0, 2, 2, 1)τ , a2 = (2,−2, 1,−1)τ , a3 = (−2, 1, 1, 1)τ ,
a4 = (−1, 2,−2,−2)τ .
c). a1 = (1, 0, 1, 0)τ , a2 = (3,−2, 3,−2)τ , a3 = (3,−3, 0,−3)τ ,
a4 = (−2, 3, 1, 3)τ .
d). a1 = (−3, 1,−1, 3)τ , a2 = (−2,−1, 2, 3)τ , a3 = (2, 0,−1,−1)τ ,
a4 = (−2, 3, 0,−3)τ .
e). a1 = (3, 2,−1, 0)τ , a2 = (−2, 0, 2, 0)τ , a3 = (2,−2,−1, 3)τ ,
a4 = (0, 1, 1, 0)τ .

50. Найти максимальные линейно независимые подсистемы следу-
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ющих систем векторов (вообще говоря, находятся неоднозначно).
a). a1 = (0, 0, 0, 0), a2 = (0, 1,−1,−2), a3 = (0,−2, 2, 4),
a4 = (0, 2,−2,−4), a5 = (1,−2, 1, 0), a6 = (3,−3, 0,−6).
b). a1 = (0, 3,−1, 3), a2 = (0,−6, 2,−6), a3 = (−1, 3,−1, 1),
a4 = (−2, 3,−1,−1), a5 = (2, 0, 1,−1), a6 = (4,−9, 4,−6).
c). a1 = (2, 2,−2,−2), a2 = (2, 2,−2,−2), a3 = (−4,−4, 4, 4),
a4 = (2, 3, 0,−2), a5 = (2, 3, 0,−2), a6 = (−4,−5, 2, 4).
d). a1 = (2, 0, 0,−2), a2 = (−2, 0, 1, 0), a3 = (2, 0, 1,−4),
a4 = (−1,−1, 0,−2), a5 = (−2, 0, 2,−2), a6 = (5,−1,−1,−6).
e). a1 = (−1, 2, 3,−2), a2 = (1,−2,−3, 2), a3 = (2, 0, 1, 1),
a4 = (6,−4,−4, 6), a5 = (−2, 3, 2,−1), a6 = (3, 2,−1, 1).
f). a1 = (0, 0, 0, 0), a2 = (−2,−1, 3,−1), a3 = (4, 2,−6, 2),
a4 = (−1, 1,−1, 1), a5 = (1,−1, 1,−1), a6 = (−2, 3, 0,−1).

51. Найти максимальные линейно независимые подсистемы следу-
ющих систем многочленов (вообще говоря, находятся неоднозначно).
a). f1(x) = −x2 − x − 1, f2(x) = 2x2 + 2x + 2, f3(x) = x2 + x + 1,

f4(x) = −x2 + 3x+ 1, f5(x) = −2x2 + 2x.
b). f1(x) = x2 + x + 2, f2(x) = −2x2 − 2x − 4, f3(x) = −x2 + x − 1,

f4(x) = 2x2 + 4x+ 5, f5(x) = 3x2 − x− 1.
c). f1(x) = 3x2 + 2x + 2, f2(x) = −6x2 − 4x − 4, f3(x) = −2x2 + 3x + 1,
f4(x) = −10x2 + 2x− 2, f5(x) = −3x2 − 2x− 2.
d). f1(x) = 3x2 − x + 1, f2(x) = −x2 + 3x + 3, f3(x) = −4x2 + 4x + 2,

f4(x) = −6x2 + 2x− 2, f5(x) = −x2 + x− 2.
e). f1(x) = −x2 + x − 2, f2(x) = 2x2 − 2x + 4, f3(x) = x2 − x + 2,

f4(x) = 3x2 + 2x− 1, f5(x) = 10x2 + 5x− 1.
f). f1(x) = −2x2 − x + 1, f2(x) = 3x2 + x + 3, f3(x) = −3x2 − 2x + 6,

f4(x) = −3x2 − x− 3, f5(x) = −x2 + 3x+ 3.
52. Найти максимальные линейно независимые подсистемы следу-

ющих систем матриц (вообще говоря, находятся неоднозначно).

a). A1 =
(

1 0
1 −2

)
, A2 =

(
−2 0
−2 4

)
, A3 =

(
0 −3

−1 2

)
, A4 =

(
−1 3

0 0

)
.

b). A1 =
(

3 0
1 2

)
, A2 =

(
−3 0
−1 −2

)
, A3 =

(
6 0
2 4

)
, A4 =

(
−3 −1

0 3

)
,

A5 =
(
−3 −2

1 8

)
.

c). A1 =
(
−3 1
−1 1

)
, A2 =

(
3 −1
1 −1

)
, A3 =

(
1 3

−3 3

)
, A4 =

(
1 1

−1 1

)
,

A5 =
(

1 2
−2 2

)
.
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d). A1 =
(

2 1
1 −1

)
, A2 =

(
−1 1
−1 −2

)
, A3 =

(
−1 −2

0 3

)
, A4 =

(
3 0
2 1

)
.

e). A1 =
(

2 0
−3 0

)
, A2 =

(
1 −3
1 1

)
, A3 =

(
4 −6

−1 2

)
, A4 =

(
−2 −3

2 −3

)
,

A5 =
(
−7 −3

6 −7

)
.

f). A1 =
(
−3 −2

2 −2

)
, A2 =

(
−1 −3

1 −3

)
, A3 =

(
1 −2
1 −2

)
, A4 =

(
−2 1

1 1

)
,

A5 =
(
−1 −8

3 −8

)
.

53. Найти базис и размерность линейной оболочки, порожденной
следующими системами векторов.
a). a1 = (1, 2, 3,−1), a2 = (0, 4, 4,−1), a3 = (−2, 0,−2, 1),
a4 = (1,−6,−5, 1), a5 = (−1, 4, 1,−2), a6 = (3, 2, 5,−2).
b). a1 = (1,−1,−2, 2), a2 = (4,−1,−2, 4), a3 = (−7, 1, 2,−6),
a4 = (6,−3,−6, 8), a5 = (−3, 0, 0,−2), a6 = (6, 0, 0, 4).
c). a1 = (4,−3, 3,−3), a2 = (0,−1, 2, 2), a3 = (−4, 4,−5, 1),
a4 = (2,−1, 5,−2), a5 = (4,−5, 7, 1), a6 = (5, 5,−2, 1).
d). a1 = (1, 3, 3, 0), a2 = (3,−3, 0, 4), a3 = (2,−6,−3, 4),
a4 = (−2, 6, 3,−4), a5 = (1,−9,−6, 4), a6 = (2, 2,−2, 3).
e). a1 = (0, 1, 5, 1), a2 = (2, 3,−2,−3), a3 = (2, 2,−7,−4),
a4 = (−2,−2, 7, 4), a5 = (4, 7, 1,−5), a6 = (2, 4, 3,−2).
f). a1 = (−3,−2,−1,−1), a2 = (0, 2, 2, 3), a3 = (3, 6, 5, 7),
a4 = (−1, 3,−3, 2), a5 = (−6,−2, 0, 1), a6 = (3, 4, 3, 4).

54. Найти фундаментальную систему решений и размерность d под-
пространства решений однородной системы линейных уравнений.

a).

 −x1 + x2 − 3x3 + x4 = 0,
3x1 − 2x2 + 8x3 − 5x4 = 0,
x1 − 3x2 + 5x3 + 3x4 = 0.

b).


x1 + 3x2 − x3 − 5x4 = 0,
x1 + 3x2 − 3x3 − 5x4 = 0,
−3x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0,
x1 − 2x4 = 0.

c).


4x1 − 2x2 − 4x3 − 8x4 = 0,
x1 + 3x2 + 6x3 + 5x4 = 0,
−x1 − 2x2 − 4x3 − 3x4 = 0,
x1 − x4 = 0.

d).


x1 − 2x2 − 3x3 − 2x4 = 0,
4x1 − 3x2 − 3x3 = 0,
−3x1 − 3x2 + x3 + 3x4 = 0,
−3x1 − 3x2 − 3x3 + 4x4 = 0.

e).


4x2 + 3x3 + 3x4 = 0,
3x1 − 2x2 + 3x3 − 3x4 = 0,
3x1 − 2x2 + x3 − 5x4 = 0,
−2x1 − 3x2 + 3x3 + 7x4 = 0.

f).
{

2x1 + x2 − 2x3 + 4x4 = 0,
−4x1 − 2x2 + 4x3 − 8x4 = 0.

55. Проверить, являются ли системы векторов линейного простран-
ства R5 фундаментальными системами решений соответствующих си-
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стем уравнений

a).


2x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 0,
x1 + x4 − 2x5 = 0,
x1 + x2 + 2x3 + x4 + 3x5 = 0,
3x1 + x2 + 2x3 + 3x4 − x5 = 0,

a1 = (4,−7, 1,−2, 1),
a2 = (−4, 3, 1, 2,−1),
a3 = (1, 4,−2,−1, 0).

b).


x2 + x3 + x4 + x5 = 0,
x1 − 2x2 − x3 + 2x4 = 0,
x1 − 4x2 − 3x3 − 2x5 = 0,
x1 − 3x2 − 2x3 + x4 − x5 = 0,

a1 = (2, 1,−2,−1, 2),
a2 = (7, 2,−1,−2, 1),
a3 = (6, 2,−2,−2, 2).

c).


2x1 − x2 + 2x3 + 2x4 − x5 = 0,
x1 + x2 + x3 − x4 − x5 = 0,
x1 − 2x2 + x3 + 3x4 = 0,
4x1 + x2 + 4x3 − 3x5 = 0,

a1 = (−6, 3, 3, 3,−3),
a2 = (−7,−5, 6,−3,−3),
a3 = (−2, 2, 6, 0, 6).

d).


x1 + x3 − x4 + x5 = 0,
2x1 − 2x2 − x3 + x4 + x5 = 0,
2x1 − 4x2 − 4x3 + 4x4 = 0,
x1 − 4x2 − 5x3 + 5x4 − x5 = 0,

a1 = (−2, 1, 2, 4, 4),
a2 = (6, 7, 0, 4,−2),
a3 = (4, 2, 4, 4,−4).

e).


2x1 − x2 + 2x3 − x4 − x5 = 0,
x1 − 2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 0,
3x2 + 4x3 − 5x4 + x5 = 0,
3x1 + 5x3 − 4x4 − x5 = 0,

a1 = (−2, 2, 3, 3,−3),
a2 = (−5,−4, 3, 0, 0),
a3 = (7, 2,−6,−3, 3).

f).


x1 − x3 + x4 + x5 = 0,
2x1 + x2 − 2x3 + 2x4 + x5 = 0,
x1 − x2 − x3 + x4 + 2x5 = 0,
3x1 + x2 − 3x3 + 3x4 + 2x5 = 0.

a1 = (−2,−1,−2, 1,−1),
a2 = (−1, 1,−1,−1, 1),
a3 = (−1, 2,−1,−2, 2).

56. Найти базис в подпространстве `(a1,a2,a3,a4,a5,a6), и коэффи-
циенты разложения остальных векторов системы по этому базису.
a). a1 = (3, 3,−1, 5), a2 = (6, 6,−2, 10), a3 = (−3,−3, 1,−5),
a4 = (−1,−2,−1, 3), a5 = (−4,−5, 0,−2), a6 = (−7,−8, 1,−7).
b). a1 = (1, 0, 1,−3), a2 = (−3, 0,−3, 9), a3 = (0, 1, 5, 2),
a4 = (−1,−2,−11,−1), a5 = (2, 1, 7,−4), a6 = (3, 1, 8,−7).
c). a1 = (0,−1,−2, 1), a2 = (0, 2, 4,−2), a3 = (1, 5,−3,−3),
a4 = (−1,−7,−1, 5), a5 = (−1,−5, 3, 3), a6 = (1, 7, 1,−5).
d). a1 = (3,−1,−3,−3), a2 = (−6, 2, 6, 6), a3 = (2, 1,−3, 0),
a4 = (−1, 2, 0, 3), a5 = (4, 2,−6, 0), a6 = (7, 1,−9,−3).
e). a1 = (0, 3,−1,−1), a2 = (4, 2, 5, 2), a3 = (−8,−4,−10,−4),
a4 = (8, 7, 9, 3), a5 = (−4, 4,−7,−4), a6 = (−4, 1,−6,−3).
f). a1 = (4, 1,−1,−1), a2 = (−4,−1, 1, 1), a3 = (2, 1, 1, 0),
a4 = (2, 0,−2,−1), a5 = (2, 2, 4, 1), a6 = (8, 1,−5,−3).

57. Найти однородную систему линейных алгебраических уравне-
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ний, подпространство решений которой совпадает с линейной оболоч-
кой `(a1,a2, . . . ,ak), порожденной следующими системами векторов.
a). a1 = (3,−3, 1,−3), a2 = (−6, 6,−2, 6).
b). a1 = (−2,−1, 2,−3), a2 = (−1,−2, 1,−2).
c). a1 = (−2, 1,−1, 1), a2 = (3, 2, 2, 1), a3 = (7, 0, 4,−1).
d). a1 = (2, 0,−3, 0), a2 = (1,−3, 1, 1), a3 = (3, 1, 0,−3).
e). a1 = (1, 3, 0,−3), a2 = (0,−3,−3, 1), a3 = (1, 6, 3,−4), a4 = (−2, 0, 6, 4).
f). a1 = (0, 1, 0, 2), a2 = (−3, 2,−3, 3), a3 = (−2,−1,−2, 1).

58. Найти размерность s и базис суммы следующих двух подпро-
странств V1 = `(a1,a2,a3) и V2 = `(b1,b2,b3) (в R4), а также размер-
ность d и базис их пересечения.
a). a1 = (−2,−2,−3, 3), a2 = (−3, 0, 2,−1), a3 = (4,−2,−7, 5),
b1 = (−5,−2,−1, 2), b2 = (8, 2,−1,−1), b3 = (1,−2,−5, 4).
b). a1 = (2,−1, 1, 2), a2 = (0,−1,−2,−2), a3 = (2,−3,−3,−2),
b1 = (−3,−1, 1, 0), b2 = (2, 1, 5, 6), b3 = (2, 2,−8,−8).
c). a1 = (1,−1, 1,−1), a2 = (2,−3, 3, 1), a3 = (−1, 3,−3,−5),
b1 = (1,−3, 1, 3), b2 = (−1, 5, 1,−5), b3 = (−1, 1,−3,−1).
d). a1 = (2,−1, 0,−1), a2 = (1, 3, 1,−2), a3 = (−2,−6,−2, 4),
b1 = (−2,−1, 3, 3), b2 = (4, 2,−6,−6), b3 = (0, 3, 1, 3).
e). a1 = (−1, 1, 0,−2), a2 = (−3, 3, 2, 2), a3 = (1,−1, 2,−1),
b1 = (0,−2, 1, 0), b2 = (0,−2, 1, 1), b3 = (−1, 3,−2, 2).
f). a1 = (−1, 2, 1, 0), a2 = (−1,−2,−1, 2), a3 = (−3,−6,−3, 6),
b1 = (1,−3,−1, 2), b2 = (−2, 5, 2,−2), b3 = (0,−3, 0, 6).

59. Для подпространств V1 и V2 всех решений однородных систем
уравнений найти размерность s и базис суммы V1 + V2, размерность d
и базис пересечения V1 ∩ V2.
a). V1: −2x2−3x3−2x4 = 0, x1+x2+3x3+3x4 = 0 и V2: −x1+x2−x4 = 0.
b). V1: x2−2x3+x4 = 0 и V2: 2x1−6x3+6x4 = 0, x1−2x2−3x3+7x4 = 0.
c). V1: 3x1−2x4 = 0, 6x1−3x2−9x3+x4 = 0 и V2: 9x1−3x2−9x3−x4 = 0,
4x1 − x2 − 3x3 − x4 = 0.
d). V1: 9x1 − 3x3 = 0, 6x1 − x2 − x3 + x4 = 0 и V2: 3x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
3x1 − 6x2 − 5x3 + 6x4 = 0.
e). V1: −x1−x2+6x3+8x4 = 0, x2−3x3−5x4 = 0 и V2: −4x1+6x2−2x3 =
0, 2x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = 0.
f). V1: −2x1 + 4x2− 2x3− 4x4 = 0, −2x2 +x3 +x4 = 0 и V2: 4x1− 2x2 +
x3 + 5x4 = 0.

60. Для подпространства V1, порожденного системой векторов a1,
a2, a3, и подпространства V2 всех решений однородной системы урав-
нений, найти размерность s и базис суммы V1 + V2, размерность d и
базис пересечения V1 ∩ V2.
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a). a1 = (1,−3,−1,−2), a2 = (0, 1,−3, 1), a3 = (1,−4, 2,−3), 4x2 +2x3 +
2x4 = 0, −x1 + x2 − x4 = 0.
b). a1 = (3,−3, 0, 2), a2 = (−1, 1,−2, 1), a3 = (4,−4, 2, 1), x1 + x2 = 0.
c). a1 = (−1, 1,−3, 1), a2 = (1, 2, 1, 3), a3 = (1,−4, 5,−5), −2x1 + 2x2 −

8x3 + 2x4 = 0, −3x1 − 2x2 − 2x3 + 3x4 = 0.
d). a1 = (−2, 2,−1, 2), a2 = (3, 0, 1,−1), a3 = (−9, 6,−4, 7), −6x1 +3x2 +
18x3 = 0, −4x1 + 3x2 + 10x3 − 2x4 = 0.
e). a1 = (0, 0, 3,−2), a2 = (3, 2,−2,−1), a3 = (3,−3,−2,−1), 2x1−3x2 =
0.
f). a1 = (−3,−2, 1,−2), a2 = (1,−2, 5, 0), a3 = (3, 2,−1, 2), −x1 + 6x2 +

4x3 + x4 = 0, −x1 − 6x2 − 5x3 − 2x4 = 0.



ГЛАВА 3

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Прямота достойна уважения, мой мальчик... Но мир из-
менчив и противоречив, и идущий по прямой линии до-
стигнет ли цели? Фихиро.

Основные определения

Будем по-прежнему рассматривать числовые поля: поле действи-
тельных (вещественных) чисел R, поле компле́ксных чисел C и иногда,
быть может, поле рациональных чисел Q. Буквой F будем обозначать
одно из этих полей. Пусть V — линейное пространство над полем F.
Будут использоваться следующие линейные пространства со стандарт-
ными операциями сложения векторов и умножения на число: Rn (Cn,
Qn) — линейное пространство всех вектор–столбцов, состоящих из n ве-
щественных (соответственно компле́ксных, рациональных) элементов,
причем любое из этих пространств будет обозначаться Fn; Mn(F) — ли-
нейное пространство всех квадратных матриц порядка n с элементами
из поля F; F[x] — линейное пространство всех многочленов с коэффици-
ентами из поля F и от одной неизвестной x; F[x]n — подпространство
всех многочленов степени не больше n линейного пространства F[x];
V3(O) (V2(O)) — линейное пространство всех векторов пространства
(плоскости) с началом в начале координат.

Отображение A, действующее из V в V, называется линейным опе-
ратором1, если для любых чисел α, β ∈ F и любых векторов x,y ∈ V

A(αx + βy) = αA(x) + βA(y). (3.1)
Условие (3.1) характеризует "линейность"отображения A. Значит, ли-
нейный оператор — это линейное отображение из линейного простран-
ства в это же линейное пространство. Иногда удобно линейность в опре-
делении линейного оператора заменить двумя условиями, которые в
совокупности равносильны линейности: отображение A : V → V явля-
ется линейным оператором, если и только если для любого числа α ∈ F
и любых векторов x,y ∈ V

A(x + y) = A(x) +A(y), A(αx) = αA(x). (3.2)
1Чтобы не усложнять изложение, не будем рассматривать операторы, действу-

ющие из одного линейного пространства в другое.
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Первое условие в (3.2) называется аддитивностью, второе — однородно-
стью отображения A. В теории линейных операторов принято писать
Ax вместо A(x) (так же как вместо sin(x) пишут sinx), и мы будем
придерживаться этого правила в тех случаях, когда это не приводит к
недоразумению.

Множество всех линейных операторов, действующих из V в V будем
обозначать L(V) и будем говорить, что линейный оператор A ∈ L(V)
действует в V (заметим, что линейные операторы из этого множества
имеют традиционное название "линейные преобразования линейного
пространства V").

Линейный оператор, переводящий любой вектор в ноль-вектор, на-
зывается нулевым оператором или ноль-оператором. Ноль-оператор
обычно обозначается символом O. Таким образом, Ox = 0 для любого
x ∈ V.

Линейный оператор, переводящий любой вектор в этот же вектор,
называется единичным оператором. Единичный оператор обычно обо-
значается символом I. Таким образом, Ix = x для любого x ∈ V.

Любой линейный оператор A переводит ноль-вектор в ноль-вектор,
то есть A0 = 0.

Пусть u1, u2,. . . , um — полная система векторов (например базис)
линейного пространства V. Для того, чтобы задать линейный оператор
A на всем пространстве V достаточно знать векторы v1 = Au1, v2 =
Au2, . . . , vm = Aum. Тогда на произвольном векторе x = α1u1+α2u2+
· · ·+αmum ∈ V линейный оператор A задается по формуле Ax = α1v1+
α2v2 + · · ·+ αmvm (продолжается по линейности).
Пример 54 Будет ли линейным оператором отображение A, действую-
щее в V = Rn по следующему правилу: для любого вектора x ∈ Rn его
образ Ax получается умножением вещественной квадратной матрицы
M порядка n на вектор x, то есть

Ax = M · x.
Решение. Первое, что нужно проверить — это корректность задания

отображения. Другими словами, нужно проверить то, что отображение
действительно действует из V в V. Так как после умножения матрицы
M на вектор x ∈ Rn получается вектор-столбец с n элементами, то
действительно отображение A действует из Rn в Rn. Далее, линейность
отображения A нетрудно проверить, если воспользоваться известными
свойствами операций сложения и умножения матриц:

A · (B + C) = A · B + A · C, A · (αB) = α(A · B), α ∈ F.
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Тогда

A(αx + βy) = M · (αx + βy) = M · (αx) + M · (βy) =
= α(M · x) + β(M · y) = αAx + βAy

для любых чисел α, β ∈ R и любых векторов x,y ∈ Rn. Следовательно,
данное отображение является линейным оператором.

Пример 55 Будет ли линей-
ным оператором в V = V2(O)
отображение, поворачивающее
каждый вектор плоскости во-
круг начала координат на угол
ϕ (положительное направление
— против часовой стрелки).
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Решение. Очевидно, что отображение действительно действует в ли-
нейном пространстве всех векторов плоскости с началом в начале ко-
ординат. Для данного отображения проще проверить его однородность
и аддитивность по отдельности, чем проверять его линейность. Для
α > 0 векторы
x и αx лежат на одном и том же
луче, выходящем из начала коорди-
нат, причем длина второго вектора в
α раз больше длины первого векто-
ра (это не значит, что второй вектор
всегда больше). После поворота их на
угол ϕ мы получим векторы Ax и
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A(αx) соответственно. Они также будут лежать на одном луче, и длина
вектора A(αx) будет в α раз больше длины вектора Ax. Но это значит,
что если последний вектор умножить на α, то получится предыдущий
вектор, то есть αAx = A(αx). Для α < 0 векторы x и αx лежат на
одной и той же прямой, проходящей через начало координат, и направ-
лены в разные
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стороны, причем длина второго век-
тора в |α| раз больше длины первого
вектора. После поворота их на угол
ϕ мы получим векторы Ax и A(αx)
соответственно. Они также будут ле-
жать на одной прямой, направлены
в разные стороны, и длина вектора
A(αx) в |α| раз больше длины векто-
ра Ax. Но это значит, что если по-
следний вектор умножить на α, то
получим предыдущий вектор, то есть
αAx = A(αx). При α = 0 правая и
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левая части проверяемого условия равны нулю и, значит, равны. По-
кажем теперь, что имеет место равенство A(x + y) = Ax + Ay (адди-
тивность
отображения). При повороте плоско-
сти не меняются длины отрезков и
углы между ними. Значит, при по-
вороте параллелограмм переходит в
параллелограмм, при этом диагональ
переходит в диагональ. Пусть векто-
ры x и y совпадают со сторонами
параллелограмма и x + y — с его
диагональю. После поворота сторо-
ны параллелограмма соответственно
совпадают с Ax и Ay и A(x + y) — с
его диагональю. Но по правилу сло-
жения векторов последний вектор
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A(x+y) = Ax+Ay. Следовательно, отображение A является линейным

оператором.
Пример 56 Будет ли линей-
ным оператором в V = V2(O)
отображение, проектирующее
любой вектор плоскости на ось
Ox параллельно оси Oy. -
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Решение. Так же, как и в предыдущем примере, отображение действу-
ет в линейном пространстве всех векторов плоскости. Проверим теперь
однородность и аддитивность данного отображения.
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Однородность отображения следует
из теоремы Фалеса, которая утвер-
ждает, что параллельные прямые от-
секают на сторонах угла пропорци-
ональные отрезки. Значит, вектор
A(αx) во столько же раз длиннее век-
тора Ax, во сколько раз вектор αx
длиннее вектора x. При этом направ-
ление векторов A(αx), Ax так же как
и векторов αx, x совпадают при α > 0
и разные при α < 0. При α = 0 век-
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торы A(αx) и αAx равны нулю. Следовательно, для всех α и x верно
равенство A(αx) = αAx. Докажем теперь аддитивность отображения.
Пусть

−→
OA = x,

−−→
OB = y, тогда x+y =−−→

OC, Ax =
−−→
OE, Ay =

−−→
OD, A(x + y) =

−−→
OF и равенство A(x + y) = Ax + Ay
равносильно равенству

−−→
OF =

−−→
OE +−−→

OD. Последнее равенство становится
очевидным после следующих рассуж-
дений. Векторы

−→
OA и

−−→
BC равны. Зна-

чит, равны и их проекции на ось Ox,
то есть

−−→
OE =

−−→
DF . Отсюда
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D E F
−−→
OF =

−−→
OD+

−−→
DF =

−−→
OD+

−−→
OE, что и требовалось доказать. Следователь-

но, отображение A является линейным оператором.
Пример 57 Будет ли линейным оператором отображение A, действу-
ющее в линейном пространстве V = C[x]3 всех многочленов от одной
неизвестной x с комплексными коэффициентами и степени не больше
3 по следующему правилу: для любого многочлена f ∈ C[x]3

(Af)(x) = f ′′′(x) + 2xf ′′(x)− f(x).
Решение. Проверим сначала, что отображение действует в линей-

ном пространстве C[x]3. Для любого многочлена f ∈ C[x]3 его третья
производная есть константа и 2xf ′′(x) есть многочлен второй степени.
Поэтому f ′′′ ∈ C[x]3 и 2xf ′′(x) ∈ C[x]3. Тогда Af ∈ C[x]3. Линейность
данного отображения следует из следующего элементарного свойства
производной:

(αf + βg)′ = αf ′ + βg′.
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Действительно

A(αf + βg) = (αf + βg)′′′ + 2x(αf + βg)′′ + αf + βg =
αf ′′′ + βg′′′ + 2x(αf ′′ + βg′′) + αf + βg =
α(f ′′′ + 2xf ′′ + f) + β(g′′′ + 2xg′′ + g) = αAf + βAg.

Следовательно, отображение является линейным оператором.
Пример 58 Будет ли линейным оператором отображение A, действую-
щее в линейном пространстве V = M2(R) всех матриц второго порядка
с вещественными элементами по следующему правилу: для любой мат-
рицы X ∈M2(R)

A(X) =
(

1 2
3 4

)
· X ·

(
5 6
7 8

)
+ X.

Решение. Произведение и сумма матриц второго порядка будет так же
матрицей второго порядка. Значит, отображение действует в линейном

пространстве всех матриц второго порядка. Пусть M1 =
(

1 2
3 4

)
, M2 =(

5 6
7 8

)
. Тогда для любых матриц X,Y ∈M2(F) и любых α, β ∈ F

A(αX + βY) = M1 · (αX + βY) ·M2 + αX + βY =
= αM1 · X ·M2 + βM1 · Y ·M2 + αX + βY =

= α(M1 · X ·M2 + X) + β(M1 · Y ·M2 + Y) = αA(X) + βA(Y),
что и требовалось показать для доказательства линейности отображе-
ния. Значит, отображение A является линейным оператором.
Пример 59 Будет ли линейным оператором отображение A : V → V,
действующее по правилу: Ax = x + a.

Решение. Пусть a 6= 0. Тогда при x = 0 получим A0 = a 6= 0.
Так как любой линейный оператор нулевой вектор переводит в нулевой
вектор, то отображение A не может быть линейным оператором. Если
a = 0, то, очевидно, отображение A, совпадающее с I, будет линейным
оператором.
Пример 60 Будет ли линейным оператором отображение A : R2 → R2,
действующее по правилу: Ax = (x1 + x2

2, x1 − x2), x = (x1, x2) ∈ R2.
Решение. Пусть, например, α = 2, x = (1, 1). Тогда αx = (2, 2),

Ax = (2, 2), A(αx) = (6, 4) и α(Ax) = (4, 4). Значит, A(αx) 6= αAx и,
следовательно, отображение A не является линейным оператором.

Замечание. Можно рассуждать и так. Так как αAx = (αx1+αx2
2, αx1−

αx2) и A(αx) = (αx1 + α2x2
2, αx1 − αx2), то хочется написать, что эти

векторы не равны. Но то, что эти векторы по–разному записаны, еще
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не значит, что они не равны. Невыполнение равенства αAx = A(αx)
означает, что существуют такое число α ∈ R и такой вектор x ∈ R2,
что это равенство не имеет места. Подбором находим, что, например,
для α = −1, x = (0, 1) действительно равенство не выполняется.

Действия с линейными операторами

Деятельность — единственный путь к познанию.
Бернард Шоу.

Суммой линейных операторов A,B ∈ L(V) называется отображение
A+B, действующее в V по правилу:

(A+B)(x) = Ax +Bx, x ∈ V.
Произведением линейного оператора A ∈ L(V) на скаляр α из поля F,
над которым определено линейное пространство V, называется отобра-
жение αA, действующее в V по правилу:

(αA)(x) = α(Ax), x ∈ V.
Сумма линейных операторов и произведение линейного оператора

на скаляр являются линейными операторами, то есть A+B,αA ∈ L(V),
и удовлетворяют следующим свойствам:

1. ∀A,B ∈ L(V) A+B +B +A;
2. ∀A,B,C ∈ L(V) (A+B) + C = A+ (B + C);
3. ∀A ∈ L(V) A+O = A;
4. ∀A ∈ L(V) ∃B ∈ L(V) A+B = O;
5. ∀A,B ∈ L(V) ∀α ∈ F α(A+B) = αA+ αB;
6. ∀A ∈ L(V) ∀α, β ∈ F (α+ β)A = αA+ βA;
7. ∀A ∈ L(V) ∀α, β ∈ F (αβ)A = α(βA);
8. ∀A ∈ L(V) 1 ·A = A;
Оператор B из свойства 4 единственен и B := (−1)A. Его обыч-

но обозначают −A и называют противоположным к оператору A. С
его помощью можно ввести разность операторов по формуле A− B =
A+(−B). Из вышеперечисленных свойств следует, что множество L(V)
с операциями сложения и умножения на скаляр становится линей-
ным пространством. Если размерность конечномерного линейного про-
странства V равна n, то размерность линейного пространства L(V) рав-
на n2. Линейное пространство V бесконечномерно тогда и только тогда,
когда линейное пространство L(V) бесконечномерно.

Пусть A,B ∈ L(V). Тогда произведение операторов AB определяет-
ся как отображение, действующее в V и равное композиции операторов:

(AB)x = A(Bx), x ∈ V.
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Произведение линейных операторов являются линейным операто-
ром, то есть AB ∈ L(V). Для произведения линейных операторов име-
ют место следующие свойства: ∀A,B,C ∈ L(V)

1. C(A+B) = CA+ CB;
2. (A+B)C = AC +BC;
3. (AB)C = A(BC);
4. AI = A, IA = A.
5. A(αB) = (αA)B = α(AB).
Произведение операторов некоммутативно, то есть существуют ли-

нейные операторы A,B ∈ L(V) такие, что AB 6= BA. Значит, L(V)
образует некоммутативную алгебру. В этой алгебре для любого опера-
тора можно определить нулевую и любую натуральную степень:
A0 := I, A1 := A, A2 := AA, A3 := A2A, . . . , An := An−1A, n ∈ N.

Степень линейного оператора удовлетворяет следующим свойствам:
AmAn = AnAm = Am+n, (Am)n = (An)m = Amn.

Для любого многочлена f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an

с коэффициентами из поля F можно определить новый оператор по
формуле

f(A) := a0A
n + a1A

n−1 + · · ·+ an−1A+ anI.

Этот оператор f(A) ∈ L(V). Следует заметить, что, вообще говоря,
AnBn 6= (AB)n.

Это значит, что существуют такие линейные операторы A,B ∈ L(V),
что имеет место последнее неравенство.
Пример 61 Для операторов A и B, действующих в R2 по правилам

Ax = (x1 − x2;x1 − x2)τ , Bx =
(

1 −2
2 3

)
x, x = (x1, x2) ∈ R2, найти

операторы: а). A+B, б). A−B, в). 2A+ 3B, г). AB, д). B2, е). An.
Решение. Запишем оба оператора в одинаковой форме. Например, для
оператора B можно написать так:

Bx =
(

1 −2
2 3

)(
x1

x2

)
=
(
x1 − 2x2

2x1 + 3x2

)
.

а). Тогда по определению суммы операторов

(A+B)x = Ax +Bx =
(
x1 − x2

x1 − x2

)
+
(
x1 − 2x2

2x1 + 3x2

)
=
(

2x1 − 3x2

3x1 + 2x2

)
.

Таким образом, (A + B)x = (2x1 − 3x2; 3x1 + 2x2)τ . Этот оператор,

конечно, можно записать и в такой форме: (A+B)x =
(

2 −3
3 2

)
x.

б). По определению разности операторов (A−B)x = Ax+ (−B)x =

Ax−Bx. Тогда (A−B)x = (x2;−x1−4x2)τ или (A−B)x =
(

0 1
−1 −4

)
x.
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в). Вычисления можно провести также, как и в предыдущих пунк-
тах. А можно первый оператор записать как оператор умножения на
матрицу

Ax =
(

1 −1
1 −1

)
x.

Тогда

(2A+ 3B)x = 2Ax + 3Bx = 2
(

1 −1
1 −1

)
x + 3

(
1 −2
2 3

)
x =

(
5 −8
8 7

)
x.

г). По определению произведения операторов

(AB)x = A(Bx) =

A

(
1 −2
2 3

)
x =

(
1 −1
1 −1

)(
1 −2
2 3

)
x =

(
−1 −5
−1 −5

)
x. (3.3)

Таким образом, если операторы есть операторы умножения слева на
некоторые матрицы, то их произведение есть оператор умножения сле-
ва на матрицу, равную произведению (в том же порядке) исходных
матриц.

д). Так как B2 = BB, то из предыдушего пункта следует, что нуж-
но лишь найти произведение матрицы, задающей оператор, на себя.
Проверьте правильность вычисления следующего произведения:(

1 −2
2 3

)(
1 −2
2 3

)
=
(
−3 −8

8 5

)
.

Таким образом,

B2x =
(
−3 −8

8 5

)
x.

е). Так как A2 = AA, A3 = AA2, . . . ,An = AAn−1, то достаточно най-
ти n – ю степень матрицы, задающей оператор. Возведем сначала эту
матрицу во вторую степень:(

1 −1
1 −1

)(
1 −1
1 −1

)
=
(

0 0
0 0

)
.

Очевидно, что все последующие степени матрицы будут равны нуле-
вой матрице. Оператор умножения на нулевую матрицу есть, очевидно,
нулевой оператор. Значит, An = O при n > 1.
Пример 62 Пусть P — оператор проектирования плоскости (проекти-
рования любого вектора плоскости) на ось Ox параллельно оси Oy, Q
— оператор проектирования плоскости на ось Oy параллельно оси Ox.
Найти операторы: а) P +Q, б) PQ, в) Q+ 2P , г) P −Q, д) Pn, е) Qn.
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Решение. Пусть x — произ-
вольный вектор плоскости.
a). Так как Px + Qx = x,
то сумма операторов P и Q
равна единичному оператору:
P +Q = I. -

6

O x

y

�
�

�
���

-

6 x

Px

Qx

б). Из того, что (PQ)x = P (Qx) = 0, следует, что произведение опера-
торов P и Q равно нулевому оператору: PQ = O. Аналогично, QP = O.
в). Оператор 2P проектирует
вектор x на ось абсцисс и дли-
ну полученного вектора увели-
чивает в два раза. Тогда полу-
чаем, что оператор Q+2P дей-
ствует следующим образом: он
растягивает вектор в два раза
вдоль оси Ox.
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г). Для любого вектора x имеет место равенство (P −Q)x = Px−Qx.

Очевидно, что вектор Px−Qx
симметричен вектору x отно-
сительно оси Ox. Значит, опе-
ратор P − Q есть оператор
зеркального отражения отно-
сительно оси Ox.
д). Так как P 2x = P (Px) =
Px, то P 2 = P . Далее получа-
ем P 3 = PP 2 = PP = P 2 = P .
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Аналогично, P 4 = P , P 5 = P и так далее. Таким образом, Pn = P для
любого натурального n. Нулевая степень любого оператора, по опреде-
лению, равна единичному оператору. Значит, P 0 = I.
е). Аналогично, Qn = Q для любого натурального n и Q0 = I.
Пример 63 Найти а). A+B; б). 2A; в). AB; г). BA; д). A3; е). An; ж).
B2 для дифференциальных операторов A и B, действующих в про-
странстве C[x]3 всех многочленов степени не больше 3 по формулам
Af = f ′ − f , Bf = f ′′′ + 3f ′′ − 2f ′.
Решение. Пусть f — произвольный многочлен из C[x]3.

a). Так как по определению суммы операторов
(A+B)f = Af +Bf = f ′ − f + f ′′′ + 3f ′′ − 2f ′,

то
(A+B)f = f ′′′ + 3f ′′ − f ′ − f.
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б). Так как
(2A)f = 2Af = 2(f ′ − f),

то оператор 2A действует по правилу:
(2A)f = 2f ′ − 2f.

в). По определению произведения операторов

(AB)f = A(Bf) = A(f ′′′ + 3f ′′ − 2f ′) =
= (f ′′′+3f ′′−2f ′)′−(f ′′′+3f ′′−2f ′) = f ′′′′+3f ′′′−2f ′′−f ′′′−3f ′′+2f ′.
Так как для любого многочлена f степени не больше 3 имеет место
равенство f ′′′′ = 0, то получаем после упрощения, что

(AB)f = 2f ′′′ − 5f ′′ + 2f ′.
г). Аналогично,

(BA)f = B(Af) = B(f ′ − f) =
(f ′− f)′′′ + 3(f ′− f)′′− 2(f ′− f)′ = f ′′′′− f ′′′ + 3f ′′′− 3f ′′− 2f ′′ + 2f ′.
После приведения подобных членов с учетом равенства f ′′′′ = 0 полу-
чаем, что

(BA)f = 2f ′′′ − 5f ′′ + 2f ′.
Сравнивая операторы AB и BA, видим, что AB = BA.

д). Очевидно, что A1f = f ′ − f . Далее,
A2f = A(Af) = (f ′ − f)′ − (f ′ − f) = f ′′ − f ′ − f ′ + f.

Значит, вторую степень оператора A можно вычислять по формуле
A2f = f ′′− 2f ′ + f . Найдем третью степень оператора A. По определе-
нию

A3f = A(A2f) = (f ′′ − 2f ′ + f)′ − (f ′′ − 2f ′ + f) =
= f ′′′ − 2f ′′ + f ′ − f ′′ + 2f ′ − f.

Тогда
A3f = f ′′′ − 3f ′′ + 3f ′ − f.

е). В предыдущем пункте найдены первые три степени оператора
A. Полученные формулы наводят на мысль, что в общем случае нужно
использовать биномиальные коэффициенты Ck

n. Чтобы не ошибиться в
формулировке окончательного результата, найдем еще четвертую сте-
пень оператора A:

A4f = A(A3f) = (f ′′′ − 3f ′′ + 3f ′ − f)′ − (f ′′′ − 3f ′′ + 3f ′ − f) =
= f ′′′′ − 3f ′′′ + 3f ′′ − f ′ − f ′′′ + 3f ′′ − 3f ′ + f.

Значит,
A4f = −4f ′′′ + 6f ′′ − 4f ′ + f,
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так как производная f (n) = 0 при любом n > 3. Анализируя получен-
ные формулы, можно предположить, что в общем случае

Anf = (−1)n(f − C1
nf

′ + C2
nf

′′ − C3
nf

′′′).
Здесь предполагается, что Ck

n = 0 при k > n. Тогда нетрудно прове-
рить, что формула действительно справедлива при n = 1, 2, 3, 4. Для
доказательства ее в общем случае воспользуемся методом математи-
ческой индукции. Осталось показать, что, если формула справедлива
для степени n, то она справедлива и для степени n+ 1. Найдем An+1:

An+1f = A(Anf) =

= (−1)n(f −C1
nf

′+C2
nf

′′−C3
nf

′′′)′− (−1)n(f −C1
nf

′+C2
nf

′′−C3
nf

′′′) =

= (−1)n(f ′ − C1
nf

′′ + C2
nf

′′′ − C3
nf

′′′′ − f + C1
nf

′ − C2
nf

′′ + C3
nf

′′′) =

= (−1)n(−f + (1 + C1
n)f ′ − (C1

n + C2
n)f ′′ + (C2

n + C3
n)f ′′′).

Для биномиальных коэффициентов справедливо равенство Ck
n+Ck+1

n =
Ck+1

n+1 (на этом равенстве основан способ вычисления биномиальных ко-
эффициентов с использованием треугольника Паскаля). Так как C0

n =
1, то суммы биномиальных коэффициентов во всех скобках можно за-
менить на один биномиальный коэффициент. Тогда

An+1f = (−1)n+1(f − C1
n+1f

′ + C2
n+1f

′′ − C3
n+1f

′′′),
что и требовалось доказать.

ж). Так же как в пункте д) находим

B2f = B(Bf) = (f ′′′+3f ′′−2f ′)′′′+3(f ′′′+3f ′′−2f ′)′′−2(f ′′′+3f ′′−2f ′)′ =

= f (6) + 3f (5) − 2f ′′′′ + 3f (5) + 9f ′′′′ − 6f ′′′ − 2f ′′′′ − 6f ′′′ + 4f ′′.

Так как f (n) = 0 для любого n > 3, то
B2f = −12f ′′′ + 4f ′′.

Матрица линейного оператора

Не спрашиваете и правильно делаете: воздерживаясь от
вопросов, мы тешим себя иллюзией, что когда-нибудь
узнаем ответы.
Жозе Сарамаго «Год смерти Рикардо Рейса».

Пусть линейное пространство V имеет конечную не равную нулю раз-
мерность n над полем F и e1, e2, . . . , en — произвольный базис про-
странства V. Если A ∈ L(V), то векторы Ae1 = v1, Ae2 = v2, . . . , Aen =
vn принадлежат пространству V и могут быть разложены по базису



Матрица линейного оператора 155

e1, e2, . . . , en:
Ae1 = a1,1e1 + a2,1e2 + · · ·+ an,1en,
Ae2 = a1,2e1 + a2,2e2 + · · ·+ an,2en,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Aen = a1,ne1 + a2,ne2 + · · ·+ an,nen.

Квадратная матрица

Ae =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n


порядка n называется матрицей линейного оператора A в базисе e. Мат-
рица линейного оператора обладает следующими свойствами:

1. Для любого A ∈ L(V) и любого x ∈ V имеет место равенство
(Ax)e = Aexe; (3.4)

2. матрица единичного (нулевого) оператора является единичной
(нулевой) матрицей:

Ie = E; (Oe = O; ) (3.5)
3. матрица суммы операторов равна сумме матриц этих операторов:

(A+B)e = Ae +Be ∀A,B ∈ L(V); (3.6)
4. матрица произведения оператора на скаляр равна произведению

матрицы оператора на этот скаляр:
(αA)e = αAe ∀A ∈ L(V) ∀α ∈ F; (3.7)

5. матрица произведения операторов равна произведению матриц
этих операторов:

(AB)e = AeBe ∀A,B ∈ L(V); (3.8)
6. Пусть e и u — базисы пространства V и Pe→u — матрица перехода

от базиса e к базису u. Тогда для любого оператора A ∈ L(V) имеет
место равенство

Au = Pu→eAePe→u. (3.9)
Это равенство, ввиду обратимости матрицы перехода, можно записать
либо так

Au = P−1
e→uAePe→u, (3.10)

либо так
Pe→uAu = AePe→u, (3.11)

либо так
AuPu→e = Pu→eAe. (3.12)

7. Определитель матрицы линейного оператора не зависит от бази-
са.
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Отображение, каждому линейному оператору A ∈ L(V) ставящее
в соответствие его матрицу Ae в (фиксированном) базисе e, является
взаимно однозначным. Если учесть свойства (3.6) и (3.7), то эта би-
екция (взаимно однозначное отображение) становится изоморфизмом
линейных пространств всех линейных операторов, действующих в V, и
всех матриц с элементами из F порядка n = dim V(<∞).

Определителем линейного оператора A, действующего в конечно-
мерном линейном пространстве V, называется определитель его матри-
цы Ae в каком-нибудь базисе e. Определитель оператора A обозначает-
ся detA. Таким образом, по определению detA := |Ae|. Если detA = 0,
то линейный оператор A называется вырожденным. В противном слу-
чае — невырожденным.
Пример 64 Найти матрицу и определитель линейного оператора пово-
рота плоскости на угол ϕ вокруг начала координат с положительным
направлением против часовой стрелки.
Решение. Пусть векторы e1, e2 образуют ортонормированный базис на
плоскости. Воспользуемся определением матрицы оператора и найдем

ее.

Для этого векторы Ae1, Ae2 нужно
разложить по базису e1, e2. Легко ви-
деть, что

Ae1 = cosϕ · e1 + sinϕ · e2,
Ae2 = − sinϕ · e1 + cosϕ · e2.

-

6

O x

y

�
�

��7

-

6

Z
Z

ZZ}
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Ae1

e1

e2

ϕ
ϕ

Тогда матрица оператора A в базисе e имеет вид

Ae =
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
Ее определитель |Ae| = cos2 ϕ + sin2 ϕ = 1. Значит, определитель опе-
ратора поворота плоскости на произвольный угол равен 1. Это можно
записать так: detA = 1. Определитель оператора не равен нулю, сле-
довательно, оператор A невырожден.
Пример 65 Найти матрицу и определитель линейного оператора A,
действующего в трехмерном пространстве всех геометрических векто-
ров по формуле Ax = a × x, где a = a1i + a2j + a3k — некоторый
фиксированный вектор и значок × обозначает векторное произведение
двух векторов.
Решение. Выберем в качестве базиса систему, состоящую из векторов
e1 = i, e2 = j, e3 = k. Тогда в этом базисе вектор a будет иметь
координаты (a1, a2, a3), а векторы i, j, k будут иметь соответственно
координаты (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). По определению, для того, чтобы
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найти матрицу линейного оператора, нужно подействовать оператором
на базисные векторы и полученные векторы разложить в линейную
комбинацию базисных векторов. Последовательно

Ai = a× i =

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3

1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = a3j− a2k,

Aj = a× j =

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3

0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −a3i + a1k,

Ak = a× k =

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = a2i− a1j.

Мы получили, что
Ai = 0i + a3j− a2k,

Aj = −a3i + 0j + a1k,

Ak = a2i + a1j + 0k.
Записывая в матрицу по столбцам найденные коэффициенты разложе-
ния, получим матрицу оператора

Ae =

 0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

 .

Для того, чтобы найти определитель линейного оператора A, достаточ-
но найти определитель его матрицы, что мы и предпримем:

|Ae| =

∣∣∣∣∣∣
0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

∣∣∣∣∣∣ = −a1a2a3 + a1a2a3 = 0.

Следовательно, определитель линейного оператора равен нулю, а сам
оператор является вырожденным.
Пример 66 Доказать, что существует единственный линейный опера-
тор, действующий в трехмерном линейном пространстве V и переводя-
щий вектор a1 = (1, 2, 1) в вектор b1 = (3, 4, 4), вектор a2 = (2,−1,−1)
в вектор b2 = (2, 2, 4) и a3 = (0, 2, 1) в b3 = (2, 2, 2). Найти его матрицу
в базисе, в котором даны координаты всех векторов.
Решение. Будем вести все вычисления в базисе e, в котором даны ко-
ординаты всех векторов. Тогда по свойству (3.4) линейный оператор A
есть оператор умножения слева на матрицу M = Ae. Если умножить
матрицу M на вектор-столбцы a1, a2, a3, то получим соответственно
векторы b1, b2, b3, то есть Mai = bi, i = 1, 2, 3. Запишем векторы
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a1, a2, a3 по порядку столбцами в одну матрицу. Полученную матрицу
обозначим Ma. Точно также построим матрицу Mb, записав в нее по по-
рядку столбцами векторы b1, b2, b3. Равенство M·a1 = b1 означает, что
произведение матрицы M на первый столбец матрицы Ma есть первый
столбец матрицы Mb. Аналогично для второго и третьего столбцов. Но
эти три равенства означают, что произведение матрицы M на матрицу
Ma есть матрица Mb: M·Ma = Mb. В последнем равенстве матрицы Ma и
Mb известны. Если это матричное уравнение имеет единственное реше-
ние M, то и линейный оператор A существует и единственен. Для того,
чтобы решить матричное уравнение, протранспонируем его. Тогда Mτ

будет решением матричного уравнения Mτ
aX = Mτ

b с неизвестной мат-
рицей X. Запишем соответствующую расширенную матрицу и найдем
решение 1 2 1 3 4 4

2 −1 −1 2 2 4
0 2 1 2 2 2

 C1 − C3

∼
C2 + C3

 1 0 0 1 2 2
2 1 0 4 4 6
0 2 1 2 2 2

 ∼
C2 − 2C1

∼

 1 0 0 1 2 2
0 1 0 2 0 2
0 2 1 2 2 2

 ∼
C3 − 2C2

 1 0 0 1 2 2
0 1 0 2 0 2
0 0 1 −2 2 −2

 .

Следовательно,

Mτ =

 1 2 2
2 0 2

−2 2 −2

 .

Для того, чтобы найти матрицу линейного оператора, осталось про-
транспонировать последнюю матрицу. Очевидно, что матрица линей-
ного оператора существует и единственна. Значит, линейный оператор
также существует и единственен, и его матрица

Ae =

 1 2 −2
2 0 2
2 2 −2

 .

Пример 67 Линейный оператор A в базисе e1 = (−1,−2,−2), e2 =
(1, 1, 1), e3 = (1, 0, 1) имеет матрицу

Ae =

0 1 −1
3 1 −2
2 2 −3

 .

Найти его матрицу в базисе u1 = (4, 3, 4), u2 = (4, 1, 3), u3 = (1,−1, 0).
Решение. Будем искать матрицу Au оператора A, используя формулу
3.11. Из нее следует, что нужно сначала найти матрицу Pe→u перехода
от базиса e к базису u, затем умножить матрицу Ae на найденную
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матрицу Pe→u и решить матричное уравнение Pe→uX = B, где матрица
перехода Pe→u известна, матрица B = AePe→u и неизвестная матрица
X = Au.

По алгоритму нахождения матрицы перехода −1 1 1 4 4 1
−2 1 0 3 1 −1
−2 1 1 4 3 0

 ∼
C3 − C1

 −1 1 1 4 4 1
−2 1 0 3 1 −1
−1 0 0 0 −1 −1

 .

Когда основная матрица системы приведена к ступенчатой (в част-
ности, к треугольной) форме, для следующего шага метода последо-
вательных исключений ведущий элемент выгоднее выбирать в самой
нижней ненулевой строке. Затем, последующие ведущие элементы сле-
дует выбирать, двигаясь снизу вверх. Это, как правило, уменьшает чис-
ло необходимых арифметических операций. (Правда, при вычислениях
вручную, это не всегда удобно из-за неудачных элементов матрицы.)
Выполним далее следующие элементарные преобразования: прибавим
к первой строке третью, умноженную на −1, и прибавим ко второй
строке третью, умноженную на −2. Тогда 0 1 1 4 5 2

0 1 0 3 3 1
−1 0 0 0 −1 −1

 C1 − C2

∼
−C3

 0 0 1 1 2 1
0 1 0 3 3 1
1 0 0 0 1 1

 .

Необходимо, чтобы основная матрица системы была приведена к еди-
ничной матрице. Для этого осталось поменять строки местами 1 0 0 0 1 1

0 1 0 3 3 1
0 0 1 1 2 1

 .

Теперь справа от черты в расширенной матрице стоит искомая матрица
перехода. Таким образом,

Pe→u =

 0 1 1
3 3 1
1 2 1

 . (3.13)

Умножим теперь матрицу Ae на матрицу Pe→u

AePe→u =

0 1 −1
3 1 −2
2 2 −3

 0 1 1
3 3 1
1 2 1

 =

2 1 0
1 2 2
3 2 1

 = B. (3.14)

Осталось решить матричное уравнение Pe→uX = B. Запишем соответ-
ствующую расширенную матрицу и с помощью метода последователь-
ных исключений приведем основную матрицу к единичной 0 1 1 2 1 0

3 3 1 1 2 2
1 2 1 3 2 1

 ∼
C2 − 3C3

 0 1 1 2 1 0
0 −3 −2 −8 −4 −1
1 2 1 3 2 1

 C2 + 2C1

∼
C3 − C1
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∼

 0 1 1 2 1 0
0 −1 0 −4 −2 −1
1 1 0 1 1 1

 C1 + C2

∼
C3 + C2

 0 0 1 −2 −1 −1
0 −1 0 −4 −2 −1
1 0 0 −3 −1 0

 .

Осталось поменять местами строки расширенной матрицы и знак во
второй строке. Тогда получим 1 0 0 −3 −1 0

0 1 0 4 2 1
0 0 1 −2 −1 −1

 .

Справа от черты стоит искомая матрица. Таким образом,

Au =

 −3 −1 0
4 2 1

−2 −1 −1

 .

Замечание. Может показаться, что формула (3.9) более удобна для вы-
числений. Однако, если посмотреть, что нужно вычислять, то выяснит-
ся следующее. Матрицу перехода нужно находить при использовании
любой формулы. Далее, приходится искать либо обратную к матрице
перехода, либо решать матричное уравнение. По сложности вычисле-
ний эти задачи не сильно отличаются. В алгоритме по формуле (3.11)
еще есть одно произведение матриц, а вот в алгоритме по формуле (3.9)
вычислять произведение матриц нужно дважды. Таким образом, фор-
мула (3.9) менее удобна. Конечно, если даны матрицы большого числа
операторов в одном базисе и нужно найти матрицы этих операторов в
другом базисе, то формула (3.9) более выгодна для вычислений. Толь-
ко поэтому рассмотрим и этот алгоритм. Выше в (3.13) была найдена
матрица перехода

Pe→u =

 0 1 1
3 3 1
1 2 1

 .

Требуется найти также Pu→e. Для этого можно поступить так же, как
при вычислении матрицы Pe→u. Однако, проще найти обратную матри-
цу к Pe→u. По алгоритму ее вычисления нужно записать расширенную
матрицу матричного уравнения Pe→uX = E (X — искомая матрица, E
— единичная матрица). Основная матрица расширенной матрицы есть
Pe→u, правая часть — матрица E. Тогда приведем основную матрицу к
единичной с помощью элементарных преобразований строк 0 1 1 1 0 0

3 3 1 0 1 0
1 2 1 0 0 1

 C2 − 3C3

∼

 0 1 1 1 0 0
0 −3 −2 0 1 −3
1 2 1 0 0 1

 C2 + 3C1

∼
C3 − 2C1

∼

 0 1 1 1 0 0
0 0 1 3 1 −3
1 0 −1 −2 0 1

 C1 − C2

∼
C3 + C2

 0 1 0 −2 −1 3
0 0 1 3 1 −3
1 0 0 1 1 −2

 .
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Поменяем местами строки расширенной матрицы так, чтобы основная
матрица стала единичной 1 0 0 1 1 −2

0 1 0 −2 −1 3
0 0 1 3 1 −3

 .

Таким образом, матрица перехода

Pu→e =

 1 1 −2
−2 −1 3

3 1 −3

 .

Осталось перемножить матрицы в указанном порядке. Сначала най-
дем, например, произведение AePe→u. Это произведение у нас уже вы-
числено выше в (3.14)

AePe→u =

2 1 0
1 2 2
3 2 1

 .

Осталось эту матрицу умножить слева на матрицу Pu→e

Au = Pu→e(AePe→u) =

=

 1 1 −2
−2 −1 3

3 1 −3

 2 1 0
1 2 2
3 2 1

 =

 −3 −1 0
4 2 1

−2 −1 −1

 .

В результате получили ту же матрицу, что и раньше.
Пример 68 Линейный оператор A, действующий в линейном простран-
стве R[x]2 всех многочленов степени не больше 2 с вещественными ко-
эффициентами, в базисе f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x2 имеет матрицу

Af =

 1 −2 3
−2 2 −3

1 1 0

 .

Найти его матрицу в базисе g0(x) = −2 + x + x2, g1(x) = 2x − x2,
g2(x) = −1− x+ x2.
Решение. Очевидно, что каждый вектор базиса g дан в виде разложе-
ния в линейную комбинацию по векторам базиса f : g0 = −2f0 + f1 + f2,
g1 = 2f1 − f2, g2 = −f0 − f1 + f2. Тогда, по определению матрицы пе-
рехода, коэффициенты в линейных комбинациях есть коэффициенты
в столбцах матрицы перехода Pf→g. Следовательно, получаем

Pf→g =

 −2 0 −1
1 2 −1
1 −1 1

 .

Воспользуемся формулой (3.11)
Pf→gAg = AfPf→g.
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Матрица Af и матрица перехода Pf→g известны. Найдем их произве-
дение (слева матрица Af , справа матрица Pf→g)

AfPf→g =

=

 1 −2 3
−2 2 −3

1 1 0

 −2 0 −1
1 2 −1
1 −1 1

 =

 −1 −7 4
3 7 −3

−1 2 −2

 = B.

Осталось решить матричное уравнение Pf→gX = B. Запишем соответ-
ствующую расширенную матрицу этого матричного уравнения и с по-
мощью метода последовательных исключений приведем основную мат-
рицу к единичной −2 0 −1 −1 −7 4

1 2 −1 3 7 −3
1 −1 1 −1 2 −2

 ∼
C2 + 2C3

∼

 −2 0 −1 −1 −7 4
3 0 1 1 11 −7
1 −1 1 −1 2 −2

 C2 + C1

∼
C3 + C1

∼

 −2 0 −1 −1 −7 4
1 0 0 0 4 −3

−1 −1 0 −2 −5 2

 C1 + 2C2

∼
C3 + C2

 0 0 −1 −1 1 −2
1 0 0 0 4 −3
0 −1 0 −2 −1 −1

 .

Поменяем местами строки расширенной матрицы и, где необходимо,
знаки в них для того, чтобы основная матрица стала единичной 1 0 0 0 4 −3

0 1 0 2 1 1
0 0 1 1 −1 2

 .

Значит, искомая матрица найдена и

Ag =

 0 4 −3
2 1 1
1 −1 2

 .

Пример 69 Линейный оператор A в базисе e1, e2, e3 имеет матрицу

Ae =

 1 1 3
−1 2 1

2 0 1

 .

Найти его матрицу в базисе u1, u2, u3, если e1 = u1 − 2u3, e2 =
−u1 + u2 + u3, e3 = −2u1 + 2u2 + 3u3.
Решение. Так как векторы базиса e разложены по базису u, то сразу
можно выписать матрицу перехода от базиса u к базису e:

Pu→e =

 1 −1 −2
0 1 2

−2 1 3

 .
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В этом случае удобно применить формулу (3.12): AuPu→e = Pu→eAe.
Найдем сначала произведение Pu→eAe:

Pu→eAe =

 1 −1 −2
0 1 2

−2 1 3

 1 1 3
−1 2 1

2 0 1

 =

 −2 −1 0
3 2 3
3 0 −2

 = B.

Теперь искомую матрицу Au нужно находить из равенства AuPu→e =
B. Неизвестная матрица стоит в произведении слева. Для того, что-
бы переместить ее на правое место в произведении, протранспонируем
последнее равенство. Тогда P τ

u→eA
τ
u = Bτ . Значит, матрица Aτ

u есть ре-
шение матричного уравнения P τ

u→eX = Bτ . Запишем соответствующую
ему расширенную матрицу и найдем решение 1 0 −2 −2 3 3
−1 1 1 −1 2 0
−2 2 3 0 3 −2

 ∼
C3 − 2C2

 1 0 −2 −2 3 3
−1 1 1 −1 2 0

0 0 1 2 −1 −2

 C1 + 2C3

∼
C2 − C3

∼

 1 0 0 2 1 −1
−1 1 0 −3 3 2
0 0 1 2 −1 −2

 C2 + C1

∼

 1 0 0 2 1 −1
0 1 0 −1 4 1
0 0 1 2 −1 −2

 .

Решение матричного уравнения стоит справа от черты. После транс-
понирования получим искомую матрицу

Au =

 2 −1 2
1 4 −1

−1 1 −2

 .

Пример 70 Линейный оператор A в базисе v1 = (−2;−3), v2 = (1; 1)

имеет матрицу Av =
(
−1 −3
−3 2

)
. Линейный оператор B в базисе u1 =

(4; 5), u2 = (3; 4) имеет матрицу Bu =
(

2 −2
−4 0

)
. Найти матрицы

линейных операторов A+B и 2A−B в базисе u.
Решение. По свойствам матрицы линейного оператора (A + B)u =
Au +Bu и (2A−B)u = 2Au −Bu. Матрица Bu известна. Нужно найти
матрицу Au. Алгоритм ее нахождения можно посмотреть выше в зада-
нии № 67. Следуя этому алгоритму, найдем сначала матрицу перехода
Pv→u:(

−2 1 4 3
−3 1 5 4

)
C1 − C2

∼

(
1 0 −1 −1
−3 1 5 4

)
∼

C2 + 3C1

(
1 0 −1 −1
0 1 2 1

)
.

Теперь нужно найти произведение матриц AvPv→u = B:

B =
(
−1 −3
−3 2

)(
−1 −1

2 1

)
=
(
−5 −2

7 5

)
.
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Решаем теперь матричное уравнение Pv→uX = B:(
−1 −1 −5 −2

2 1 7 5

)
C1 + C2

∼

(
1 0 2 3
2 1 7 5

)
∼

C2 − 2C1

(
1 0 2 3
0 1 3 −1

)
.

Таким образом, матрица оператора A в базисе u найдена и

Au =
(

2 3
3 −1

)
.

Теперь можно найти матрицу суммы операторов

(A+B)u = Au +Bu =
(

2 3
3 −1

)
+
(

2 −2
−4 0

)
=
(

4 1
−1 −1

)
и матрицу

(2A−B)u = 2Au −Bu =
(

4 6
6 −2

)
−
(

2 −2
−4 0

)
=
(

2 8
10 −2

)
.

Пример 71 Линейный оператор A в базисе e1 = (2;−1), e2 = (1; 1)

имеет матрицу Ae =
(
−1 1

3 −2

)
. Найти а). вектор Ax, если x = (4, 1);

б). вектор y, если Ay = (−2,−17).
Решение. Найдем сначала вектор xe. Для этого нужно разложить век-
тор x в линейную комбинацию по векторам базиса. Коэффициенты
линейной комбинации получим в результате решения системы уравне-
ний (

2 1 4
−1 1 1

)
C1 − C2

∼

(
3 0 3

−1 1 1

)
∼

C2 + C1/3

(
3 0 3
0 1 2

)
.

Отсюда x1 = 1, x2 = 2, то есть xe = (1, 2). Для того, чтобы найти
вектор Ax, найдем сначала его координатный вектор (Ax)e, использую
формулу (Ax)e = Aexe. Тогда

Aexe =
(
−1 1

3 −2

)(
1
2

)
=
(

1
−1

)
.

Значит, (Ax)e = (1,−1). Но тогда, зная этот координатный вектор,
получим, что

Ax = e1 − e2 =
(

2
−1

)
−
(

1
1

)
=
(

1
−2

)
.

б). Найдем в базисе e1, e2 координатный вектор элемента Ay =
(−2,−17). По стандартному алгоритму(

2 1 −2
−1 1 −17

)
C1 − C2

∼

(
3 0 15

−1 1 −17

)
∼

C2 + C1/3

(
3 0 15
0 1 −12

)
.

Отсюда α1 = 5, α2 = −12. Таким образом, (Ay)e = (5,−12). Так как
Aeye = (Ay)e, то элементы вектора ye являются решением системы
уравнений Aeye = (5,−12). Найдем его с помощью метода последова-
тельных исключений(

−1 1 5
3 −2 −12

)
∼

C2 + 2C1

(
−1 1 5

1 0 −2

)
C1 + C2

∼

(
0 1 3
1 0 −2

)
.
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Отсюда y1 = −2, y2 = 3, то есть ye = (−2, 3). Тогда

y = −2e1 + 3e2 = −2
(

2
−1

)
+ 3

(
1
1

)
=
(
−1

5

)
.

Ядро и образ линейного оператора

Кто не знает, куда направляется, очень удивится,
попав не туда. Марк Твен.

Ядром (или нуль-пространством) линейного оператора A ∈ L(V)
называется множество всех элементов из V, которые отображаются
линейным оператором A в нулевой вектор. Ядро оператора A будем
обозначать kerA. Следовательно, по определению

kerA = {x | x ∈ V, Ax = 0}.
Образом линейного оператора A ∈ L(V) называется множество всех
элементов y из V, для которых существует элемент x ∈ V, такой, что
y = Ax. Образ оператора A будем обозначать imA. Значит, по опреде-
лению

imA = {y | y ∈ V,∃x ∈ V,y = Ax}.
То есть, образ оператора A — это множество всех значений отображе-
ния A.

Ядро и образ линейного оператора A ∈ L(V) являются подпро-
странствами пространства V. В частности, ядро и образ линейного
оператора содержат нулевой вектор. Для любых линейных операторов
A,B ∈ L(V) имеют место следующие соотношения: для ядра

kerA ⊂ kerBA
и для образа

imA ⊃ imAB.

Кроме того,
kerA ⊂ kerAk и imA ⊃ imAk (3.15)

для любого натурального числа k. Ядро линейного оператора состоит
только из нулевого вектора тогда и только тогда, когда оператор явля-
ется инъективным2 отображением. Образ линейного оператора состо-
ит только из нулевого вектора тогда и только тогда, когда оператор
является нулевым. Ядро линейного оператора совпадает со всем про-
странством V тогда и только тогда, когда оператор является нулевым.

2Отображение называется инъективным, если для любого вектора y ∈ V или не
существует или существует единственный вектор x ∈ V такой, что y = Ax.
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Образ линейного оператора совпадает со всем пространством V тогда и
только тогда, когда оператор является сюръективным3 отображением.

Пусть e1, . . . , en — базис линейного конечномерного пространства
V. Тогда образ линейного оператора A равен линейной оболочке, по-
рожденной системой векторов Ae1, . . . , Aen:

imA = `(Ae1, . . . , Aen). (3.16)
Образ линейно зависимой системы векторов пространства V являет-
ся линейно зависимой системой векторов этого пространства. Иными
словами, если система векторов x1,x2, . . . ,xk линейно зависима, то и
система векторов Ax1, Ax2, . . . , Axk линейно зависима.

Прообраз линейно независимой системы векторов пространства V
является линейно независимой системой векторов этого пространства.
Иными словами, если система векторовAx1, Ax2, . . . , Axk линейно неза-
висима, то и система векторов x1,x2, . . . ,xk линейно независима.

Если пространство V является конечномерным, то
dim(kerA) + dim(imA) = dim V. (3.17)

Пусть пространство V конечномерно, dim V = n < ∞, V1, V2 его
подпространства и

dim V1 + dim V2 = dim V.
Тогда существует такой линейный оператор A ∈ L(V), что kerA =
V1, imA = V2. Этот линейный оператор можно построить так. Пусть
e1, . . . , ek есть базис подпространства V1 и vk+1, . . . ,vn есть базис под-
пространства V2. Дополним первую систему векторов до базиса про-
странства V. Получим e1, . . . , ek, uk+1, . . . , un. Линейный оператор
достаточно определить на векторах этого базиса. Положим Ae1 = 0,
. . . , Aek = 0, Auk+1 = vk+1, . . . , Aun = vn. На остальные векторы
оператор A продолжается по линейности.

Рангом линейного оператора A ∈ L(V) называется размерность его
образа. Ранг оператора A обозначается rang(A), а также rA или r(A).
Значит, по определению rang(A) = dim imA. Если rang(A) < ∞, то
линейный оператор A называется конечномерным. Из (3.17) следует,
что все операторы A ∈ L(V) конечномерны, если dim V <∞.

Если линейный оператор A действует в конечномерном линейном
пространстве V и e— некоторый базис в V, то ранг линейного оператора
A равен рангу его матрицы в базисе e:

rang(A) = rang(Ae). (3.18)
3Отображение называется сюръективным, если для любого вектора y ∈ V су-

ществует хотя бы один (не обязательно единственный) вектор x ∈ V такой, что
y = Ax.
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Пример 72 Найти базисы ядра и образа линейного оператора A, дей-
ствующего в линейном пространстве R4 по правилу

Ax =


0 2 −3 0
0 1 −2 −1
3 3 −1 1
3 0 2 −2

x.

Чему равен ранг линейного оператора?
Решение. Для того, чтобы найти ядро оператора A, нужно решить
уравнение Ax = 0. Если A есть оператор умножения на матрицу M,
то уравнение принимает вид M · x = 0 и для элементов вектора x =
(x1, x2, x3, x4) есть однородная система уравнений. Тогда ядро опера-
тора A совпадает с подпространством решений однородной системы
уравнений M · x = 0. Найдем базис этого подпространства — фунда-
ментальную систему решений:

0 2 −3 0
0 1 −2 −1
3 3 −1 1
3 0 2 −2

 ∼
C3 − C4


0 2 −3 0
0 1 −2 −1
0 3 −3 3
3 0 2 −2

 ∼
C3/3

∼


0 2 −3 0
0 1 −2 −1
0 1 −1 1
3 0 2 −2


C1 − 2C3

C2 − C3

∼

∼


0 0 −1 −2
0 0 −1 −2
0 1 −1 1
3 0 2 −2


C1 − C2

∼
C3 − C2

C4 + 2C2


0 0 0 0
0 0 −1 −2
0 1 0 3
3 0 0 −6

 .

Отсюда получаем, что второе уравнение системы имеет вид −x3−2x4 =
0, третье уравнение имеет вид x2 +3x4 = 0 и четвертое — 3x1−6x4 = 0.
Тогда общее решение однородной системы уравнений можно записать в
виде x1 = 2x4, x2 = −3x4, x3 = −2x4, ∀x4 ∈ R. Всего у данной системы
уравнений три главных неизвестных (x1, x2, x3) и, следовательно, одно
свободное неизвестное (x4). Значит, фундаментальная система решений
состоит из одного вектора u. Чтобы найти его, возьмем x4 = 1. Тогда
x1 = 2, x2 = −3, x3 = −2 и u = (2,−3,−2, 1). Ядро оператора A теперь
можно представить как линейную оболочку, порожденную найденным
базисом: kerA = `(u). Для того, чтобы найти базис образа оператора
A воспользуемся соотношением (3.16). Из него следует, что, если e1,
e2, e3, e4 — базис линейного пространства, то линейная оболочка, по-
рожденная системой векторов Ae1, Ae2, Ae3, Ae4, совпадает с образом
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оператора A. Выделив максимальную линейно независимую подсисте-
му системы Ae1, Ae2, Ae3, Ae4, получим базис образа оператора A.
Удобно в качестве базиса линейного пространства взять стандартный
базис e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1).
Умножая последовательно матрицу M на на эти векторы-столбцы, по-
лучим, что вектор Ae1 есть первый столбец матрицы M , Ae2, Ae3 и
Ae4 — соответственно второй, третий и четвертый столбцы матрицы
M. С помощью элементарных преобразований матрица системы урав-
нений Mx = 0 уже преобразована к ступенчатой. Ведущие элементы
находятся в первом, втором и третьем столбцах матрицы. Значит, мак-
симальная линейно независимая подсистема системы столбцов состоит
из первого столбца v1 = (0; 0; 3; 3), второго столбца v2 = (2; 1; 3; 0) и
третьего столбца v3 = (−3;−2;−1; 2). Это и есть базис образа операто-
ра A. Так как ранг оператора по определению есть размерность образа
этого оператора, то rang(A) = 3. Образ оператора можно теперь пред-
ставить в виде: imA = `(v1,v2,v3).

Алгоритм нахождения базисов ядра и образа оператора умножения
на матрицу, изложенный выше, без труда обобщается на любой линей-
ный оператор, действующий в конечномерном линейном пространстве.
Дело в том, что, выбирая какой-нибудь базис e линейного простран-
ства, по свойству (3.4) матрицы линейного оператора мы от оператора
A переходим к оператору умножения на матрицу M = Ae. После того,
как найдены базисы ядра и образа оператора умножения на матрицу
M, по ним находим базисы ядра и образа исходного оператора A такие,
что их координатные векторы в базисе e совпадают с векторами базисов
ядра и образа оператора умножения на матрицу M. Проиллюстрируем
этот алгоритм двумя примерами.
Пример 73 Найти базисы ядра и образа линейного оператораA : C[x]3 →
C[x]3, действующего в линейном пространстве C[x]3 всех многочленов
степени не выше 3 с комплексными коэффициентами по правилу

(Af)(x) = (2 + x)f ′′′(x) + (1 + x− x2)f ′′(x) + 3xf ′(x)− 3f(x).
Чему равен ранг линейного оператора?
Решение. Выберем какой-нибудь базис в пространстве C[x]3. Можно,
например, взять следующую систему: 125+256x, −13+20501x, π+x−
2x2, 1+2x+3x2 +4x3. Но все же удобнее взять более простую систему
элементов линейного пространства. Возьмем стандартный базис в этом
пространстве: e0 = 1, e1 = x, e2 = x2, e3 = x3 и найдем матрицу
оператора A в этом базисе. Для этого подействуем оператором A на
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базисные элементы:
(Ae0)(x) = (2 + x)(1)′′′ + (1 + x− x2)(1)′′ + 3x(1)′ − 3 · 1 =

= (2 + x) · 0 + (1 + x− x2) · 0 + 3x · 0− 3 · 1 = −3;
(Ae1)(x) = (2 + x)(x)′′′ + (1 + x− x2)(x)′′ + 3x(x)′ − 3x =

= (2 + x) · 0 + (1 + x− x2) · 0 + 3x · 1− 3 · x = 3x− 3x = 0;
(Ae2)(x) = (2 + x)(x2)′′′ + (1 + x− x2)(x2)′′ + 3x(x2)′ − 3x2 =

= (2 + x) · 0 + (1 + x− x2) · 2 + 3x · 2x− 3 · x2 =

= 2(1 + x− x2) + 6x2 − 3x2 = 2 + 2x+ x2;
(Ae3)(x) = (2 + x)(x3)′′′ + (1 + x− x2)(x3)′′ + 3x(x3)′ − 3x3 =

= (2 + x) · 6 + (1 + x− x2) · 6x+ 3x · 3x2 − 3x3 =

= 12 + 6x+ 6x+ 6x2 − 6x3 + 9x3 − 3x3 = 12 + 12x+ 6x2.

Разложим полученные элементы по тому же базису:
(Ae0)(x) = −3 = −3e0 + 0e1 + 0e2 + 0e3;

(Ae1)(x) = 0 = 0e0 + 0e1 + 0e2 + 0e3;

(Ae2)(x) = 2 + 2x+ x2 = 2e0 + 2e1 + e2 + 0e3;

(Ae3)(x) = 12 + 12x+ 6x2 = 12e0 + 12e1 + 6e2 + 0e3.

Тогда матрица оператора в этом базисе имеет вид

Ae =


−3 0 2 12

0 0 2 12
0 0 1 6
0 0 0 0

 .

Для того, чтобы найти базис ядра оператора умножения на матрицу,
нужно найти фундаментальную систему решений однородной системы
уравнений Aex = 0, x = (x1, x2, x3, x4). После элементарных преобра-
зований C1 − 2C3, C2 − 2C3 система уравнений будет иметь основную
матрицу

Ae ∼


−3 0 0 0

0 0 0 0
0 0 1 6
0 0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений имеет вид x1 = 0, x3 = −6x4,
∀x2, x4 ∈ C. Пусть x2 = 1, x4 = 0, тогда x1 = x3 = 0. Если x2 = 0,
x4 = 1, то x1 = 0, x3 = −6. Значит, мы получили координатные век-
торы базиса ядра оператора (u1)e = (0, 1, 0, 0), (u2)e = (0, 0,−6, 1). То-
гда по координатам этих векторов получаем, что многочлены u1 = x,
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u2 = −6x2 + x3 образуют базис ядра оператора. Максимальную ли-
нейно независимую подсистему системы столбцов матрицы Ae состав-
ляют первый и третий (или четвертый) столбцы. Они являются коор-
динатными векторами базисных элементов образа оператора: (v1)e =
(−3, 0, 0, 0), (v2)e = (2, 2, 1, 0). Тогда базис образа оператора составля-
ют многочлены v1 = −3, v2 = 2 + 2x+ x2. Так как размерность образа
оператора равна двум, то ранг оператора равен двум. Таким образом,
rang(A) = 2, kerA = `

(
x;−6x2 + x3

)
, imA = `

(
1; 2x+ x2

)
.

Пример 74 Найти базисы ядра и образа линейных операторов A,B :
M2(R) →M2(R), действующих по правилам

AX =
(

1 −3
0 −3

)
X + X

(
−1 0

1 3

)
,

BX =
(

2 2
0 −2

)
X

(
−1 0
−2 2

)
− 2X.

Чему равен ранг каждого из линейных операторов?
Решение. Выберем базис в линейном пространстве M2(R). Удобнее

всего выбрать стандартный базис

e1 =
(

1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
, e3 =

(
0 0
1 0

)
, e4 =

(
0 0
0 1

)
.

В этом базисе найдем матрицу линейного оператора A. Для этого, как
обычно, подействуем оператором A на базисные элементы и получив-
шиеся матрицы пространстваM2(R) разложим в линейные комбинации
по этому же базису

Ae1 =
(

1 −3
0 −3

)(
1 0
0 0

)
+
(

1 0
0 0

)(
−1 0

1 3

)
=

=
(

1 0
0 0

)
+
(
−1 0

0 0

)
=
(

0 0
0 0

)
= 0e1 + 0e2 + 0e3 + 0e4;

Ae2 =
(

1 −3
0 −3

)(
0 1
0 0

)
+
(

0 1
0 0

)(
−1 0

1 3

)
=

=
(

0 1
0 0

)
+
(

1 3
0 0

)
=
(

1 4
0 0

)
= e1 + 4e2 + 0e3 + 0e4;

Ae3 =
(

1 −3
0 −3

)(
0 0
1 0

)
+
(

0 0
1 0

)(
−1 0

1 3

)
=

=
(
−3 0
−3 0

)
+
(

0 0
−1 0

)
=
(
−3 0
−4 0

)
= −3e1 + 0e2 − 4e3 + 0e4;

Ae4 =
(

1 −3
0 −3

)(
0 0
0 1

)
+
(

0 0
0 1

)(
−1 0

1 3

)
=

=
(

0 −3
0 −3

)
+
(

0 0
1 3

)
=
(

0 −3
1 0

)
= 0e1 − 3e2 + e3 + 0e4.
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Таким образом, матрица оператора A этом базисе имеет вид

Ae =


0 1 −3 0
0 4 0 −3
0 0 −4 1
0 0 0 0

 .

Методом последовательных исключений найдем решение системы урав-
нений Aex = 0. Для этого выполним следующие элементарные преоб-
разования

0 1 −3 0
0 4 0 −3
0 0 −4 1
0 0 0 0

C2 − 4C1

∼


0 1 −3 0
0 0 12 −3
0 0 −4 1
0 0 0 0

C2 + 3C3

∼


0 1 −3 0
0 0 0 0
0 0 −4 1
0 0 0 0

 .

Общее решение однородной системы уравнений можно записать в виде
x2 = 3x3, x4 = 4x3. Свободными неизвестными являются x1 и x3. Если
взять x1 = 1 и x3 = 0, то получим вектор (u1)e = (1, 0, 0, 0). При x1 = 0
и x3 = 1 получаем вектор (u2)e = (0, 3, 1, 4). Это координатные векторы
базисных элементов ядра оператора. По ним строим сами элементы (то

есть матрицы) u1 =
(

1 0
0 0

)
u2 =

(
0 3
1 4

)
. Для того, чтобы найти базис

образа оператора A, заметим, что второй и четвертый столбцы (можно
второй и третий) образуют максимальную линейно независимую подси-
стему системы столбцов. Эти два столбца есть координатные векторы
базисных элементов образа оператора. По ним строим сами матрицы

v1 =
(

1 4
0 0

)
, v2 =

(
0 −3
1 0

)
.

Таким образом,

kerA = `

((
1 0
0 0

)
,

(
0 3
1 4

))
, imA = `

((
1 4
0 0

)
,

(
0 −3
1 0

))
.

Это значит, что ядро образуют все матрицы вида

αu1 + βu2 =
(
α 3β
β 4β

)
, α, β ∈ R,

а образ образуют матрицы вида

αv1 + βv2 =
(
α 4α− 3β
β 0

)
, α, β ∈ R.

С оператором B поступаем также, как и с оператором A. Найдем
сначала образы базисных элементов и эти образы разложим по базису:

Be1 =
(

2 2
0 −2

)(
1 0
0 0

)(
−1 0
−2 2

)
− 2

(
1 0
0 0

)
=

=
(

2 0
0 0

)(
−1 0
−2 2

)
−
(

2 0
0 0

)
=
(
−2 0

0 0

)
−
(

2 0
0 0

)
=
(
−4 0

0 0

)
=

= −4e1 + 0e2 + 0e3 + 0e4;
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Be2 =
(

2 2
0 −2

)(
0 1
0 0

)(
−1 0
−2 2

)
− 2

(
0 1
0 0

)
=

=
(

0 2
0 0

)(
−1 0
−2 2

)
−
(

0 2
0 0

)
=
(
−4 4

0 0

)
−
(

0 2
0 0

)
=
(
−4 2

0 0

)
=

= −4e1 + 2e2 + 0e3 + 0e4;

Be3 =
(

2 2
0 −2

)(
0 0
1 0

)(
−1 0
−2 2

)
− 2

(
1 0
0 0

)
=

=
(

2 0
−2 0

)(
−1 0
−2 2

)
−
(

0 0
2 0

)
=
(
−2 0

2 0

)
−
(

0 0
2 0

)
=
(
−2 0

0 0

)
=

= −2e1 + 0e2 + 0e3 + 0e4;

Be4 =
(

2 2
0 −2

)(
0 0
0 1

)(
−1 0
−2 2

)
− 2

(
0 0
0 1

)
=
(

0 2
0 −2

)(
−1 0
−2 2

)
−

−
(

0 0
0 2

)
=
(
−4 4

4 −4

)
−
(

0 0
0 2

)
=
(
−4 4

4 −6

)
=

= −4e1 + 4e2 + 4e3 − 6e4.

Значит, матрица оператора B этом базисе имеет вид

Be =


−4 −4 −2 −4

0 2 0 4
0 0 0 4
0 0 0 −6

 .

Найдем сначала базис ядра оператора B. Для этого нужно решить од-
нородную систему уравнений Bex = 0, x = (x1, x2, x3, x4), точнее, най-
ти ее фундаментальную систему решений. Четвертая строка матрицы
Be пропорциональна третьей, а первые три строки образуют матри-
цу ступенчатой формы. Тогда из третьей строки (точнее, из третьего
уравнения) получаем, что x4 = 0. Второе уравнение теперь дает, что
x2 = 0. При этих значениях неизвестных из первого уравнения полу-
чаем, что x3 = −2x1. Главные неизвестные системы уравнений есть x2,
x3, x4, тогда свободное неизвестное есть x1. Если x1 = 1, то x3 = −2.
Значит, фундаментальная система решений состоит из одного вектора
ue = (1, 0,−2, 0). По этому координатному вектору и базису e строим

матрицу u =
(

1 0
−2 0

)
. Этот элемент образует базис ядра оператора

B. Само ядро образуют все матрицы, пропорциональные матрице u.
Для того, чтобы найти базис образа оператора B, заметим, что вто-

рой, третий и четвертый столбцы матрицы Be образуют максимальную
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линейно независимую подсистему системы всех столбцов этой матри-
цы. Это следует из того, что в этих столбцах находятся все ведущие эле-
менты. Очевидно, что базисные векторы можно умножить на ненуле-
вые числа и при этом система векторов останется базисом. Обозначим
векторы (v1)e = (2;−1; 0; 0), (v2)e = (1; 0; 0; 0), (v3)e = (2;−2;−2; 3),
пропорциональные указанным столбцам матрицыBe. По ним и по бази-

су e построим базис образа оператора B: v1 =
(

2 −1
0 0

)
, v2 =

(
1 0
0 0

)
,

v3 =
(

2 −2
−2 3

)
.

Так как размерность образа равна трем, то ранг оператора также
равен трем.

Теперь можно описать все элементы ядра и образа оператора B. Все

матрицы вида αu =
(

α 0
−2α 0

)
, α ∈ R составляют ядро. Все матрицы

вида αv1 + βv2 + γv3 =
(

2α+ β + 2γ −α− 2γ
−2γ 3γ

)
, α, β, γ ∈ R образуют

образ оператора B.
Замечание. Базис подпространства, за исключением тривиального

случая, определяется не единственным образом. Значит, можно попы-
таться выбрать и другой базис, который более просто задает образ опе-
ратора. С помощью элементарных преобразований базис можно транс-
формировать в другой, "более простой"базис образа линейного опе-

ратора, например, w1 =
(

0 1
0 0

)
, w2 =

(
1 0
0 0

)
, w3 =

(
0 0

−2 3

)
. То-

гда все матрицы образа и только они имеют вид αw1 + βw2 + γw3 =(
β α

−2γ 3γ

)
, α, β, γ ∈ R.

Пример 75 Ядро линейного оператора совпадает с линейной оболоч-
кой, порожденной системой векторов a1 = (1; 1;−1; 1), a2 = (1;−1; 1; 0),
а его образ совпадает с линейной оболочкой, порожденной системой
векторов b1 = (1; 0; 1;−1), b2 = (−1; 1; 1; 1). Найти матрицу этого ли-
нейного оператора в том же базисе, в каком даны координаты всех
векторов.
Решение. Будем вести вычисления в координатах того базиса, в кото-
ром даны все векторы. Заметим прежде всего, что система векторов a1,
a2 линейно независима и, следовательно, является базисом ядра опе-
ратора. Система векторов b1, b2 также линейно независима и, значит,
является базисом образа оператора. Если бы это было не так, то не со-
ставило бы труда выделить из системы векторов ее максимальную ли-
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нейно независимую подсистему, дающую базис линейной оболочки. До-
полним базис ядра до базиса всего линейного пространства. Это можно
сделать бесконечным числом способов. Выберем векторы попроще, на-
пример, a3 = (0; 1; 0; 0), a4 = (1; 0; 0; 0). Пусть M — искомая матрица
линейного оператора. Тогда по условию M · a1 = 0, M · a2 = 0. На
векторы, не лежащие в ядре, линейный оператор может продолжать-
ся различными способами. Значит, решение задачи, вообще говоря, не
единственно. Выберем такой линейный оператор, который вектор a3

переводит в вектор b1, а вектор a4 — в вектор b2. Тогда M · a3 = b1,
M · a4 = b2. Так как теперь известно в какие векторы линейный опе-
ратор переводит все векторы базиса линейного пространства, то мы
оказываемся в условиях задачи № 66. Воспользуемся алгоритмом ре-
шения этой задачи, изложенным на странице 157. Для этого составим
расширенную матрицу, основная матрица которой построена из векто-
ров a1, a2, a3, a4, записанных по строкам. Правая часть расширенной
матрицы состоит из векторов, в которые оператор переводит векторы
a1, a2, a3, a4, записанные в том же порядке и по строкам:

1 1 −1 1 0 0 0 0
1 −1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 −1
1 0 0 0 −1 1 1 1


C1 − C3 − C4

C2 + C3 − C4

∼

∼


0 0 −1 1 0 −1 −2 0
0 0 1 0 2 −1 0 −2
0 1 0 0 1 0 1 −1
1 0 0 0 −1 1 1 1


C1 + C2

∼


0 0 0 1 2 −2 −2 −2
0 0 1 0 2 −1 0 −2
0 1 0 0 1 0 1 −1
1 0 0 0 −1 1 1 1

 .

Поменяем строки расширенной матрицы так, чтобы основная матрица
стала единичной. Тогда справа будет стоять матрица

−1 1 1 1
1 0 1 −1
2 −1 0 −2
2 −2 −2 −2

 .

Осталось протранспонировать эту матрицу для того, чтобы получить
искомую матрицу:

M =


−1 1 2 2

1 0 −1 −2
1 1 0 −2
1 −1 −2 −2

 .
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Обратный оператор

В науке задача, надлежащим образом поставлен-
ная, более чем наполовину решена. Процесс ум-
ственной подготовки, необходимый для выясне-
ния того, что существует определенная задача,
часто отнимает больше времени, чем само реше-
ние задачи. Ф. Содди.4

Линейный оператор A ∈ L(V) называется обратимым, если он вза-
имно-однозначно5 отображает линейное пространство V на себя. Вза-
имно-однозначность отображения означает, что для любого вектора
y ∈ V существует единственный вектор x ∈ V такой, что A(x) = y.
Если линейный оператор обратим, то обратное отображение является
линейным оператором.

Линейный оператор A ∈ L(V) обратим тогда и только тогда, когда
существует такой линейный оператор B ∈ L(V), что BA = AB = I.
Линейный оператор B называется обратным оператором и обозначает-
ся A−1. Тогда последнее равенство принимает вид: A−1A = AA−1 = I.
Для обратимых линейных операторов имеют место свойства:

1. единичный оператор I обратим и, значит, множество всех обра-
тимых операторов непусто;

2. нуль-оператор O необратим в линейном пространстве V ненуле-
вой размерности и, значит, множество всех обратимых операторов не
совпадает с множеством L(V) всех линейных операторов;

3. если линейные операторы A,B обратимы, то произведение AB
обратимо и (AB)−1 = B−1A−1;

4. если линейный оператор A обратим и α 6= 0, α ∈ F, то αA обратим
и (αA)−1 = (α)−1A−1;

5. если линейный оператор A обратим, то обратим обратный к нему
линейный оператор A−1 и (A−1)−1 = A;

6. Линейный оператор A ∈ L(V) обратим тогда и только тогда, когда
его ядро тривиально и образ совпадает со всем пространством:

kerA = {0} imA = V. (3.19)
В (3.19) пространство V может быть и бесконечномерным. Пусть

теперь пространство V конечномерно.
7. Для линейного оператора A ∈ L(V), 0 < dim V < ∞, следующие

условия равносильны:
4А.Н.Кривомазов. Фредерик Содди. М. Наука. 1978.
5взаимно-однозначное отображение часто называют биективным отображением.
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а) линейный оператор A обратим;
б) матрица Ae линейного оператора A обратима для некоторого (и

тогда любого) базиса e;
в) линейный оператор A невырожден, то есть его определитель не

равен нулю: detA 6= 0;
г) ядро линейного оператора A тривиально: kerA = {0};
д) линейный оператор A инъективен;
е) линейный оператор A сюръективен;
ё) ранг линейного оператора A равен размерности линейного про-

странства V: rang(A) = dim V;
ж) образ линейного оператора A совпадает с линейным простран-

ством V: imA = V.
8. Если линейный оператор A обратим, то его обратный оператор

в базисе e имеет матрицу, обратную к матрице оператора A в том же
базисе:

(A−1)e = (Ae)−1. (3.20)
Пример 76 Выяснить, будут ли действующие в линейном пространстве
R3 линейные операторы

Ax = (−4x1 − 5x2 + 2x3;−3x1 − 3x2 + 2x3;−2x1 − 2x2 + x3),
Bx = (x1 + x2 − x3;x1 − x2 − 3x3;x1 + 3x2 + x3),

x = (x1;x2;x3), обратимыми. В случае обратимости найти их обратный
оператор.
Решение. В пространстве R3 выберем базис e1 = (1; 0; 0), e2 = (0; 1; 0),
e3 = (0; 0; 1) и найдем матрицу линейного оператора A в этом базисе.
Для этого, как обычно, подействуем оператором на базисные векторы
и полученные векторы разложим в линейные комбинации базисных
векторов

Ae1 = (−4;−3;−2) = −4e1 − 3e2 − 2e3,

Ae2 = (−5;−3;−2) = −5e1 − 3e2 − 2e3,

Ae3 = (2; 2; 1) = 2e1 + 2e2 + e3.

Тогда матрица оператора A в данном базисе равна

Ae =

 −4 −5 2
−3 −3 2
−2 −2 1

 .

Внимательный читатель без труда заметит, что эту матрицу можно
было найти значительно проще, представив данный оператор в виде
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умножения на матрицу:
Ax = (−4x1 − 5x2 + 2x3;−3x1 − 3x2 + 2x3;−2x1 − 2x2 + x3) =

=

 −4 −5 2
−3 −3 2
−2 −2 1

 x1

x2

x3

 .

Равенство (3.20) подсказывает нам, что нужно найти обратную мат-
рицу к Ae. Тогда это будет матрица обратного оператора. Для того,
чтобы найти обратную матрицу, нужно решить матричное уравнение
AeX = E. Здесь Ae — матрица оператора A, E — единичная матрица.
Решением матричного уравнения будет обратная матрица X = (Ae)−1.
Для того, чтобы решить такое матричное уравнение, нужно записать
расширенную матрицу, основная матрица которой совпадает с матри-
цей Ae, правая часть есть единичная матрица. После приведения с по-
мощью элементарных преобразований основной матрицы к единичной
матрица справа будет искомой. Следуя этому алгоритму, имеем −4 −5 2 1 0 0

−3 −3 2 0 1 0
−2 −2 1 0 0 1

 C1 − 2C3

∼
C2 − 2C3

 0 −1 0 1 0 −2
1 1 0 0 1 −2

−2 −2 1 0 0 1

 C2 + C1

∼
C3 − 2C1

∼

 0 −1 0 1 0 −2
1 0 0 1 1 −4

−2 0 1 −2 0 5

 ∼
C3 + 2C2

 0 −1 0 1 0 −2
1 0 0 1 1 −4
0 0 1 0 2 −3

 .

Для того, чтобы основная матрица стала единичной, осталось первую
строку умножить на −1 и поменять местами ее со второй строкой. То-
гда справа будет стоять искомая матрица

A−1
e =

 1 1 −4
−1 0 2

0 2 −3

 .

По этой матрице осталось восстановить оператор A−1. Это несложно
сделать, так как он есть оператор умножения на найденную матрицу

A−1x =

 1 1 −4
−1 0 2

0 2 −3

 x1

x2

x3

 .

Если же оператор A−1 нужно представить в том же виде, как и ис-
ходный оператор, то достаточно в последнем равенстве перемножить
матрицу на вектор x

A−1x = (x1 + x2 − 4x3;−x1 + 2x3; 2x2 − 3x3).
Для оператора B поступаем точно также. Его матрица

Be =

 1 1 −1
1 −1 −3
1 3 1

 .
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Найдем теперь обратную матрицу 1 1 −1 1 0 0
1 −1 −3 0 1 0
1 3 1 0 0 1

 C2 − C1

∼
C3 − C1

∼

 1 1 −1 1 0 0
0 −2 −2 −1 1 0
0 2 2 −1 0 1

 ∼
C3 + C2

 1 1 −1 1 0 0
0 −2 −2 −1 1 0
0 0 0 −2 1 1

 .

Так как ранг расширенной матрицы больше ранга основной матрицы,
то матричное уравнение не имеет решения. Значит, оператор B необ-
ратим.
Пример 77 Для линейного оператораA, действующего по правилуAf =
2f ′′′ − 2f ′′ − f ′ + f в линейном пространстве R[x]3 всех многочленов
степени не выше третьей с вещественными коэффициентами, найдите
обратный оператор A−1, если он существует, или докажите необрати-
мость этого оператора.
Решение. Рассмотрим три немного отличающихся друг от друга спо-
соба решения. 1. Найдем сначала матрицу линейного оператора A в
базисе e0 = 1, e1 = x, e2 = x2, e3 = x3. Для этого найдем образы
базисных векторов под действием оператора A:

(Ae0)(x) = 2(1)′′′ − 2(1)′′ − (1)′ + 1 = 1,

(Ae1)(x) = 2(x)′′′ − 2(x)′′ − (x)′ + x = −1 + x,

(Ae2)(x) = 2(x2)′′′ − 2(x2)′′ − (x2)′ + x2 = −4− 2x+ x2,

(Ae3)(x) = 2(x3)′′′ − 2(x3)′′ − (x3)′ + x3 = 12− 12x− 3x2 + x3.

Разложим полученные элементы по базису e:
(Ae0)(x) = 1 = 1e0 + 0e1 + 0e2 + 0e3,

(Ae1)(x) = −1 + x = −e0 + e1 + 0e2 + 0e3,

(Ae2)(x) = −4− 2x+ x2 = −4e0 − 2e1 + e2 + 0e3,

(Ae3)(x) = 12− 12x− 3x2 + x3 = 12e0 − 12e1 − 3e2 + e3.

Тогда матрица линейного оператора A в базисе e имеет вид:

Ae =


1 −1 −4 12
0 1 −2 −12
0 0 1 −3
0 0 0 1

 .
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Найдем ее обратную матрицу:
1 −1 −4 12 1 0 0 0
0 1 −2 −12 0 1 0 0
0 0 1 −3 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1


C1 − 12C4

∼
C2 + 12C4

C3 + 3C4

∼


1 −1 −4 0 1 0 0 −12
0 1 −2 0 0 1 0 12
0 0 1 0 0 0 1 3
0 0 0 1 0 0 0 1


C1 + 4C3

C2 + 2C3

∼

∼


1 −1 0 0 1 0 4 0
0 1 0 0 0 1 2 18
0 0 1 0 0 0 1 3
0 0 0 1 0 0 0 1


C1 + C2

∼


1 0 0 0 1 1 6 18
0 1 0 0 0 1 2 18
0 0 1 0 0 0 1 3
0 0 0 1 0 0 0 1

 .

Значит,

(Ae)−1 =


1 1 6 18
0 1 2 18
0 0 1 3
0 0 0 1

 . (3.21)

Так как матрица оператора обратима, то оператор также обратим. Кро-
ме того, (A−1)e = (Ae)−1. Значит, мы нашли матрицу обратного опе-
ратора A−1 в базисе e. Осталось по этой матрице и базису найти сам
оператор, представленный в достаточно удобной форме. Попытаемся
найти этот оператор в форме A−1f = af ′′′+bf ′′+cf ′+df с неопределен-
ными пока коэффициентами a, b, c, d ∈ R. Если удастся найти обратный
оператор в такой форме, то задача будет решена. Если не удастся, то
нужно искать его в другой форме. Найдем матрицу этого оператора
(A−1e0)(x) = a(1)′′′ + b(1)′′ + c(1)′ + d = d =

= de0 + 0e1 + 0e2 + 0e3;

(A−1e1)(x) = a(x)′′′ + b(x)′′ + c(x)′ + dx = c+ dx =
= ce0 + de1 + 0e2 + 0e3;

(A−1e2)(x) = a(x2)′′′ + b(x2)′′ + c(x2)′ + dx2 = 2b+ 2cx+ dx2 =
= 2be0 + 2ce1 + de2 + 0e3;

(A−1e3)(x) = a(x3)′′′ + b(x3)′′ + c(x3)′ + dx3 = 6a+ 6bx+ 3cx2 + dx3 =
= 6ae0 + 6be1 + 3ce2 + de3.
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Тогда матрица линейного оператора A−1 в базисе e имеет вид:

(A−1)e =


d c 2b 6a
0 d 2c 6b
0 0 d 3c
0 0 0 d

 .

Сравнивая эту матрицу с матрицей (3.21), видим, что d = 1, c = 1,
b = 3 и a = 3. Значит, обратный оператор имеет вид

A−1f = 3f ′′′ + 3f ′′ + f ′ + f.

2. При этом способе решения не будем находить матрицу оператора,
а для операторов Af = 2f ′′′−2f ′′−f ′+f и A−1f = af ′′′+bf ′′+cf ′+df
найдем их композицию

A(A−1f) = 2(af ′′′ + bf ′′ + cf ′ + df)′′′ − 2(af ′′′ + bf ′′ + cf ′ + df)′′−
− (af ′′′ + bf ′′ + cf ′ + df)′ + af ′′′ + bf ′′ + cf ′ + df =

= 2af ′′′′′′ + 2bf ′′′′′ + 2cf ′′′′ + 2df ′′′ − 2af ′′′′′ − 2bf ′′′′ − 2cf ′′′ − 2df ′′−
− af ′′′′ − bf ′′′ − cf ′′ − df ′ + af ′′′ + bf ′′ + cf ′ + df.

В пространстве R[x]3 любой многочлен имеет степень не больше 3. Зна-
чит, все его производные порядка большего чем 3 равны нулю. Тогда
A(A−1f) = 2df ′′′− 2cf ′′′− 2df ′′ − bf ′′′− cf ′′ − df ′ + af ′′′ + bf ′′ + cf ′ + df.

Но для этих операторов справедливо равенство A(A−1f) = f для лю-
бого f . Следовательно,

2df ′′′ − 2cf ′′′ − 2df ′′ − bf ′′′ − cf ′′ − df ′ + af ′′′ + bf ′′ + cf ′ + df =
= (2d− 2c− b+ a)f ′′′ + (−2d− c+ b)f ′′ + (−d+ c)f ′ + df = f.

Последнее равенство должно выполняться для любого многочлена f .
Если многочлен f = 1, то это равенство дает d = 1. Если многочлен
f = x, то из этого же равенства −d + c = 0, при f = x2 получим
−2d− c+ b = 0 и при f = x3 получим 2d− 2c− b+ a = 0. Отсюда d = 1,
c = 1, b = 3, a = 3. Мы получили тот же ответ.

3. При этом способе решения не будем искать обратную матрицу ис-
ходного оператора. Воспользуемся тем, что произведение матриц вза-
имно обратных операторов равно единичной матрице: Ae(A−1)e = E.
Тогда

Ae(A−1)e =


1 −1 −4 12
0 1 −2 −12
0 0 1 −3
0 0 0 1



d c 2b 6a
0 d 2c 6b
0 0 d 3c
0 0 0 d

 =
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=


d c− d 2b− 2c− 4d 6a− 6b− 12c+ 12d
0 d 2c− 2d 6b− 6c− 12d
0 0 d 3c− 3d
0 0 0 d

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Отсюда d = 1, c − d = 0, 2b − 2c − 4d = 0, 6a − 6b − 12c + 12d = 0, что
приводит к тому же ответу.

Задания

К делу, мозг! Вильям Шекспир «Гамлет»,
перевод М.Л.Лозинского.

� Будет ли линейным оператором, действующим в V, каждое из
следующих отображений A : V → V?

61. V = M2(R), то есть линейное пространство, в котором действу-
ет отображение, совпадает с линейным пространством всех матриц
второго порядка с вещественными элементами. Для любой матрицы

M =
(
m1,1 m1,2

m2,1 m2,2

)
∈ M2(R)

a). A(M) = det(M)
(

1 0
0 1

)
, где det(M) = m1,1m2,2 −m1,2m2,1 — опреде-

литель матрицы M;

b). A(M) = tr(M)
(

1 0
0 −1

)
, где tr(M) = m1,1 +m2,2 — след матрицы M

(сумма всех элементов, стоящих на главной диагонали матрицы M);

c). A(M) = rang(M)
(

1 2
0 3

)
, где rang(M) — ранг матрицы M;

d). A(M) = m1,1

(
1 1
1 1

)
, где m1,1 — элемент матрицы M, стоящий в

первой строке и первом столбце;

e). A(M) =
(

1 2
3 4

)
·M + M ·

(
5 6
7 8

)
;

f). A(M) =
(

1 −1
2 3

)
·M ·

(
0 4

−2 1

)
−M;

g). A(M) = det(M)·M, где det(M) = m1,1m2,2−m1,2m2,1 — определитель
матрицы M;

h). A(M) =
(
m2,2 m2,1

m1,2 m1,1

)
; i). A(M) =

(
m1,1 +m2,2 m1,2 +m2,1

m2,1 −m1,2 m2,1

)
;

j). A(M) =
(
m1,1 m1,2

m2,1 1

)
; k). A(M) = (m1,2 +m2,2 −m2,1)

(
0 1
1 0

)
;
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l). A(M) =
(
m1,1m2,2 m1,2m2,1

m2,1m2,1 m2,2

)
; m). A(M) = |m1,1|

(
0 0
1 1

)
.

62. V = V3(O), то есть линейное пространство, в котором дей-
ствует отображение, совпадает с линейным пространством всех векто-
ров в пространстве, начало которых находится в начале координат, и
стандартными операциями сложения векторов и умножения на число.
Для любого вектора x ∈ V3(O) и некоторых фиксированных векторов
a,b ∈ V3(O)
a). A(x) = a×x (здесь a×x означает векторное произведение векторов
a и x) ;
b). A(x) = (abx)x (здесь abx означает смешанное произведение трех

векторов, затем это число умножается на вектор x);
c). A(x) = (abx)(a × b) (здесь abx означает смешанное произведение

трех векторов, затем это число умножается на вектор, равный вектор-
ному произведению векторов a,b);
d). A(x) = (a+x)×b (здесь сумма векторов a,x векторно умножается
на вектор b);
e). A(x) = (ax)x(здесь ax означает скалярное произведение двух век-

торов, затем это число умножается на вектор x);
f). A(x) = (axx)x+x×b (здесь axx означает смешанное произведение
трех векторов, затем это число умножается на вектор x и прибавляется
к векторному произведению векторов b,x) ;
g). A(x) = |x|x (здесь |x| означает длину вектора, затем это число

умножается на вектор x) ;
h). A(x) = (a × b) × x (здесь (a × b) × x означает двойное векторное

произведение трех векторов) ;
i). A(x) = 2x + b × x (здесь b × x означает векторное произведению

векторов) ;
j). A(x) = (ax)b(здесь ax означает скалярное произведение двух век-

торов, затем это число умножается на вектор b);
k). A(x) = (abx)(a× x) (здесь abx означает смешанное произведение

трех векторов, затем это число умножается на вектор, равный вектор-
ному произведению векторов a,x);
l). A(x) = x×x (здесь x×x означает векторное произведение вектора
x на себя) ;
m). Сжатие пространства по всем направлениям в два раза (сжатие
любого вектора в два раза);
n). Поворот пространства на угол φ вокруг оси Ox (Oy, Oz);
o). Ортогональное проектирование пространства на прямую x = y = z
(плоскость x+ y + z = 0);
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p). Ортогональное проектирование пространства на плоскость Oxy
(Oxz, Oyz);
q). Ортогональное проектирование пространства на ось Ox (Oy, Oz);
r). Зеркальное отражение относительно плоскости Oxy (Oxz, Oyz); от-
носительно оси Ox (Oy, Oz); относительно начала координат.

63. V = R[x]n. Для любого многочлена f(x) = f0x
n + · · ·+fn ∈ R[x]n

a). A(f) = f ′ + 3f ′′; b). A(f) = f − f0(xn + 1);
c). A(f) = (x+ 1)f ′′); d). A(f) = f(0)f ′;
e). A(f) = f(1)(xn−1 + 1); f). A(f) = (f(1) + f(2))f ′.

64. V = R[x]. Для любого многочлена f(x) = f0x
n + · · ·+ fn ∈ R[x]

a). A(f) = 3f ′′ + f ′ − f ; b). A(f) = f ′′ − f ′ + 5;
c). (Af)(x) =

∫ x

0
f(t) dt; d). (Af)(x) = f(x+ 1);

e). (Af)(x) = xf(x); f). (Af)(x) = (f(x), x7).
В задании f. (f, g) есть наибольший общий делитель многочленов f и
g.

65. V = Cn. Для любого вектора x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn

a). A(x) = (x1; . . . ;x1);
b). A(x) = (0; 1; . . . ; 0; 1), если n четно и A(x) = (0; 1; . . . ; 0), если n
нечетно;
c). A(x) = (x1 − x2;x2 − x3; . . . ;xn − x1);
d). A(x) = (x1/xn;x2/xn−1; . . . ;xn/x1);
e). A(x) = (x̄1; x̄2; . . . ; x̄n) (здесь x̄i есть компле́ксно сопряженное к xi);
f). A(x) = 2i<x + 3=x (здесь <x и =x означают векторы с веществен-
ными элементами, равными соответственно действительной и мнимой
части элементов вектора x).

66. a). Пусть A и B — операторы поворота плоскости на углы π/6
и π/4 соответственно. Найти a) −A; б) A+ B; в) AB; г) A− B; д) 2A;
е) A2.
b). Пусть P — оператор проектирования плоскости (проектирования

любого вектора плоскости)на ось Ox параллельно оси Oy, Q — опера-
тор проектирования плоскости на ось Oy параллельно оси Ox. Найти а)
I−P ; б) I−Q; в) 2P+Q; г) −P−Q; д) f(P ), где f(x) = 2x3+x2−4x+1;
е) f(Q), где f(x) = 2x6 − x3 − x2.
c). Найти а) A + B; б) −2A; в) AB; г) BA; д) B2; е) A3 для диф-

ференциальных операторов A и B, действующих в пространстве C[x]3
всех многочленов степени не больше 3 по формулам: i) Af = f ′′ + f ′,
Bf = 2f ′′′ − f ′ + f ; ii) Af = f ′′ + 2f , (Bf)(x) = f ′′′(x) + x2f ′′(x)− f(x).
d). Для операторов, действующих в R3, найти а) A + B; б) 3A; в)
AB; г) BA; д) A2; е) B3, если i) Ax = (x1 + x3;x1 − x2 + 2x3;x1 − x2),
Bx = (x1 + x2 − x3;x1 + 2x2 + 2x3;x1 + x2) , x = (x1;x2;x3).
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e). Для операторов, действующих в R2, найти а) A − B; б) 2A + 3B;

в) AB; г) BA; д) A2; е) B3, если Ax =
(

1 2
3 −1

)
x, Bx =

(
−1 0

2 1

)
x,

x = (x1;x2).
f). Пусть P — оператор проектирования плоскости (проектирования

любого вектора плоскости)на прямую с уравнением x − 2y = 0 парал-
лельно прямой с уравнением 2x− y = 0, Q — оператор проектирования
плоскости на прямую с уравнением 2x − y = 0 параллельно прямой с
уравнением x− 2y = 0. Найти операторы: а) P +Q; б) PQ; в) Q+ 2P ;
г) P 4Q3 +Q5P 6; д) −P 2 −Q5; е) I − P .
g). Пусть Px — оператор ортогонального проектирования пространства
(проектирования любого вектора пространства)на ось Ox, Py — на ось
Oy, Pz — на ось Oz. Пусть Pxy — оператор ортогонального проектиро-
вания пространства (проектирования любого вектора пространства)на
плоскость Oxy, Pxz — на плоскость Oxz, Pyz — на плоскость Oyz. Най-
ти операторы: а) Px +Py; б) PzPyz; в) Px +Py +Pz; г) I−Px; д) Py +Pxz;
е) Pxy + Pxz; ж) Pxy + Pxz + Pyz; и) PxyPyz.

67. Показать, что каждое из следующих отображений, действующих
в линейном пространстве R3, является линейным оператором, найти
его матрицу в базисе e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) и его
определитель. Отображение задано по формуле: для любого вектора
x = (x1;x2;x3) ∈ R3

a). Ax = (−3x1 + 3x2 − 2x3;x1 + 2x2 − x3;−x1 − 3x2 + 2x3);
b). Ax = (−2x2 − x3; 3x1 + 2x2 + 3x3;x1 + 2x2 + 2x3);
c). Ax = (2x1 − x2 + x3;x1 − 3x2; 2x1 − 2x2 + 3x3);
d). Ax = (−2x1 + 2x2 + 2x3; 2x1 − 3x2 + 2x3;−2x1 + 2x2);
e). Ax = (−x1 + 3x2 − 3x3; 3x1 + x2 + 3x3; 3x2 − 3x3);
f). Ax = (x1 − 3x2 + 2x3;x1 + x3;−2x1 + 2x2 + 2x3).

68. Показать, что каждое из следующих отображений, действующих
в линейном пространстве R[x]2, является линейным оператором, найти
его матрицу в базисе e0 = 1, e1 = x, e2 = x2 и его определитель.
Отображение задано по формуле: для любого многочлена f ∈ R[x]2
a). Af = −3f ′′ + 3f ′; b). (Af)(x) = f(−2) + f(2)x+ f(3)x2;
c). (Af)(x) = f(x+ 2) + f(0)x+ f ′(x);
d). (Af)(x) = f(x) + f(2)x+ f ′(x); e). Af = 2f ′′ + 3f .
f). (Af)(x) = f(x+ 2) + f(−3)x+ f ′(x);

69. Показать, что каждое из следующих отображений, действую-
щих в линейном пространстве M2(R), является линейным оператором,

найти его матрицу в базисе e1 =
(

1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
, e3 =

(
0 0
1 0

)
,
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e4 =
(

0 0
0 1

)
и его определитель. Отображение задано по формуле: для

любой матрицы X ∈ M2(R)

a). AX =
(

3 1
0 1

)
X+X

(
3 3

−2 −3

)
; b). AX =

(
3 1
0 1

)
X

(
3 3

−2 −3

)
+2X;

c). AX =
(

0 1
2 2

)
X + X

(
2 1
3 1

)
; d). AX =

(
0 1
2 2

)
X

(
2 1
3 1

)
− 2X;

e). AX =
(

2 1
2 2

)
X

(
3 1

−2 −1

)
+ X.

f). AX =
(

0 1
−2 1

)
X + X

(
−2 3

2 −2

)
.

70. Доказать, что существует единственный линейный оператор,
действующий в трехмерном линейном пространстве V и переводящий
вектор a1 в вектор b1, вектор a2 в вектор b2 и вектор a3 в вектор b3.
Найти его матрицу в базисе, в котором даны координаты всех векто-
ров.
a). a1 = (2;−1; 3), a2 = (−1; 1; 0), a3 = (1;−1; 1);

b1 = (−3; 3;−2), b2 = (3; 1; 3), b3 = (−2; 0;−2).
b). a1 = (4; 4;−1), a2 = (1;−1; 2), a3 = (0;−1; 1);

b1 = (−2;−1; 3), b2 = (−2; 4; 1), b3 = (−1; 2; 0).
c). a1 = (−3;−2; 0), a2 = (4;−2; 1), a3 = (2;−3; 1);

b1 = (−1; 1; 3), b2 = (4;−3;−3), b3 = (3;−2;−1).
d). a1 = (−3; 1;−1), a2 = (4;−1; 1), a3 = (3;−2; 1);

b1 = (−2; 0;−3), b2 = (3; 1; 4), b3 = (3;−3; 2).
e). a1 = (−3;−1; 2), a2 = (−4; 1; 2), a3 = (−2; 0; 1);

b1 = (2;−4;−4), b2 = (−4;−3; 1), b3 = (−1;−2;−1).
f). a1 = (3; 2; 0), a2 = (2; 2; 1), a3 = (1; 1; 1);

b1 = (−3;−2;−2), b2 = (1;−3;−4), b3 = (1;−3;−3).
71. Линейный оператор A в базисе e имеет матрицу Ae. Найти мат-

рицу Au линейного оператора A в базисе u.

a). Ae =

 −2 3 0
2 2 0

−3 2 1

 ;
e1 = (1;−2; 0);
e2 = (1; 3; 1);
e3 = (1; 2; 1);

u1 = (2; 1; 1);
u2 = (3;−3; 1);
u3 = (1;−3; 0);

b). Ae =

 2 2 1
2 −3 −1
1 0 2

 ;
e1 = (1;−1; 1);
e2 = (−1; 1; 0);
e3 = (2;−3; 1);

u1 = (2;−3; 0);
u2 = (−1; 2; 1);
u3 = (3;−4; 2);

c). Ae =

 3 2 3
0 −3 1

−1 1 −3

 ;
e1 = (−2; 3; 3);
e2 = (0; 3; 2);
e3 = (−1; 1; 1);

u1 = (1;−3;−3);
u2 = (−2; 1; 2);
u3 = (1; 1; 0);
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d). Ae =

 0 3 −3
0 3 −1
1 2 2

 ;
e1 = (1;−2;−2);
e2 = (2; 3; 2);
e3 = (0; 1; 1);

u1 = (1;−3;−3);
u2 = (−3;−3;−2);
u3 = (3; 2; 1);

e). Ae =

 0 −3 −3
0 −3 −1

−1 −1 1

 ;
e1 = (1; 1; 0);
e2 = (−2;−2;−1);
e3 = (2; 3; 1);

u1 = (1; 1; 1);
u2 = (2; 4;−1);
u3 = (1; 2; 0);

f). Ae =

 −1 0 1
−2 2 3

3 2 3

 ;
e1 = (−3; 2; 0);
e2 = (2;−3; 2);
e3 = (2;−2; 1);

u1 = (−3; 1; 1);
u2 = (−1;−3; 4);
u3 = (0; 1;−1);

72. Линейный оператор A в базисе f1(x) = 1, f2(x) = x, f3(x) = x2

имеет матрицу Af . Найти матрицу Ag линейного оператора A в базисе
g1, g2, g3.

a). Af =

 3 −1 0
2 1 3

−1 1 0

 ;
g1(x) = 1 + 2x;
g2(x) = −1 + 2x+ x2;
g3(x) = −1 + x+ x2;

b). Af =

 0 −1 3
1 3 0
2 2 1

 ;
g1(x) = −3 + x+ 2x2;
g2(x) = −2 + x+ x2;
g3(x) = −2 + x2;

c). Af =

 0 2 3
2 2 2
1 0 −3

 ;
g1(x) = −1 + 2x− 2x2;
g2(x) = −1 + x;
g3(x) = 2− 2x+ x2;

d). Af =

 −1 −1 −3
−2 1 −1

1 0 2

 ;
g1(x) = 2− 3x+ x2;
g2(x) = −1 + 3x− x2;
g3(x) = −2x+ x2;

e). Af =

 −1 −2 2
3 3 2
2 1 2

 ;
g1(x) = 1− 2x− x2;
g2(x) = −2 + 3x+ x2;
g3(x) = 2x+ x2;

f). Af =

 −2 1 1
−3 2 0
−1 −1 3

 ;
g1(x) = 1 + 3x+ 2x2;
g2(x) = 3x+ 2x2;
g3(x) = −1 + x+ x2;

73. Линейный оператор A в базисе e имеет матрицу Ae. Найти мат-
рицу Au линейного оператора A в базисе u, если известно разложение
векторов базиса e в линейные комбинации по базису u.

a). Ae =

 2 1 3
−2 0 1

1 1 1

 ;
e1 = u1 + u2 − u3;
e2 = u1 + 2u2 − u3;
e3 = 2u2 + u3;

b). Ae =

 −3 3 3
1 −3 −3
0 −2 1

 ;
e1 = u1 − u2 − u3;
e2 = 2u1 − u2 − u3;
e3 = −u1 + 2u3;
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c). Ae =

 −1 2 1
1 −3 −2
3 1 0

 ;
e1 = u1 + 2u2 − 2u3;
e2 = u2 − u3;
e3 = 2u1 + 2u2 − u3;

d). Ae =

 2 −1 1
−3 1 3

2 3 2

 ;
e1 = u1 − u2 + u3;
e2 = u2 − 2u3;
e3 = −u1 + 2u2 − 2u3;

e). Ae =

 2 3 2
1 −3 −2
0 1 3

 ;
e1 = u1 + 2u2 − 3u3;
e2 = u2 − u3;
e3 = −u1 − u2 + 3u3;

f). Ae =

 −2 0 −3
1 −2 −1
2 −2 2

 ;
e1 = u1 − 2u2 − u3;
e2 = −u1 + 3u2 + 2u3;
e3 = −2u2 − u3.

74. Линейный оператор A в базисе v имеет матрицу Av. Линейный
оператор B в базисе u имеет матрицу Bu. Найти матрицы линейных
операторов A+B и A− 2B в базисе u.

a). Ae =
(
−1 1
−3 4

)
; Bu =

(
1 0

−1 −1

)
;

e1 = (−3;−2); e2 = (2; 1);
u1 = (−4;−3);u2 = (−1;−1);

b). Ae =
(
−2 3

3 2

)
; Bu =

(
1 −1
0 −1

)
;

e1 = (−1;−1); e2 = (2; 1);
u1 = (3; 2);u2 = (4; 3);

c). Ae =
(

3 −1
3 −3

)
; Bu =

(
−1 2

0 −2

)
;

e1 = (−2;−3); e2 = (1; 1);
u1 = (−3;−5);u2 = (−1;−2);

d). Ae =
(

4 −4
2 −3

)
; Bu =

(
−2 1

2 −1

)
;

e1 = (−5;−3); e2 = (2; 1);
u1 = (4; 3);u2 = (−3;−2);

e). Ae =
(

2 3
3 −1

)
; Bu =

(
−2 0
−1 2

)
;

e1 = (−1; 2); e2 = (−1; 1);
u1 = (2;−3);u2 = (−3; 5);

f). Ae =
(

4 −2
4 −4

)
; Bu =

(
0 −2

−2 −2

)
;

e1 = (−2;−1); e2 = (3; 1);
u1 = (1; 2);u2 = (−1;−1).

75. Линейный оператор A в базисе v имеет матрицу Av, линейный
оператор B в базисе u имеет матрицу Bu. Найти матрицы линейных
операторов AB и (A2 + B) в базисе, в котором даны координаты всех
векторов.

a). Av =
(
−1 1

1 1

)
; Bu =

(
−3 2
−2 1

)
;

v1 = (−5;−3);v2 = (2; 1);
u1 = (−3;−2);u2 = (2; 1).

b). Av =
(
−1 −1

1 3

)
; Bu =

(
0 −3

−2 1

)
;

v1 = (7; 3);v2 = (2; 1);
u1 = (−3;−1);u2 = (4; 1).

c). Av =
(
−3 −1

4 3

)
; Bu =

(
2 1

−2 −2

)
;

v1 = (5; 4);v2 = (1; 1);
u1 = (7; 3);u2 = (2; 1).

d). Av =
(
−3 −2

3 3

)
; Bu =

(
4 −4

−1 2

)
;

v1 = (3; 1);v2 = (2; 1);
u1 = (−3;−1);u2 = (4; 1).
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e). Av =
(

1 1
2 −3

)
; Bu =

(
−3 −1
−1 −2

)
;

v1 = (5; 4);v2 = (1; 1);
u1 = (3; 1);u2 = (2; 1).

f). Av =
(
−3 1
−2 1

)
; Bu =

(
−3 0

1 −3

)
;

v1 = (−7;−4);v2 = (2; 1);
u1 = (5; 2);u2 = (2; 1).

76. Найти ранг, базисы ядра и образа линейного оператора A, дей-
ствующего в линейном пространстве R4 по правилу Ax = Mx, где мат-
рица M определена ниже.

a). M =


2 0 1 1

−2 0 −1 −1
0 0 0 0
4 0 2 2

 . b). M =


0 1 1 −1
0 1 1 −1
0 1 1 −1
0 1 1 −1

 .

c). M =


2 1 2 3

−1 0 −1 −1
−2 −2 2 0
−2 0 2 2

 . d). M =


3 −3 3 −3
0 0 2 0

−1 1 3 1
−3 3 1 3

 .

e). M =


1 0 2 −1
2 0 0 −3

−1 −3 3 2
−3 3 2 3

 . f). M =


3 1 0 3
3 2 −3 3
3 0 3 3
1 0 1 1

 .

77. Найдите ранг, базисы ядра и образа линейного оператора A :
M2(R) → M2(R) такого, что для любой матрицы X ∈ M2(R)

a). AX =
(
−3 2

2 −3

)
X + X

(
1 0

−3 1

)
.

b). AX =
(
−1 0

0 0

)
X + X

(
−1 2
−1 2

)
.

c). AX =
(
−1 0

1 −2

)
X + X

(
0 −3
0 1

)
.

d). AX =
(
−2 −3

2 3

)
X + X

(
−1 0

1 3

)
.

e). AX =
(

1 0
1 −2

)
X + X

(
2 1
0 −1

)
.

f). AX =
(

0 1
0 0

)
X + X

(
1 −1
1 −1

)
.

g). AX =
(

1 0
1 −2

)
X

(
−1 2

0 2

)
− 2X.

h). AX =
(

1 0
1 −1

)
X

(
−1 3

0 1

)
+ X.

i). AX =
(

1 −2
0 −2

)
X

(
1 0
0 −2

)
+ 2X.
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j). AX =
(
−1 0

2 2

)
X

(
−3 1

0 1

)
+ X.

k). AX =
(

1 1
0 −1

)
X

(
2 1
0 1

)
+ 2X.

l). AX =
(

2 0
−1 3

)
X

(
1 0

−1 2

)
− 2X.

78. Найдите ранг, базисы ядра и образа линейного оператора A :
C[x]3 → C[x]3, действующего в линейном пространстве C[x]3 всех мно-
гочленов степени не выше 3 с комплексными коэффициентами по пра-
вилу
a). (Af)(x) = (−3+2x3)f ′′′(x)+(3+3x−x2)f ′′(x)+(−1−x)f ′(x)+f(x).
b). (Af)(x) = (2x+ 2x2)f ′′′(x)− 2(1 + x)f ′′(x).
c). (Af)(x) = (1 + x2)f ′′′(x)− (2 + x− x2)f ′′(x)− (1 + 3x)f ′(x) + 3f(x).
d). (Af)(x) = f ′′′(x) + (−2x+ x2)f ′′(x) + (2− 3x)f ′(x) + 3f(x).
e). (Af)(x) = (−2x2 + 2x3)f ′′′(x)− 2x2f ′′(x).
f). (Af)(x) = (2x+2x3)f ′′′(x)+ (−1+2x)f ′′(x)+ (−1+x)f ′(x)− 2f(x).

79. Для следующих линейных операторов A, действующих в линей-
ном пространстве R3, выяснить их обратимость. В случае их обрати-
мости найти обратные операторы.
a). Ax = (2x1 + 2x2 − 3x3;−x2 + 2x3;−x1 − x2 + x3).
b). Ax = (2x1 − 2x2 − x3;−x1 − x2 − x3;−x1 + 2x2 + x3).
c). Ax = (−2x1 − 2x2 + 3x3;−x1 − x2 + 2x3;−2x1 − x2 + x3).
d). Ax = (x1 − x2;−2x1 − x2 + 2x3;−x1 − x2 + x3).
e). Ax = (x1 − x2 + 2x3;x1 + x3;−x1 − x2 + x3).
f). Ax = (2x1 − x2 − 2x3;−x1 + x2 + 2x3;−2x1 + x3).

80. Для следующих линейных операторов A, действующих в ли-
нейном пространстве R[x]3 всех полиномов степени не выше третьей
с вещественными коэффициентами, найдите их обратные операторы
A−1, если они существуют, или докажите их необратимость. Линейные
операторы действуют по правилу: для любого многочлена f ∈ C[x]3

a). Af = 2f ′′′ + 2f ′′ + 2f ′ + f . b). Af = 2f ′′′ + f ′′ + f ′ + f .
c). Af = f ′′′ − 2f ′′ − 2f ′ − f . d). Af = f ′′′ + 2f ′′ − f .
e). Af = 2f ′′ − f . f). Af = 2f ′′′ + f ′′ + f .

81. Для следующих линейных операторов A, действующих в линей-
ном пространстве R[x]2 всех многочленов степени не выше второй с ве-
щественными коэффициентами, найдите их обратные операторы A−1,
если они существуют, или докажите необратимость этих операторов.
Линейные операторы действуют по правилу: для любого многочлена
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f ∈ R[x]2

a). Af = f ′′ − 3f ′ + f . b). Af = 2f ′′ − 3f ′ + f .
c). Af = −2f ′ + f . d). Af = −2f ′ − f .
e). Af = f ′′ − 2f ′ + f . f). Af = f ′′ − 2f ′ − f .
g). Af(x) = (−1− 2x− 2x2)f ′′ + (2 + 2x)f ′ − f .
h). Af(x) = −xf ′′ + f .
i). Af(x) = (2− 2x2)f ′′ + (−2 + 2x)f ′ − f .
j). Af(x) = (1 + 2x2)f ′′ + (2− 2x)f ′ + f .
k). Af(x) = (−1− 2x− 2x2)f ′′ + (1 + 2x)f ′ − f .
l). Af(x) = (1 + x)f ′′ + f .



ГЛАВА 4

СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ КОНЕЧНОМЕРНЫХ
ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Наука всегда оказывается не права. Она никогда не
решит вопроса, не поставив при этом десятка новых.
Бернард Шоу.

Собственные значения и собственные векторы.

Всюду в дальнейшем буквой V будут обозначаться конечномерные
линейные (векторные) пространства ненулевой размерности над одним
и тем же полем F. Как обычно F обозначает либо поле R вещественных
чисел либо поле C комплексных чисел. Размерность пространства V (и
только она) всюду обозначается буквой n, 0 < n = dim V <∞.

Через Rn(Cn) будем обозначать линейное пространство всех вектор–
столбцов с n вещественными (комплексными) элементами и стандарт-
ными операциями сложения векторов и умножения вектора на число.
Одно из этих двух пространств будем обозначать через Fn. Для сокра-
щения записи вектор–столбец v всюду записывается как транспониро-
ванный вектор– строка v = (v1, v2, . . . , vn)τ , причем знак транспониро-
вания часто будем лишь подразумевать.

ПустьA— линейный оператор, действующий в векторном простран-
стве V.

Число α из поля F называется собственным значением (или соб-
ственным числом) линейного оператора A, если существует такой нену-
левой вектор u ∈ V (u 6= 0), что Au = αu. Этот вектор u называется
собственным вектором оператора A, отвечающим собственному значе-
нию α.

Множество всех собственных значений оператора A называется его
спектром и обозначается SpecA. Число λ ∈ F принадлежит спектру
линейного оператора A тогда и только тогда, когда

det(A− λI) = 0. (4.1)
Пусть A = Ae — матрица оператора A в некотором базисе e, E —
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единичная матрица. Тогда

ϕA(λ) := det(A− λI) = det(Ae − λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 − λ a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 − λ . . . a2,n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 . . . an,n − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
является многочленом n-ой степени с неизвестной λ и коэффициентами
из поля F:

ϕA(λ) = b0λ
n + b1λ

n−1 + · · ·+ bn−1λ+ bn
и называется характеристическим многочленом линейного оператора
A. Его коэффициенты можно найти по формулам:

b0 = (−1)n;
b1 = (−1)n−1(a1,1 + a2,2 + · · ·+ an,n);

b2 = (−1)n−2
∑

0≤i<j≤n

∣∣∣∣ ai,i ai,j

aj,i aj,j

∣∣∣∣ = (−1)n−2
∑

0≤i<j≤n

Mi,j ;

. . .

bk = (−1)n−k
∑

0≤i1<i2<···<ik≤n

Mi1,i2,...,ik
;

. . .
bn = detAe,

где Mi1,i2,...,ik
есть главный минор порядка k матрицы A с номерами

им занимаемых строк и столбцов равными i1, i2, . . . , ik (напомним, что
минор называется главным, если номера занимаемых им строк совпа-
дают с номерами столбцов). В частности, отсюда получается следую-
щая формула для характеристического многочлена матрицы третьего
порядка

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 − λ a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 − λ a2,3

a3,1 a3,2 a3,3 − λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + (a1,1 + a2,2 + a3,3)λ2−

−
(∣∣∣∣ a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a1,1 a1,3

a3,1 a3,3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a2,2 a2,3

a3,2 a3,3

∣∣∣∣)λ+ detA. (4.2)

Эта формула удобна для нахождения характеристического много-
члена в трехмерном случае. Для остальных размерностей можно вы-
писать аналогичные формулы. Для n = 1, 2 такая формула легко полу-
чается по определению определителя и, поэтому, нет нужды ее выпи-
сывать. При n > 3 такие формулы становятся громоздкими и трудоем-
кими при вычислениях. Поэтому, (при вычислениях вручную) в этих
случаях (впрочем, и при n = 3) можно воспользоваться свойствами
определителей и обычными приемами для их вычисления.
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Из (4.1) легко получается следующая замечательная формула для
спектра оператора A:

SpecA = {λ ∈ F | ϕA(λ) = 0}.
Алгебраической кратностью собственного значения α называется крат-
ность корня α характеристического многочлена ϕA(λ).

Характеристический многочлен и, следовательно, спектр не зависят
от базиса, в котором найдена матрица линейного оператора.

Пусть теперь α — собственное значение линейного оператора A.
Тогда, по определению, ненулевой вектор u будет собственным, если
Au = αu или, что равносильно, (A − αI)u = 0. Отсюда получаем, что
подпространство ker(A−αI) состоит из всех собственных векторов, от-
вечающих собственному значению α, и нулевого вектора. Это подпро-
странство называется собственным. Его размерность называется гео-
метрической кратностью собственного значения α. Таким образом, для
нахождения геометрической кратности собственного значения α нуж-
но найти размерность ядра линейного оператора (A−αI). Часто удоб-
нее находить равную последней размерность подпространства решений
однородной системы уравнений (Ae − αE)x = 0. Если найдена фун-
даментальная система решений этой однородной системы уравнений
(заметим, что фундаментальная система решений состоит из собствен-
ных векторов), то число векторов в ней равно геометрической кратно-
сти собственного значения α. Однако, находить специально фундамен-
тальную систему решений нерационально, так как размерность под-
пространства решений однородной системы уравнений (Ae−αE)x = 0,
а, следовательно, и геометрическая кратность собственного значения
α, равна n− r, где число r равно рангу матрицы (Ae − αE). Очевидно,
что алгебраическая и геометрическая кратности собственного значе-
ния больше нуля и не превосходят размерности линейного простран-
ства. Кроме того, геометрическая кратность собственного значения не
превосходит его алгебраической кратности.

Все введенные понятия (собственное значение, собственный вектор,
спектр, характеристический многочлен) переносятся с линейного опе-
ратора на его матрицу. Отметим также, что определение собственно-
го значения и собственного вектора для операторов, действующих в
бесконечномерных линейных пространствах, остается таким же, как и
в конечномерном случае. Однако спектр линейного оператора в бес-
конечномерном случае определяется несколько иначе. Он включает в
себя все собственные значения, но может содержать и другие значения.
Пример 78 Найти собственные значения и собственные векторы линей-
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ных операторов, заданных в некотором базисе матрицами:

а)
(

1 2
−1 −1

)
; б)

 3 −1 0
6 −3 2
8 −6 5

 ; в)


1 1 −1 −1
1 2 0 0
1 1 1 0
2 4 −2 −1

 .

Решение. а) Все вычисления будем вести в том базисе, в котором за-
даны матрицы линейных операторов. Для того, чтобы найти собствен-
ные значения, найдем сначала характеристический многочлен, потом
все его корни и из последних отберем те, которые принадлежат полю
F. Характеристический многочлен можно найти по определению опре-
делителя

ϕA(λ) =
∣∣∣∣ 1− λ 2
−1 −1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(−1− λ) + 2 = λ2 + 1.

Характеристический многочлен не имеет вещественных корней. Зна-
чит, если векторное пространство и линейный оператор, действующий
в нем, определены над полем вещественных чисел, то собственных зна-
чений нет и спектр оператора пуст: SpecA = ∅.

Пусть поле F = C. Тогда характеристический многочлен имеет два
комплексных корня λ1 = i, λ2 = −i и, значит, SpecA = {i,−i}.

Теперь, для того, чтобы найти все собственные векторы, отвеча-
ющие собственному значению α, нужно найти все нетривиальные ре-
шения x ∈ C2 системы уравнений (Ae − αE)x = 0. Для собственного
значения α = i

Ae − iE =
(

1− i 2
−1 −1− i

)
C1+(1−i)C2∼

(
0 0

−1 −1− i

)
.

Общее решение системы уравнений можно записать так x1 = (−1−i)x2

или x = (−(1 + i)x2, x2)τ для ∀x2 ∈ C. Фундаментальная система ре-
шений состоит из одного вектора f1 = (1 + i,−1)τ . Тогда, для любого
µ ∈ C\{0} вектор v, имеющий координатный вектор ve = µ(1+ i,−1)τ ,
является собственным для линейного оператора A, причем любой соб-
ственный вектор, отвечающий данному собственному значению, можно
представить в таком виде. Если e1, e2 — базис, в котором дана мат-
рица оператора, то все собственные векторы можно задать формулой
v = µ(1 + i)e1 − µe2, ∀µ ∈ C \ {0}.

Аналогично, для собственного значения α = −i

Ae + iE =
(

1 + i 2
−1 −1 + i

)
C1+(1+i)C2∼

(
0 0

−1 −1 + i

)
.

Общее решение системы уравнений имеет вид x1 = (−1 + i)x2 или x =
((i−1)x2, x2)τ для ∀x2 ∈ C. Фундаментальная система решений состоит
из одного вектора f2 = (i − 1, 1)τ . Тогда множество {ve = µ(i − 1, 1)τ :
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∀µ ∈ C \ {0}} совпадает с множеством всех координатных векторов
собственных векторов, отвечающих данному собственному значению.
Множество всех собственных векторов можно записать в виде {v =
µ(i− 1)e1 + µe2 : ∀µ ∈ C \ {0}}.

б) Характеристический многочлен можно вычислить по формуле
(4.2), которая находится на странице 192:

ϕA(λ) = −λ3 + (3− 3 + 5)λ2 −
(∣∣∣∣ 3 −1

6 −3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ −3 2
−6 5

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 3 0
8 5

∣∣∣∣)λ+

+

∣∣∣∣∣∣
3 −1 0
6 −3 2
8 −6 5

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 5λ2 − 9λ+ 5.

Корень λ1 = 1 характеристического многочлена легко угадывает-
ся. Можно теперь характеристический многочлен ϕA(λ) разделить на
линейный двучлен λ− 1, например, используя алгоритм Горнера,

−1 5 −9 5
1 −1 4 −5 0

Тогда ϕA(λ) = (λ−1)(−λ2+4λ−5). Квадратный трехчлен имеет два
комплексных корня λ2 = 2+i и λ3 = 2−i. Таким образом, если оператор
рассматривается над полем R вещественных чисел, то SpecA = {1}.
Если поле F совпадает с полем C комплексных чисел, то SpecA = {1, 2−
i, 2 + i}.

Пусть F = R. Для нахождения собственных векторов нужно найти
все нетривиальные решения x ∈ R3 системы уравнений (Ae−αE)x = 0.
Для собственного значения α = 1

Ae − E =

 2 −1 0
6 −4 2
8 −6 4

 C2/2∼
C3−2C2

 2 −1 0
3 −2 1

−4 2 0

 C2−2C1∼
C3+2C1

 2 −1 0
−1 0 1

0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений имеет вид x2 = 2x1, x3 = x1

или x = (x1, 2x1, x1)τ , ∀x1 ∈ R. Любое частное нетривиальное решение
есть координатный вектор собственного вектора. Пусть µ ∈ R, µ 6= 0
и x1 = µ, тогда ve = (µ, 2µ, µ)τ = µ(1, 2, 1)τ есть координатный век-
тор собственного вектора, причем любой собственный вектор можно
представить в таком виде.

в) Характеристический многочлен можно искать так

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 −1 −1

1 2− λ 0 0
1 1 1− λ 0
2 4 −2 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C3 − C4
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0 −1

1 2− λ 0 0
1 1 1− λ 0
2 4 λ− 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C4 + C3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0 −1

1 2− λ 0 0
1 1 1− λ 0
3 5 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 −1

1 2− λ 0
3 5 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
C3 − (1 + λ)C1

= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 −1

1 2− λ 0
λ2 + 2 4− λ 0

∣∣∣∣∣∣ = −(1− λ)
∣∣∣∣ 1 2− λ
2 + λ2 4− λ

∣∣∣∣ =
= (λ− 1)(4− λ− 4 + 2λ− 2λ2 + λ3) = (λ− 1)3λ.

Корни характеристического многочлена λ1 = 1, λ2 = 0 принадле-
жат полю F и, следовательно, SpecA = {1, 0}. Для нахождения соб-
ственных векторов нужно найти все нетривиальные решения x ∈ F4

системы уравнений (Ae − αE)x = 0. Для собственного значения α = 1

Ae − E =


0 1 −1 −1
1 1 0 0
1 1 0 0
2 4 −2 −2

 ∼
C3 − C2

C4 − 2C1

∼


0 1 −1 −1
1 1 0 0
0 0 0 0
2 2 0 0

 ∼

C4 − 2C2


0 1 −1 −1
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений x4 = x2−x3, x1 = −x2, ∀x2, x3 ∈ F.
Фундаментальная система решений имеет вид f1 = (−1, 1, 0, 1)τ , f2 =
(0, 0, 1,−1)τ . Тогда вектор ve = µf1 + νf2 для ∀µ, ν ∈ F, |µ| + |ν| 6= 0,
является координатным вектором собственного и любой собственный
вектор, отвечающий собственному значению α = 1, можно представить
в таком виде.

Аналогично, для собственного значения α = 0

Ae =


1 1 −1 −1
1 2 0 0
1 1 1 0
2 4 −2 −1

 ∼

C4 − C1


1 1 −1 −1
1 2 0 0
1 1 1 0
1 3 −1 0


C1 + C3

∼

C4 + C3
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∼


2 2 0 −1
1 2 0 0
1 1 1 0
2 4 0 0


C1 − 2C2

∼
C3 − C2

C4 − 2C2


0 −2 0 −1
1 2 0 0
0 −1 1 0
0 0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений x1 = −2x2, x3 = x2, x4 = −2x2 для
∀x2 ∈ F. Фундаментальная система решений состоит из одного вектора
f3 = (−2, 1, 1,−2)τ . Тогда все собственные векторы u (и только они),
отвечающие данному собственному значению, могут быть записаны в
виде ue = µf3, µ ∈ F \ {0}.
Пример 79 Не находя характеристического многочлена, выяснить, яв-
ляются ли числа 1, 0, −1 собственными значениями линейного опера-
тора, заданного в некотором базисе матрицей:

2 1 1 1
−1 0 −1 −1

1 1 2 1
−1 −1 −1 0

 .

Если да, то найти геометрическую кратность собственного значения.
Решение. По теореме 4.1 достаточно для каждого из чисел α = 1, α = 0,
α = −1 вычислить det(Ae − αE). Если определитель равен нулю, то
данное число является собственным значением, в противном случае —
нет. Для α = 1

det(Ae − E) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

−1 −1 −1 −1
1 1 1 1

−1 −1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

так как первая строка равна третьей. Значит, число α = 1 является
собственным значением линейного оператора с данной матрицей. Для
того, чтобы определить его геометрическую кратность, достаточно най-
ти ранг матрицы Ae −E. Для этого приведем эту матрицу с помощью
элементарных преобразований к ступенчатой форме

Ae − E =


1 1 1 1

−1 −1 −1 −1
1 1 1 1

−1 −1 −1 −1


C2 + C1

∼
C3 − C1

C4 + C1


1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Последняя матрица имеет ступенчатую форму, в которой одна нену-
левая строка. Значит, ранг матрицы равен одному и геометрическая
кратность собственного значения α = 1 равна трем (так как n − r =
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4− 1 = 3). Пусть теперь α = 0. Тогда

det(Ae − 0E) = detAe =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1

−1 0 −1 −1
1 1 2 1

−1 −1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

C3 − C1

C4 + C1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1

−1 0 −1 −1
−1 0 1 0

1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −

∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1
−1 1 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣
C1 + C2 + C3

= −

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
−1 1 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0.

Следовательно, число α = 0 не является собственным значением дан-
ного оператора. Теперь для α = −1

det(Ae + E) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1

−1 1 −1 −1
1 1 3 1

−1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
C2 − C1

=
C3 − C1

C4 + C1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1

−4 0 −2 −2
−2 0 2 0

2 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −

∣∣∣∣∣∣
−4 −2 −2
−2 2 0

2 0 2

∣∣∣∣∣∣
C1 + C2 + C3

= −

∣∣∣∣∣∣
−4 0 0
−2 2 0

2 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 16 6= 0.

Значит, число α = −1 не является собственным значением данного
оператора.

Диагональная матрица линейного оператора

Когда я читаю или когда мне что-то рассказыва-
ют, мне почти всегда это кажется очень трудным
и практически невозможным понять. Тогда я не
могу не задать себе вопрос, а не может ли это
быть проще. И в некоторых случаях оказывалось,
что это действительно намного проще.
Д.Гильберт.1

Матрицы одного и того же линейного оператора в разных базисах
могут быть не равными. Если мы хотим с помощью матрицы иссле-
довать свойства линейного оператора или вычислить какие–либо его
данные, то обычно это легче сделать в том случае, когда матрица име-
ет более простую структуру. Диагональные матрицы являются одними
из таких матриц. Однако не для любого линейного оператора существу-
ет базис, в котором матрица этого оператора диагональна. Основным,

1 К.Рид. «Гильберт». М. Наука, 1977.
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дающим условия, при которых матрица линейного оператора в некото-
ром базисе диагональна, является следующее утверждение. Линейный
оператор A в данном базисе имеет диагональную матрицу тогда и толь-
ко тогда, когда этот базис состоит из собственных векторов оператора
A. Линейные операторы, имеющие в некотором базисе диагональную
матрицу, называются операторами простой структуры.

Следует заметить, что базис, состоящий из собственных векторов,
определяется неоднозначно, а диагональная форма матрицы линейно-
го оператора единственна (если существует) с точностью до порядка
расположения элементов на диагонали. Причем, элемент ai,i матрицы,
стоящий на главной диагонали, равен собственному значению, которо-
му отвечает i–й собственный вектор базиса.

Следующий критерий устанавливает связь между существованием
диагональной матрицы линейного оператора и кратностями (алгебраи-
ческой и геометрической) его собственных значений. Линейный опера-
тор A имеет в некотором базисе диагональную матрицу тогда и только
тогда, когда все корни его характеристического многочлена принадле-
жат полю F и их геометрические кратности равны алгебраическим.

Во многих случаях полезным бывает достаточное условие «диагона-
лизируемости» матрицы линейного оператора. Если спектр линейного
оператора состоит из n (= dim V) собственных значений, то существует
базис, в котором матрица этого оператора диагональна. Обратите вни-
мание, что спектр — это множество, а во множестве элементы не по-
вторяются. Значит здесь условие выполняется лишь в случае, когда все
корни характеристического многочлена принадлежат основному полю
и являются простыми (то есть имеют кратность, равную единице). То-
гда базис, в котором матрица линейного оператора диагональна, со-
стоит из собственных векторов, по одному для каждого собственного
значения. Здесь следует учесть, что собственные векторы линейного
оператора, отвечающие попарно различным собственным значениям,
линейно независимы. Последнее утверждение можно обобщить до сле-
дующего. Система, состоящая из линейно независимых подсистем соб-
ственных векторов линейного оператора, отвечающих попарно различ-
ным собственным значениям, линейно независима.
Пример 80 Выяснить, какие из следующих матриц линейных операто-
ров можно привести к диагональному виду путем перехода к новому
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базису. Найти этот базис и соответствующую ему матрицу:

а)


−2 0 −3 −3

6 1 6 6
−6 −4 1 2

6 4 0 −1

 б)
(

1 2
−1 −1

)
; в)


1 1 −1 −1
1 2 0 0
1 1 1 0
2 4 −2 −1

 ;

Решение. Очевидно, что данная задача равносильна задаче нахож-
дения базиса из собственных векторов.

Нам удобно отождествить линейный оператор с его матрицей в том
базисе, в котором она задана по условию задачи и, соответственно,
отождествить вектор с его координатным вектором в этом же базисе.

Найдем характеристический многочлен линейного оператора и все
корни этого многочлена. Если хотя бы один из этих корней не принад-
лежит полю F, то линейный оператор не имеет диагональной матри-
цы. Если все корни принадлежат полю F, то для каждого собственного
значения найдем отвечающие ему собственные векторы. Точнее, нуж-
но найти базис соответствующего собственного подпространства. Это
равносильно нахождению фундаментальной системы решений системы
уравнений (A−αE)x = 0. Если геометрическая кратность для каждого
собственного значения совпадает с его алгебраической кратностью, то
существует базис, в котором матрица оператора диагональна. Объеди-
нив все фундаментальные системы решений для разных собственных
значений, получим линейно независимую систему векторов и, следова-
тельно, базис. Матрица линейного оператора в этом базисе диагональ-
на.

а) Характеристический многочлен

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2− λ 0 −3 −3

6 1− λ 6 6
−6 −4 1− λ 2

6 4 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C2 + 2C1

=

C4 + C3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2− λ 0 −3 −3
2− 2λ 1− λ 0 0
−6 −4 1− λ 2

0 0 1− λ 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

C4 − C3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2− λ 0 −3 0
2− 2λ 1− λ 0 0
−6 −4 1− λ λ+ 1

0 0 1− λ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(1 + λ)(2 + λ).
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Корни характеристического многочлена λ1,2 = 1, λ3 = −1, λ4 = −2.
Все они принадлежат полю F и, следовательно, SpecA = {1,−1,−2}.
Найдем соответствующие собственные векторы. Для собственного зна-
чения α = 1 имеем

A− E =


−3 0 −3 −3

6 0 6 6
−6 −4 0 2

6 4 0 −2

 ∼


1 0 1 1
3 2 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Общее решение x2 = (x4−3x1)/2, x3 = −x1−x4, ∀x1, x4 ∈ F. Фундамен-
тальная система решений f1 = (2,−3,−2, 0)τ , f2 = (0, 1,−2, 2)τ . Теперь
уже ясно, что есть базис из собственных векторов. Он состоит из двух
уже найденных и двух собственных векторов, отвечающих оставшимся
двум собственным значениям. В этом базисе матрица имеет вид

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −2

 ,

если, конечно, собственные векторы в базисе упорядочены в соответ-
ствии с расположением собственных значений на диагонали.

Осталось найти эти собственные векторы. Для собственного значе-
ния α = −1 и матрицы

A+ E =


−1 0 −3 −3

6 2 6 6
−6 −4 2 2

6 4 0 0


собственный вектор легко угадать: f3 = (0, 0, 1,−1)τ . Для собственного
значения α = −2 матрица

A+ 2E =


0 0 −3 −3
6 3 6 6

−6 −4 3 2
6 4 0 1


C1/(−3)

(C2 + 2C1)/3
∼

C3 + C1


0 0 1 1
2 1 0 0

−6 −4 0 −1
6 4 0 1

 ∼

∼
C3 + 4C2

C4 + C3


0 0 1 1
2 1 0 0
2 0 0 −1
0 0 0 0

 C1 + C3

∼


2 0 1 1
2 1 0 0
2 0 0 −1
0 0 0 0

 .

Отсюда получаем общее решение системы уравнений x2 = −2x1,
x3 = −2x1, x4 = 2x1, ∀x1 ∈ F, и последний базисный вектор имеет вид
f4 = (1,−2,−2, 2)τ .

б) На странице 194 найден спектр линейного оператора с данной
матрицей. Если поле F = R, то спектр пуст и, следовательно, не суще-
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ствует базиса, в котором оператор имеет диагональную матрицу. Если
же поле F = C, то SpecA = {i,−i}. Так как спектр состоит из двух соб-
ственных значений и это число совпадает с размерностью линейного
пространства, в котором действует линейный оператор, то существует
базис u, в котором матрица диагональна

Au =
(
i 0
0 −i

)
,

причем базис состоит из собственных векторов линейного оператора A.
На странице 194 эти базисные векторы уже найдены: u1 = (1 + i,−1)τ ,
u2 = (i− 1, 1)τ .

в) Для данной матрицы спектр найден на странице 196 : SpecA =
{1, 0}. Алгебраическая кратность собственного значения α = 1 равна
3, а собственного значения α = 0 равна 1. На странице 196 найдены
собственные векторы. Оттуда следует, что геометрическая кратность
собственного значения α = 1 равна 2, что не равно алгебраической
кратности. Поэтому не существует базиса, в котором оператор имел
бы диагональную матрицу.
Пример 81 Показать, что следующую матрицу линейного оператора
можно привести к диагональному виду над полем комплексных чисел
путем перехода к новому базису. −1 −1 −3

−2 3 1
−3 3 −1

 .

Решение. Найдем характеристический многочлен данной матрицы,
вычисляя его коэффициенты с помощью главных миноров:

ϕA(λ) = −λ3 + (−1 + 3− 1)λ2 −
(∣∣∣∣ −1 −1
−2 3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 3 1
3 −1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ −1 −3
−3 −1

∣∣∣∣)λ+∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −3
−2 3 1
−3 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + λ2 + 19λ+ 2.

Выясним кратность корней характеристического многочлена, которые
существуют над полем комплексных чисел по «основной теореме ал-
гебры». Для этого найдем наибольший общий делитель характеристи-
ческого многочлена и его производной

ϕ′A(λ) = −3λ2 + 2λ+ 19.
Используя алгоритм Евклида, видим, что наибольший общий делитель
равен 1. Значит, характеристический многочлен и его производная яв-
ляются взаимно простыми. Поэтому все корни характеристического
многочлена простые и, используя достаточное условие, получаем, что
матрицу линейного оператора можно привести к диагональному виду
переходом к другому базису.
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Корневые подпространства

Именно это чувство радостного удивления и отличает
всех великих математиков, точно так же как лучших
преподавателей математики отличает способность пере-
дать его своим ученикам.
М. Гарднер «Крестики-нолики».

Пусть αi — собственное значение оператора A алгебраической крат-
ности ki. Тогда корневое подпространство, соответствующее этому соб-
ственному значению, есть ядро линейного оператора (A− αiI)ki :

Ki := ker(A− αiI)ki .

Корневое подпространство является инвариантным (см. определение
на стр. 224) подпространством линейного оператора A. Если характе-
ристический многочлен имеет каноническое разложение над полем F

ϕA(λ) = (α1 − λ)k1(α2 − λ)k2 . . . (αm − λ)km ,

то пространство V раскладывается в прямую сумму корневых подпро-
странств

V = K1 ⊕K2 ⊕ · · · ⊕Km.

В этом случае объединение базисов всех корневых подпространств даст
базис всего пространства V. В этом базисе матрица линейного опера-
тора A является клеточно–диагональной. Для размерности корневого
подпространства имеет место следующее часто применяемое свойство

dim Ki = ki.

Заметим, что для любого li, 0 < li ≤ ki имеет место вложение
подпространств ker(A − αiI)li ⊂ ker(A − αiI)ki = Ki (см. свойства
на стр. 165). При этом, если для некоторого li размерности равны
dim ker(A−αiI)li = ki, то равны и подпространства ker(A−αiI)li = Ki

и, следовательно, для нахождения Ki в этом случае достаточно линей-
ный оператор A− αiI возвести лишь в li степень.
Пример 82 Найти все собственные значения и корневые подпростран-
ства линейного оператора, заданного в некотором базисе матрицей:

a).


3 3 1 0
1 1 0 −1

−4 −4 1 3
4 4 1 −1

 ; б).


1 3 −3 1

−1 −3 3 −1
−1 −3 3 −1
−1 −2 1 0

 .

Решение. Отождествим, как обычно, линейный оператор с его мат-
рицей в данном базисе.
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а). Найдем характеристический многочлен линейного оператора

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 3 1 0

1 1− λ 0 −1
−4 −4 1− λ 3

4 4 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C1 − C2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 3 1 0
λ 1− λ 0 −1
0 −4 1− λ 3
0 4 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C2 + C1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 3 1 0

0 4− λ 1 −1
0 −4 1− λ 3
0 4 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C4 + C3

= −λ

∣∣∣∣∣∣
4− λ 1 −1
−4 1− λ 3

0 2− λ 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
C2 − C3

− λ

∣∣∣∣∣∣
4− λ 2 −1
−4 −2− λ 3

0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= −λ(2− λ)

∣∣∣∣ 4− λ 2
−4 −2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2λ2.

Его корни λ1 = 2 и λ2 = 0 принадлежат полю F, следовательно,
SpecA = {0, 2}.

Алгебраическая кратность собственного значения α = 0 равна 2.
Значит, для того, чтобы воспользоваться определением корневого под-
пространства, нам нужно найти вторую степень линейного оператора
A− αI:

(A− 0E)2 = A2 =

=


3 3 1 0
1 1 0 −1

−4 −4 1 3
4 4 1 −1

 ·


3 3 1 0
1 1 0 −1

−4 −4 1 3
4 4 1 −1

 =


8 8 4 0
0 0 0 0

−8 −8 0 4
8 8 4 0

 .

Найдем теперь базис ядра линейного оператора (A − 0I)2. Для этого
нужно найти подпространство решений однородной системы уравнений
A2x = 0. Имеем

A2 =


8 8 4 0
0 0 0 0

−8 −8 0 4
8 8 4 0

 ∼


2 2 1 0
0 0 0 0

−2 −2 0 1
0 0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений можно записать в виде x3 = −2x1−
2x2, x4 = 2x1+2x2, ∀x1, x2 ∈ F. Полагая последовательно x1 = 1, x2 = 0
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и x1 = 0, x2 = 1, получим фундаментальную систему решений f1 =
(1, 0,−2, 2)τ , f2 = (0, 1,−2, 2)τ однородной системы уравнений A2x = 0.
Значит, система векторов f1, f2 — базис корневого подпространства,
соответствующего собственному значению α = 0.

Так как алгебраическая кратность собственного значения α = 2
равна двум, то, аналогично предыдущему, найдем квадрат линейного
оператора A−2I и с помощью элементарных преобразований приведем
ее к нужной форме:

(A− 2E)2 =


1 3 1 0
1 −1 0 −1

−4 −4 −1 3
4 4 1 −3




1 3 1 0
1 −1 0 −1

−4 −4 −1 3
4 4 1 −3

 =

=


0 −4 0 0

−4 0 0 4
8 8 0 −8

−8 −8 0 8

 ∼


0 1 0 0

−1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений имеет вид x1 = x4, x2 = 0, ∀x3, x4 ∈
F, и фундаментальная система решений f3 = (0, 0, 1, 0)τ , f4 = (1, 0, 0, 1)τ

дает нам базис второго корневого подпространства.
Замечание. Система векторов f1, f2, f3, f4 есть базис пространства V,

так как он построен из базисов подпространств, прямая сумма которых
равна V. Тогда из равенств

Af1 =


3 3 1 0
1 1 0 −1

−4 −4 1 3
4 4 1 −1




1
0

−2
2

 =


1

−1
0
0

 = f1 − f2,

Af2 =


3 3 1 0
1 1 0 −1

−4 −4 1 3
4 4 1 −1




0
1

−2
2

 =


1

−1
0
0

 = f1 − f2,

Af3 =


3 3 1 0
1 1 0 −1

−4 −4 1 3
4 4 1 −1




0
0
1
0

 =


1
0
1
1

 = f3 + f4,

Af4 =


3 3 1 0
1 1 0 −1

−4 −4 1 3
4 4 1 −1




1
0
0
1

 =


3
0

−1
3

 = −f3 + 3f4
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получим, что матрица линейного оператора A в этом базисе является
клеточно–диагональной и равна

Af =


1 1 0 0

−1 −1 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 3

 .

б). Найдем характеристический многочлен линейного оператора

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 3 −3 1
−1 −3− λ 3 −1
−1 −3 3− λ −1
−1 −2 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C2 + C1

=
C3 + C1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 3 −3 1
−λ −λ 0 0
−λ 0 −λ 0
−1 −2 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C1 − C2−
−C3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 3 −3 1

0 −λ 0 0
0 0 −λ 0
0 −2 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3(1− λ).

Его корни λ1 = 0 и λ2 = 1 принадлежат полю F, следовательно,
SpecA = {0, 1}.

Алгебраическая кратность собственного значения α = 0 равна 3.
Значит, для того, чтобы воспользоваться определением корневого под-
пространства, нам нужно найти третью степень линейного оператора
A − αI. Но сразу возвести в эту степень не так-то просто. Возведем
сначала матрицу во вторую степень:

(A− 0E)2 = A2 =

=


1 3 −3 1

−1 −3 3 −1
−1 −3 3 −1
−1 −2 1 0

 ·


1 3 −3 1

−1 −3 3 −1
−1 −3 3 −1
−1 −2 1 0

 =


0 1 −2 1
0 −1 2 −1
0 −1 2 −1
0 0 0 0

 .

Если действовать по стандартной схеме, то далее нужно возвести мат-
рицу оператора A = A − 0I в третью степень и найти фундаменталь-
ную систему решений однородной системы уравнений A3x = 0. Од-
нако заметим, что искомое корневое подпространство имеет размер-
ность, равную трем. Это следует из того, что размерность корневого
подпространства совпадает с алгебраической кратностью соответству-
ющего собственного значения. Заметим, что ранг матрицы A2 равен
одному. Значит, ядро линейного оператора (A − 0I)2 имеет размер-
ность, равную трем, такую же, как и размерность корневого подпро-
странства K1 = ker(A− 0I)3. Кроме того, из свойств ядер следует, что
kerA2 ⊂ kerA3 = K1. Но тогда подпространство kerA2 совпадает с кор-
невым подпространством K1. Поэтому для того, чтобы найти базис кор-
невого подпространства, нужно найти kerA2, то есть подпространство
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решений однородной системы уравнений A2x = 0. С помощью элемен-
тарных преобразований из основной матрицы этой системы уравнений
получим следующую 

0 1 −2 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений можно записать в виде x4 = 0x1 −
x2 + 2x3, ∀x1, x2, x3 ∈ F. Полагая последовательно x1 = 1, x2 = 0,
x3 = 0, затем x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0 и x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1, получим
фундаментальную систему решений f1 = (1, 0, 0, 0), f2 = (0, 1, 0,−1),
f3 = (0, 0, 1, 2) однородной системы уравнений A2x = 0. Значит, эта
система векторов образует базис корневого подпространства, соответ-
ствующего собственному значению α = 0.

Так как алгебраическая кратность собственного значения α = 1
равна одному, то, по определению, корневое подпространство совпада-
ет с ядром оператора A − I. Значит, в этом случае корневое подпро-
странство равно собственному подпространству и имеет размерность,
равную одному. Найдем его базис:

A− E =


0 3 −3 1

−1 −4 3 −1
−1 −3 2 −1
−1 −2 1 −1

 C3 − C2

∼
C4 − C2


0 3 −3 1

−1 −4 3 −1
0 1 −1 0
0 2 −2 0

 C2 + C1

∼

∼


0 3 −3 1

−1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 2 −2 0

 C1 − 3C3

∼
C4 − 2C3


0 0 0 1

−1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений имеет вид x1 = −x2, x3 = x2, x4 =
0,∀x2 ∈ F, и фундаментальная система решений f4 = (−1, 1, 1, 0) есть
базис второго корневого подпространства.

Замечание. Система векторов f1, f2, f3, f4 есть базис пространства V,
так как он построен из базисов подпространств, прямая сумма которых
равна V. Тогда из равенств

Af1 =


1 3 −3 1

−1 −3 3 −1
−1 −3 3 −1
−1 −2 1 0




1
0
0
0

 =


1

−1
−1
−1

 = f1 − f2 − f3,
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Af2 =


1 3 −3 1

−1 −3 3 −1
−1 −3 3 −1
−1 −2 1 0




0
1
0

−1

 =


2

−2
−2
−2

 = 2f1 − 2f2 − 2f3,

Af3 =


1 3 −3 1

−1 −3 3 −1
−1 −3 3 −1
−1 −2 1 0




0
0
1
2

 =


−1

1
1
1

 = −f1 + f2 + f3,

Af4 =


1 3 −3 1

−1 −3 3 −1
−1 −3 3 −1
−1 −2 1 0




1
−1
−1

0

 =


1

−1
−1

0

 = f4

получим, что матрица линейного оператора A в этом базисе является
клеточно–диагональной и равна

Af =


1 2 −1 0

−1 −2 1 0
−1 −2 1 0

0 0 0 1

 .

Жорданова нормальная форма

...Похоже, это очень трудная задача...
— Да, нелегкая! — с легким раздражением
в голосе произнес Конфуций. — Но ведь
простым путем добиваются лишь пустых
и вредных вещей.
Лунь Юй «Беседы и суждения».

Квадратную матрицу порядка k и вида

Jk(α) =



α 1 0 . . . 0 0
0 α 1 . . . 0 0
0 0 α . . . 0 0

. . . . . .
0 0 0 . . . α 1
0 0 0 . . . 0 α


будем называть жордановой клеткой порядка k. Так, например, следу-
ющие матрицы являются жордановыми клетками соответственно пер-
вого, второго, третьего и четвертого порядков

J1(α) = (α), J2(α) =
(
α 1
0 α

)
,
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J3(α) =

 α 1 0
0 α 1
0 0 α

 , J4(α) =


α 1 0 0
0 α 1 0
0 0 α 1
0 0 0 α

 .

Будем говорить, что матрица имеет жорданову нормальную форму,
если она является клеточно–диагональной с жордановыми клетками по
главной диагонали

A =


Jk1(α1) 0

Jk2(α2)
. . .

0 Jkm
(αm)

 ,

причем числа αi могут совпадать и жордановы клетки могут иметь
одинаковые порядки, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ m ≤ n. В частности, диагональ-
ные матрицы имеют жорданову нормальную форму. У диагональных
матриц все жордановы клетки первого порядка. Следующие матрицы
дают примеры различных матриц, имеющих жорданову нормальную
форму

2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2

 ,


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 ,


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 −2

 ,


3 1 0 0 0
0 3 1 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 3 1
0 0 0 0 3

 ,


−2 1 0 0 0

0 −2 1 0 0
0 0 −2 1 0
0 0 0 −2 0
0 0 0 0 1

 ,


1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 −2

 .

В этих матрицах жордановы клетки специально выделены линиями.
Пусть характеристический многочлен имеет вид

ϕA(λ) = (α0 − λ)n.
То есть имеется единственный корень кратности n. Тогда этот корень
принадлежит полю F и, значит, спектр состоит из одного собственного
значения α0.
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Для нахождения жордановой нормальной формы в этом случае
можно применить следующий алгоритм. Заметим прежде всего, что
все жордановы клетки на главной диагонали имеют число α0. Пусть
неотрицательное целое число m1 равно количеству жордановых клеток
порядка 1, неотрицательное целое число m2 равно количеству жор-
дановых клеток порядка 2 и так далее, неотрицательное целое число
ml равно количеству жордановых клеток порядка l в матрице, име-
ющей жорданову нормальную форму, причем клеток порядка более
высокого, чем l нет. Для матрицы A − α0E можно рассмотреть ее h–
е степени (A − α0E)h. Пусть rh есть ранг матрицы (A − α0E)h для
h = 0, 1, 2, . . . , n, n + 1. Тогда для чисел rh имеют место следующие
строгие неравенства

r0 > r1 > r2 > · · · > rl (4.3)
и равенства

r0 = n, rl = rl+1 = · · · = rn = rn+1 = 0. (4.4)
Эти ранги единственным образом определяют числа mh, причем их

можно найти по формуле
mh = rh−1 − 2rh + rh+1, h = 1, 2, . . . , l. (4.5)

Если r1 = 0, то матрица диагональна с собственным числом α0 на
диагонали для матриц любого порядка. Для матриц с небольшими по-
рядками можно рассмотреть все возможные случаи для жордановой
нормальной формы. Далее систематизированы все такие случаи в за-
висимости от рангов ri для не диагональных матриц порядков 2, 3, 4,
5, 6. Для матриц второго порядка, если r1 = 1, то матрица имеет жор-

данову нормальную форму вида
(
α0 1
0 α0

)
. Других случаев нет. Для

матриц третьего порядка есть два варианта не диагональной жордано-
вой нормальной формы
r1 = 1, α0 0 0

0 α0 1
0 0 α0

 .

r1 = 2, α0 1 0
0 α0 1
0 0 α0

 .

Для матриц четвертого порядка есть уже 4 варианта не диагональной
жордановой нормальной формы
r1 = 1,
α0 1 0 0
0 α0 0 0
0 0 α0 0
0 0 0 α0

 .

r1 = 2, r2 = 1,
α0 1 0 0
0 α0 1 0
0 0 α0 0
0 0 0 α0

 .
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r1 = 2, r2 = 0,
α0 1 0 0
0 α0 0 0
0 0 α0 1
0 0 0 α0

 .

r1 = 3,
α0 1 0 0
0 α0 1 0
0 0 α0 1
0 0 0 α0

 .

Следует обратить внимание на то, что для однозначного определения
вида жордановой нормальной формы для матриц 4 порядка уже не
достаточно только ранга r1. Если он равен 2, то нужно привлекать r2.

Для матриц пятого порядка имеется шесть не диагональных вари-
антов жордановой нормальной формы
r1 = 1,
α0 1 0 0 0
0 α0 0 0 0
0 0 α0 0 0
0 0 0 α0 0
0 0 0 0 α0

 .

r1 = 2, r2 = 0,
α0 1 0 0 0
0 α0 0 0 0
0 0 α0 1 0
0 0 0 α0 0
0 0 0 0 α0

 .

r1 = 2, r2 = 1,
α0 1 0 0 0
0 α0 1 0 0
0 0 α0 0 0
0 0 0 α0 0
0 0 0 0 α0

 .

r1 = 3, r2 = 1,
α0 1 0 0 0
0 α0 1 0 0
0 0 α0 0 0
0 0 0 α0 1
0 0 0 0 α0

 .

r1 = 3, r2 = 2,
α0 1 0 0 0
0 α0 1 0 0
0 0 α0 1 0
0 0 0 α0 0
0 0 0 0 α0

 .

r1 = 4,
α0 1 0 0 0
0 α0 1 0 0
0 0 α0 1 0
0 0 0 α0 1
0 0 0 0 α0

 .

Для матриц шестого порядка имеется уже десять не диагональных
вариантов жордановой нормальной формы
r1 = 1,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 0 0 0 0
0 0 α0 0 0 0
0 0 0 α0 0 0
0 0 0 0 α0 0
0 0 0 0 0 α0

 .

r1 = 2, r2 = 0,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 0 0 0 0
0 0 α0 1 0 0
0 0 0 α0 0 0
0 0 0 0 α0 0
0 0 0 0 0 α0

 .

r1 = 3, r2 = 0,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 0 0 0 0
0 0 α0 1 0 0
0 0 0 α0 0 0
0 0 0 0 α0 1
0 0 0 0 0 α0

 .

r1 = 2, r2 = 1,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 1 0 0 0
0 0 α0 0 0 0
0 0 0 α0 0 0
0 0 0 0 α0 0
0 0 0 0 0 α0

 .
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r1 = 3, r2 = 1,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 1 0 0 0
0 0 α0 0 0 0
0 0 0 α0 1 0
0 0 0 0 α0 0
0 0 0 0 0 α0

 .

r1 = 4, r2 = 2, r3 = 0,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 1 0 0 0
0 0 α0 0 0 0
0 0 0 α0 1 0
0 0 0 0 α0 1
0 0 0 0 0 α0

 .

r1 = 3, r2 = 2,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 1 0 0 0
0 0 α0 1 0 0
0 0 0 α0 0 0
0 0 0 0 α0 0
0 0 0 0 0 α0

 .

r1 = 4, r2 = 2, r3 = 1,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 1 0 0 0
0 0 α0 1 0 0
0 0 0 α0 0 0
0 0 0 0 α0 1
0 0 0 0 0 α0

 .

r1 = 4, r2 = 3,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 1 0 0 0
0 0 α0 1 0 0
0 0 0 α0 1 0
0 0 0 0 α0 0
0 0 0 0 0 α0

 .

r1 = 5,
α0 1 0 0 0 0
0 α0 1 0 0 0
0 0 α0 1 0 0
0 0 0 α0 1 0
0 0 0 0 α0 1
0 0 0 0 0 α0

 .

Пример 83 Найти жорданову форму следующих матриц:

а)


0 6 4 0
0 4 0 2
0 −1 2 −1
1 −3 −2 2

 ; б)


1 1 −2 0 0 0

−1 −1 −1 −2 2 1
−1 0 −1 −1 2 1

2 1 1 2 −3 −2
2 1 −1 1 −2 −1

−1 0 −1 −1 2 1

 .

Решение. а). Необходимо сначала найти характеристический многочлен

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 6 4 0
0 4− λ 0 2
0 −1 2− λ −1
1 −3 −2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C2 + 2C3

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 6 4 0
0 2− λ 4− 2λ 0
0 −1 2− λ −1
1 −3 −2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C3 − 2C2

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 6 −8 0
0 2− λ 0 0
0 −1 4− λ −1
1 −3 4 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣
−λ −8 0
0 4− λ −1
1 4 2− λ

∣∣∣∣∣∣ C1 + λC3

= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣
0 4λ− 8 λ(2− λ)
0 4− λ −1
1 4 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
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= (2− λ)
∣∣∣∣ 4(λ− 2) λ(2− λ)

4− λ −1

∣∣∣∣ = (2− λ)2
∣∣∣∣ −4 λ
4− λ −1

∣∣∣∣ =
= (2− λ)2(4− 4λ+ λ2) = (2− λ)4.

Таким образом, характеристический многочлен имеет единственный
корень λ = 2 и, следовательно, SpecA = {2}. Тогда

A− 2E =


−2 6 4 0

0 2 0 2
0 −1 0 −1
1 −3 −2 0

 ∼


0 0 0 0
0 2 0 2
0 −1 0 −1
1 −3 −2 0

 .

Ранг r1 матрицы A− 2E равен 2. Найдем квадрат этой матрицы

(A− 2E)2 =

=


−2 6 4 0

0 2 0 2
0 −1 0 −1
1 −3 −2 0



−2 6 4 0

0 2 0 2
0 −1 0 −1
1 −3 −2 0

 =


4 −4 −8 8
2 −2 −4 4

−1 1 2 −2
−2 2 4 −4

 .

Легко видеть, что ранг последней матрицы r2 = 1. Так как из (4.3)
следует, что r2 > r3, то r3 = 0. Кроме того r0 = 4 и r4 = 0. Тогда

m1 = r0 − 2r1 + r2 = 4− 4 + 1 = 1;
m2 = r1 − 2r2 + r3 = 2− 2 + 0 = 0;
m3 = r2 − 2r3 + r4 = 1− 0 + 0 = 1.

Значит, жорданова нормальная форма матрицы имеет одну клетку по-
рядка 1 и одну клетку порядка 3. Теперь уже нетрудно построить и
саму матрицу, имеющую жорданову нормальную форму:

2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

Замечание. Конечно, только что полученная жорданова нормальная
форма для матриц четвертого порядка в соответствии с проведенной
выше систематизацией по рангам r1 = 2 и r2 = 1 однозначно определя-
ется без вычисления чисел mi.

б). Характеристический многочлен равен∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 −2 0 0 0
−1 −1− λ −1 −2 2 1
−1 0 −1− λ −1 2 1

2 1 1 2− λ −3 −2
2 1 −1 1 −2− λ −1

−1 0 −1 −1 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ6.
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Его можно вычислить, проделав следующие операции. 1. Из шестой
строки определителя вычесть третью и затем к третьему столбцу при-
бавить шестой. В результате последняя строка будет содержать пять
нулевых элементов. Определитель следует разложить по этой строке.
2. В получившемся определителе пятого порядка к пятой строке мож-
но прибавить третью строку и вычесть первую. Затем пятый столбец
прибавить к первому столбцу и вычесть из третьего столбца. В резуль-
тате пятая строка будет содержать четыре нулевых элемента. Опреде-
литель следует разложить по этой строке. 3. В получившемся опреде-
лителе четвертого порядка к последней строке можно прибавить вто-
рую строку и затем из второго столбца вычесть четвертый столбец. В
результате четвертая строка будет содержать три нулевых элемента.
Определитель следует разложить по этой строке. 4. В получившем-
ся определителе третьего порядка из третьей строки можно вычесть
вторую строку и затем третий столбец прибавить ко второму столб-
цу. Дальнейшие действия очевидны. Таким образом, характеристиче-
ский многочлен имеет единственный корень λ = 0 и, следовательно,
SpecA = {0}. Стандартный путем проверяется, что ранг матрицы A
равен 4. Ее квадрат 

2 0 −1 0 −2 −1
0 0 −1 0 0 1
1 0 −1 0 −1 0
0 0 1 0 0 −1
1 0 0 0 −1 −1
1 0 −1 0 −1 0


имеет ранг 2, а третья степень матрицы является нулевой матрицей и,
следовательно, имеет ранг 0. В результате этих вычислений получили,
что r1 = 4, r2 = 2 и r3 = 0. Тогда

m1 = r0 − 2r1 + r2 = 6− 8 + 2 = 0;
m2 = r1 − 2r2 + r3 = 4− 4 + 0 = 0;
m3 = r2 − 2r3 + r4 = 2− 0 + 0 = 2.

Значит, жорданова нормальная форма матрицы имеет две клетки по-
рядка 3. Теперь уже нетрудно построить и саму матрицу, имеющую
жорданову нормальную форму:

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 .
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В случае, когда характеристический многочлен имеет несколько
различных корней, причем все они принадлежат полю F и, следова-
тельно, являются собственными значениями, для каждого из них мож-
но применить вышеизложенный алгоритм. А именно, пусть k есть ал-
гебраическая кратность собственного значения α и rh есть ранг мат-
рицы (A − αE)h для h = 0, 1, 2, . . . , k, k + 1. Тогда существует такое
натуральное l, 0 < l ≤ k, что имеют место следующие неравенства (ср.
(4.3), (4.4))

r0 > r1 > r2 > · · · > rl (4.6)
и равенства

r0 = n, rl = rl+1 = rl+2 = · · · = rk = rk+1 = n− k. (4.7)
Пусть mh равно числу жордановых клеток порядка h с собственным
значением α на диагонали. Тогда для собственного значения α ранги
ri единственным образом определяют числа mh по такой же, как и при
одноточечном спектре, формуле (см.(4.5))

mh = rh−1 − 2rh + rh+1, h = 1, 2, . . . , k. (4.8)
Пример 84 Найти жорданову форму матрицы

2 3 −1 −3
0 1 −1 1
0 3 −3 1
4 6 −2 −4

 .

Решение. Как обычно, начинаем с нахождения характеристического
многочлена (проверьте, выполнив все необходимые вычисления)

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 3 −1 −3

0 1− λ −1 1
0 3 −3− λ 1
4 6 −2 −4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2(λ+ 2)2.

Он имеет два корня λ = 0 и λ = −2, причем их кратности равны двум.
Рассмотрим сначала собственное значение α = 0. Легко найти ранг

матрицы A:

A =


2 3 −1 −3
0 1 −1 1
0 3 −3 1
4 6 −2 −4

 ∼


2 3 −1 −3
0 1 −1 1
0 0 0 −2
0 0 0 2

 .

Ранг r1 матрицы A равен 3. Так как алгебраическая кратность k = 2,
то r2 = r3 = n− k = 4− 2 = 2. Тогда

m1 = r0 − 2r1 + r2 = 4− 2 · 3 + 2 = 0,
m2 = r1 − 2r2 + r3 = 3− 2 · 2 + 2 = 1.
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Следовательно, имеется одна клетка порядка 2 с нулем на диагонали.
Аналогично, для собственного значения α = −2 легко найти ранг

матрицы

A + 2E =


4 3 −1 −3
0 3 −1 1
0 3 −1 1
4 6 −2 −2

 ∼


4 3 −1 −3
0 3 −1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Он равен двум: r1 = 2. Так как алгебраическая кратность k собствен-
ного значения α = 2 равна 2, то r2 = r3 = 4− 2 = 2. Тогда

m1 = r0 − 2r1 + r2 = 4− 2 · 2 + 2 = 2,
m2 = r1 − 2r2 + r3 = 2− 2 · 2 + 2 = 0.

Значит, имеется две клетки порядка 1 с собственным значением α = −2
на диагонали. Всё вместе дает следующую матрицу, имеющую жорда-
нову нормальную форму 

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −2

 .

Жорданов базис

Недостаточно постичь премудрость, нужно также
уметь пользоваться ею. Цицерон Марк Туллий.

Существует несколько различных алгоритмов построения жорда-
нова базиса. Здесь будет кратко изложен алгоритм, опубликованный в
[12].

Будем говорить, что система векторов S построена по семейству
систем векторов S1, S2, . . . , Sm, если S получена следующим образом:
сначала записаны подряд и в том же порядке все векторы системы S1,
затем подряд и в том же порядке все векторы системы S2 и так далее
и, наконец, подряд и в том же порядке все векторы системы Sm.

Пусть характеристический многочлен имеет вид ϕA(λ) = (α−λ)n. В
этом случае жорданов базис есть линейно независимая полная система,
построенная по семейству цепочек оператора A − αI. Напомним, что
система векторов x1, x2, . . . , xs называется цепочкой, если (A−αI)xi =
xi−1, i = 2, . . . , s, и (A − αI)x1 = 0. Из этого определения видно, что
последний элемент xs цепочки порождает всю цепочку
x1 = (A− αI)s−1xs, x2 = (A− αI)s−2xs, . . . ,xs−1 = (A− αI)xs, xs.
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Матрица линейного оператора A в жордановом базисе имеет жордано-
ву нормальную форму, причем каждой цепочке соответствует жорда-
нова клетка с числом α на главной диагонали и порядка равного длине
цепочки.

В дальнейшем часто будет использоваться следующее свойство се-
мейства цепочек. Пусть S1, S2, . . . , Sm есть цепочки векторов оператора
A− αI. Система S, построенная по семейству цепочек S1, S2, . . . , Sm,
линейно независима тогда и только тогда, когда первые векторы этих
цепочек образуют линейно независимую систему.

Векторы двух цепочек, находящиеся на одинаковых расстояниях
от начала, называются соответствующими. Если длина цепочки |Si| ≤
|Sj |, то у любого вектора цепочки Si есть соответствующий вектор в
цепочке Sj .

Элементарными преобразованиями цепочек (ЭПЦ) называются сле-
дующие преобразования:

1) отбрасывание первого вектора цепочки, если он равен нулю;
2) прибавление ко всем элементам цепочки Si соответствующих эле-

ментов цепочки Sj , удовлетворяющей условию |Si| ≤ |Sj |, i 6= j, умно-
женных на произвольный элемент α ∈ F. Это ЭПЦ будем обозначать
Si + αSj .

Основные свойства ЭПЦ в следующем:
а) в результате применения ЭПЦ из цепочек снова получаются це-

почки;
б) если система S построена по семейству цепочек S1, S2, . . . , Sm и

система S′ построена по семейству цепочек S′1, S′2, . . . , S′m′ , полученных
в результате ЭПЦ из семейства S1, S2, . . . , Sm, то линейные оболочки
равны `(S) = `(S′). Иными словами, ЭПЦ не меняют полноту системы,
построенной из семейства цепочек.

Теперь можно описать сам алгоритм построения жорданова базиса.
В конечномерном пространстве V можно взять любую полную систе-
му векторов. Обычно удобно брать базис. Каждый вектор ei полной
системы порождает цепочку Si (у которой этот вектор стоит на по-
следнем месте), i = 1, 2, . . . , k. Получили семейство цепочек S1, S2, . . . ,
Sn. Далее

1) отбрасывая нулевые векторы цепочек (или всю цепочку, если она
состоит лишь из нулевых векторов), добьемся того, чтобы все первые
векторы цепочек были отличны от нуля;

2) расположим цепочки в порядке убывания их длин:
|S1| ≥ |S2| ≥ · · · ≥ |Sk|;
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3) если первые векторы v1, v2, . . . , vk полученных цепочек линей-
но независимы, то система, построенная по семейству данных цепо-
чек, также линейно независима и построение закончено. Если система
первых векторов линейно зависима, то один из них является линейной
комбинацией предыдущих по свойствам линейно (не)зависимых систем
(см. стр. 52)

vl = µ1v1 + · · ·+ µl−1vl−1, l ≥ 2, µ1, . . . , µl−1 ∈ F.
и с помощью ЭПЦ Sl−µ1S1−· · ·−µl−1Sl−1 этот вектор можно сделать
нулевым. После этого перейти к пункту 1).

Применение операций 1), 2), 3), 1) к линейно зависимой системе S
приводит к отбрасыванию по крайней мере одного вектора. Поэтому
после конечного числа шагов мы получим линейно независимую си-
стему. А так как полнота не меняется при ЭПЦ, то система останется
полной. Следовательно, это будет базис, состоящий из цепочек, то есть
жорданов базис. Здесь следует заметить, что при практическом нахож-
дении жорданова базиса с помощью этого алгоритма иногда удается
получить требуемую систему, не доводя преобразований до конца. Это
возможно в том случае, когда у полученного семейства цепочек мож-
но найти подсемейство с линейно независимым обьединением и числом
векторов, равным размерности пространства.

Если характеристический многочлен над полем F имеет канониче-
ское разложение
ϕA(λ) = (α1 − λ)k1(α2 − λ)k2 · · · · · (αp − λ)kp , αi 6= αj при i 6= j,

то оператор A нужно рассматривать на каждом корневом подпростран-
стве отдельно. Для этого нужно найти какую-нибудь полную систему
(обычно базис) в корневом подпространстве. По каждому вектору этой
системы построить цепочку. Так как к индуцированному в корневом
подпространстве оператору можно применить вышеизложенный алго-
ритм, то, применяя его, постоим жорданов базис в каждом корневом
подпространстве. Объединяя их, получим жорданов базис во всем про-
странстве.
Пример 85 Линейный оператор A в пространстве R4 задан умножени-
ем слева на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора
имеет жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неодно-
значно):

a)


−1 2 2 −1
−4 4 3 −2

1 0 1 1
4 −2 −3 4

 , б)


2 1 1 2
1 3 1 4

−1 0 2 −2
−1 0 0 0

 .
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Решение. а) Характеристический многочлен

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 2 2 −1
−4 4− λ 3 −2

1 0 1− λ 1
4 −2 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

C4 − C3 + C1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 2 2 −1
−4 4− λ 3 −2

1 0 1− λ 1
2− λ 0 λ− 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C1 − C4

=
C3 + C4

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 2 1 −1
−2 4− λ 1 −2

0 0 2− λ 1
0 0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)2
∣∣∣∣ −λ 2
−2 4− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)4.

Таким образом, имеется единственный корень характеристического мно-
гочлена λ = 2. Тогда

A− 2E =


−3 2 2 −1
−4 2 3 −2

1 0 −1 1
4 −2 −3 2

 .

В качестве полной системы здесь удобно взять стандартный базис про-
странства V = R4: e1 = (1, 0, 0, 0)τ , e2 = (0, 1, 0, 0)τ , e3 = (0, 0, 1, 0)τ ,
e4 = (0, 0, 0, 1)τ . Тогда

(A− 2I)e1 = (−3,−4, 1, 4)τ , (A− 2I)e2 = (2, 2, 0,−2)τ ,

(A− 2I)e3 = (2, 3,−1,−3)τ , (A− 2I)e4 = (−1,−2, 1, 2)τ .

Обратите внимание, что полученные векторы совпадают со столбцами
матрицы A− 2E. Далее

(A− 2I)2e1 =


−3 2 2 −1
−4 2 3 −2

1 0 −1 1
4 −2 −3 2



−3
−4

1
4

 =


−1
−1

0
1

 ;

(A− 2I)2e2 =


−3 2 2 −1
−4 2 3 −2

1 0 −1 1
4 −2 −3 2




2
2
0

−2

 =


0
0
0
0

 ;

(A− 2I)2e3 =


−3 2 2 −1
−4 2 3 −2

1 0 −1 1
4 −2 −3 2




2
3

−1
−3

 =


1
1
0

−1

 ;
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(A− 2I)2e4 =


−3 2 2 −1
−4 2 3 −2

1 0 −1 1
4 −2 −3 2



−1
−2

1
2

 =


−1
−1

0
1

 ;

Так как все полученные векторы пропорциональны вектору (A−2I)e2,
образ которого равен нулю, то и (A− 2I)3ei = 0 для i = 1, 2, 3, 4. Нами
построены цепочки векторов

S1 : (A− 2I)2e1, (A− 2I)e1, e1;
S2 : (A− 2I)e2, e2;
S3 : (A− 2I)2e3, (A− 2I)e3, e3;
S4 : (A− 2I)2e4, (A− 2I)e4, e4.

Теперь, следуя вышеизложенному алгоритму, нужно упорядочить це-
почки по длине, а для удобства можно их записать по строкам в сле-
дующую матрицу

−1 −1 0 1 −3 −4 1 4 1 0 0 0
1 1 0 −1 2 3 −1 −3 0 0 1 0

−1 −1 0 1 −1 −2 1 2 0 0 0 1
2 2 0 −2 0 1 0 0

 .

С помощью ЭПЦ будем приводить крайнюю левую матрицу, содержа-
щую все первые элементы цепочек, к ступенчатой форме. После S2+S1,
S3 − S1, S4 + 2S1 получим

−1 −1 0 1 −3 −4 1 4 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 −1 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 2 2 0 −2 −1 0 0 1
0 0 0 0 −6 −7 2 8

 .

После вычеркивания первых нулевых векторов получим (после вычер-
кивания длины цепочек меняются и в случаи необходимости нужно
снова упорядочить цепочки по длине)

−1 −1 0 1 −3 −4 1 4 1 0 0 0
−1 −1 0 1 1 0 1 0

2 2 0 −2 −1 0 0 1
−6 −7 2 8

 . (4.9)

Левая матрица изменилась. Снова будем приводить ее к ступенчатой
форме. После S2 − S1, S3 + 2S1, S4 − 6S1 получим

−1 −1 0 1 −3 −4 1 4 1 0 0 0
0 0 0 0 4 4 0 −4
0 0 0 0 −7 −8 2 9
0 −1 2 2

 .
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Снова вычеркнем нулевые векторы
−1 −1 0 1 −3 −4 1 4 1 0 0 0

4 4 0 −4
−7 −8 2 9

0 −1 2 2

 .

После S2 + 4S1, S3 − 7S1 матрица примет вид
−1 −1 0 1 −3 −4 1 4 1 0 0 0

0 0 0 0
0 −1 2 2
0 −1 2 2

 .

После S4 − S3 и вычеркивания нулевых векторов получим(
−1 −1 0 1 −3 −4 1 4 1 0 0 0

0 −1 2 2

)
.

Левая матрица приведена к ступенчатой форме, следовательно, систе-
ма, состоящая из первых векторов цепочек, линейно независима. Зна-
чит, и вся система векторов линейно независима. Так как ее полнота
не изменилась, то осталось записать полученный жорданов базис
u1 = (−1,−1, 0, 1)τ ,u2 = (−3,−4, 1, 4)τ ,u3 = (1, 0, 0, 0)τ ,u4 = (0,−1, 2, 2)τ .

Каждой цепочке длины h соответствует клетка порядка h в жордано-
вой нормальной форме. Наш базис состоит из двух цепочек. Первая
цепочка длины 3, вторая — длины 1. Следовательно, матрица операто-
ра в этом базисе имеет две клетки. Первая клетка порядка 3, вторая —
порядка 1 (клетки выделены линиями)

Au =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Так как все вычисления проводились в том базисе e, в котором дана
матрица оператора, то в этом же базисе даны векторы жорданова ба-
зиса u1, u2, u3, u4. Тогда по определению матрица перехода от первого
базиса ко второму имеет вид

Pe→u =


−1 −3 1 0
−1 −4 0 −1

0 1 0 2
1 4 0 2

 .

Замечание. Жорданов базис уже можно найти по матрице (4.9). Он
состоит из той же цепочки u1, u2, u3 и цепочки, состоящей из одного
вектора v = (−6,−7, 2, 8)τ . Так как первые векторы этих двух цепочек
линейно независимы, то и система из четырех векторов u1, u2, u3, v
линейно независима. Следовательно, это искомый базис.
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б). Характеристический многочлен находим в результате следую-
щих выкладок

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1 2

1 3− λ 1 4
−1 0 2− λ −2
−1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C3 − C4

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1 2

1 3− λ 1 4
0 0 2− λ λ− 2

−1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C4 + C3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1 3

1 3− λ 1 5
0 0 2− λ 0

−1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 3

1 3− λ 5
−1 0 −λ

∣∣∣∣∣∣
C1 + (2− λ)C3

=
C2 + C3

= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣
0 1 3− 2λ+ λ2

0 3− λ 5− λ
−1 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (λ− 2)

∣∣∣∣ 1 3− 2λ+ λ2

3− λ 5− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)3(1− λ).

Мы получили, что характеристический многочлен имеет корни λ1 = 1
и λ2,3,4 = 2. Тогда

A− 2E =


0 1 1 2
1 1 1 4

−1 0 0 −2
−1 0 0 −2

 ,

(A− 2E)2 =


−2 1 1 −2
−4 2 2 −4

2 −1 −1 2
2 −1 −1 2

 . (4.10)

Так как ранг матрицы (A − 2E)2 равен 1, то dim ker(A − 2I)2 = 3 и
совпадает с кратностью корня λ = 2 характеристического многочлена.
Отсюда dim ker(A − 2I)2 = dim ker(A − 2I)3, а так как ker(A − 2I)2 ⊆
ker(A − 2I)3, то ker(A − 2I)2 = ker(A − 2I)3. Из (4.10) получаем, что
общее решение системы уравнений (A − 2E)2x = 0 можно записать
в виде x2 = 2x1 − x3 + 2x4, ∀x1, x3, x4 ∈ F. Тогда фундаментальная
система решений, а, следовательно, и базис корневого подпространства
ker(A− 2I)3 есть система векторов

f1 = (1, 2, 0, 0)τ , f2 = (0,−1, 1, 0)τ , f3 = (0, 2, 0, 1)τ .
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Эти векторы порождают цепочки. Найдем их
(A− 2I)f1 = (2, 3,−1,−1)τ , (A− 2I)f2 = 0, (A− 2I)f3 = (4, 6,−2,−2)τ ,

(A− 2I)2f1 = (A− 2I)2f3 = 0.
Запишем цепочки векторов в матрицу по строкам, упорядочив по длине 2 3 −1 −1 1 2 0 0

4 6 −2 −2 0 2 0 1
0 −1 1 0

 .

Легко видеть, что первые векторы первой (это вектор (2, 3,−1,−1)τ ) и
третьей (это вектор (0,−1, 1, 0)τ ) цепочек линейно независимы. Значит,
первая и третья цепочки образуют линейно независимую систему

u1 = (2, 3,−1,−1)τ , u2 = (1, 2, 0, 0)τ , u3 = (0, 1,−1, 0)τ .

Это есть искомый жорданов базис в корневом подпространстве ker(A−
2I)3.

Корневое подпространство, отвечающее собственному значению α =
1, совпадает с собственным подпространством, причем его размерность
равна 1. Базис в нем состоит из одного собственного вектора. Его
нетрудно найти u4 = (−1,−2, 1, 1)τ . Добавляя его, получим жорда-
нов базис во всем пространстве u1, u2, u3, u4. Этот базис состоит из
цепочек длин 2 и 1, отвечающих собственному значению α = 2 и це-
почки длины 1, отвечающей собственному значению α = 1. Значит,
жорданова нормальная форма будет содержать клетки порядков 2 и
1 с числом 2 на главной диагонали и клетку порядка 1 с числом 1 на
главной диагонали 

2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

 .

Матрица перехода имеет вид

Pe→u =


2 1 0 −1
3 2 1 −2

−1 0 −1 1
−1 0 0 1

 .
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Инвариантные подпространства

То, что нам все же удалось решить задачу, значит
лишь одно: мы что-то не учли.
(Следствие из законов Мерфи.)

Подпространство U пространства V называется инвариантным под-
пространством линейного оператора A, если ∀y ∈ U вектор Ay ∈ U.
Это значит, что линейный оператор A любой вектор инвариантного
подпространства переводит в некоторый вектор этого же подпростран-
ства. Можно сказать, что все инвариантное подпространство линейным
оператором A переводится в себя. Это обычно записывается формулой
A(U) ⊂ U.

Нулевое подпространство и все пространство являются инвариант-
ными для любого линейного оператора. Не всякое подпространство,
инвариантное для одного линейного оператора, будет инвариантным
и для другого. Если спектр линейного оператора не пуст, то линей-
ная оболочка, порожденная любым собственным вектором, является
инвариантным одномерным подпространством. И наоборот, любое од-
номерное инвариантное подпространство состоит из собственных век-
торов и нулевого вектора. Линейная оболочка `(f1, f2, . . . , fk) является
инвариантным подпространством линейного оператора A тогда и толь-
ко тогда, когда ∀i = 1, 2, . . . , k векторы Afi ∈ `(f1, f2, . . . , fk). Сумма и
пересечение инвариантных подпространств являются инвариантными
подпространствами этого линейного оператора. Для любого многочле-
на f ∈ F[x] ядро kerB и образ imB линейного оператора B = f(A)
являются инвариантными подпространствами оператора A, в частно-
сти это справедливо для ядра и образа самого оператора A. Кроме
того, любое подпространство, содержащееся в ядре kerA, и любое под-
пространство, содержащее образ imA, являются инвариантными под-
пространствами линейного оператора A.

Пусть U является инвариантным подпространством линейного опе-
ратора A. Тогда линейный оператор A1 : U → U называется индуциро-
ванным, если ∀x ∈ U A1x = Ax .
Пример 86 Линейный оператор задан в некотором базисе e1, e2, e3, e4

следующей матрицей. Покажите, что линейная оболочка, натянутая на
векторы u1,u2, является двумерным инвариантным подпространством
и найдите в базисе u1,u2 матрицу индуцированного в этом подпро-
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странстве оператора.

Ae =


−1 2 1 −1
−3 2 0 −2
−2 −1 3 −1

0 0 −3 0


u1 = e1 − e4, u2 = e1 + e2 + e3 − e4.
Решение. Линейная оболочка `(u1,u2) будет инвариантным подпро-
странством оператора A тогда и только тогда, когда Au1 ∈ `(u1,u2)
и Au2 ∈ `(u1,u2). Это и нужно проверить. Все вычисления удобно ве-
сти в координатах базиса e.

По условию (u1)e = (1, 0, 0,−1)τ , (u2)e = (1, 1, 1,−1)τ . Тогда

Ae(u1)e =


−1 2 1 −1
−3 2 0 −2
−2 −1 3 −1

0 0 −3 0




1
0
0

−1

 =


0

−1
−1

0

 ,

Ae(u2)e =


−1 2 1 −1
−3 2 0 −2
−2 −1 3 −1

0 0 −3 0




1
1
1

−1

 =


3
1
1

−3

 .

Теперь проверим, что полученные векторы принадлежат линейной обо-
лочке `(u1,u2). Для этого достаточно разложить векторы Au1 и Au2

в линейную комбинацию векторов u1, u2. Пусть Au1 = α1u1 + α2u2.
Тогда коэффициенты этой линейной комбинации являются решением
системы уравнений с расширенной матрицей

1 1 0
0 1 −1
0 1 −1

−1 −1 0

 ∼


1 1 0
0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 .

Из второго уравнения системы уравнений нетрудно получить, что α2 =
−1. Подставляя это значение в первое уравнение видим, что α1 = 1.

Аналогично для Au2 = α1u1 + α2u2. Тогда коэффициенты этой
линейной комбинации являются решением системы уравнений с рас-
ширенной матрицей

1 1 3
0 1 1
0 1 1

−1 −1 −3

 ∼


1 1 3
0 1 1
0 0 0
0 0 0

 .

Из второго уравнения видно, что α2 = 1. Затем, из первого уравнения
получаем, что α1 = 2.
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Значит, Au1 = u1 − u2, Au2 = 2u1 + u2. Это и означает то, что
Au1 ∈ `(u1,u2), Au2 ∈ `(u1,u2). Тем самым доказано, что данное под-
пространство инвариантно для оператора A. Если A1 –— индуциро-
ванный в `(u1,u2) оператор, полученный сужением оператора A на это
подпространство, то на векторы u1, u2 он действует также, как и опе-
ратор A. Следовательно, A1u1 = u1−u2, A1u2 = 2u1+u2. Из последних
двух равенств и определения матрицы линейного оператора для A1 его
матрица в базисе u1, u2 имеет вид

(A1)u =
(

1 2
−1 1

)
.

Характеристический многочлен линейного оператора делится на
характеристический многочлен им индуцированного (в инвариантном
подпространстве) линейного оператора. Это свойство можно приме-
нить для нахождения всех инвариантных подпространств линейного
оператора.
Пример 87 Найти все подпространства трехмерного пространства, ин-
вариантные относительно линейного оператора, заданного в некотором
базисе матрицей:

Ae =

 4 −2 2
2 0 2

−1 1 1

 ;

Решение. Как обычно, отождествим линейный оператор A с его мат-
рицей Ae. Если U есть подпространство трехмерного пространства V,
то его размерность dim U ∈ {0, 1, 2, 3}. Очевидно, что подпространство
U = {0} нулевой размерности является инвариантным подпростран-
ством линейного оператора A. Других подпространств нулевой размер-
ности нет.

Одномерное подпространство является инвариантным для A тогда
и только тогда, когда оно порождено собственным вектором операто-
ра A. Значит, если будут найдены все собственные векторы, то будут
найдены все одномерные инвариантные подпространства. Характери-
стический многочлен линейного оператора

ϕA(λ) = −λ3 + (4 + 0 + 1)λ2 −
(∣∣∣∣ 4 −2

2 0

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 4 2
−1 1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 0 2
1 1

∣∣∣∣)λ+

+

∣∣∣∣∣∣
4 −2 2
2 0 2
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 5λ2 − 8λ+ 4.

Легко заметить корень λ1 = 1 характеристического многочлена ϕA(λ).
Если разделить ϕA(λ) на λ−1, например, используя алгоритм Горнера

−1 5 −8 4
1 −1 4 −4 0 ,
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то получим ϕA(λ) = (λ − 1)(−λ2 + 4λ − 4) = (1 − λ)(2 − λ)2. Отсюда
SpecA = {1, 2}. Теперь можно найти и соответствующие собственные
векторы. Для собственного значения α = 1

A− E =

=

 3 −2 2
2 −1 2

−1 1 0

 C2 − C1

∼

 3 −2 2
−1 1 0
−1 1 0

 C1 + 2C2

∼
C3 − C2

 1 0 2
−1 1 0

0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений имеет вид x3 = −x1/2, x2 = x1,
∀x1 ∈ F и фундаментальная система решений cостоит из одного векто-
ра f1 = (2, 2,−1)τ . Тогда любой собственный вектор имеет вид u = µf1,
µ 6= 0.

Для собственного значения α = 2

A− 2E =

 2 −2 2
2 −2 2

−1 1 −1

 ∼

 1 −1 1
0 0 0
0 0 0

 .

Общее решение имеет вид x1 = x2 − x3, ∀x2, x3 ∈ F, и, следовательно,
фундаментальная система решений состоит из следующих двух век-
торов f2 = (1, 1, 0)τ , f3 = (−1, 0, 1)τ . Тогда все собственные векторы
v (и только они) задаются формулой v = µf2 + νf3 = (µ − ν, µ, ν)τ ,
|µ| + |ν| 6= 0. Теперь ясно, что любое одномерное инвариантное под-
пространство U порождено либо вектором f1: U = `(f1), либо вектором
v: U = `(v). Во втором случае получается целое семейство одномер-
ных подпространств, зависящих от параметров µ, ν. Если линейную
оболочку, порожденную парой (линейно независимых) векторов f2, f3
отождествить с плоскостью в трехмерном пространстве, то это семей-
ство одномерных подпространств отождествляется с пучком прямых,
лежащих в этой плоскости и с центром пучка в начале координат.

Пусть теперь U — некоторое двумерное инвариантное подпростран-
ство. Рассмотрим сужение оператора A на U и характеристический
многочлен ϕA1(λ) индуцированного в U оператора A1. Характеристи-
ческий многочлен ϕA(λ) линейного оператора A делится на ϕA1(λ). Так
как ϕA(λ) найден выше, степень degϕA1(λ) = dim U = 2, то ϕA1(λ) =
(1− λ)(2− λ) или ϕA1(λ) = (2− λ)2. В первом случае подпространство
U порождается двумя (линейно независимыми) собственными векто-
рами, отвечающими двум различным собственным значениям. Таким
образом, двумерное инвариантное подпространство порождается век-
торами f1 и v = µf2 + νf3, |µ| + |ν| 6= 0: U = `(f1,v). Это семейство
подпространств, зависящих от параметров µ, ν. Во втором случае воз-
можно два варианта: либо есть пара линейно независимых собственных
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векторов для α = 2 либо ее нет. При первой возможности подпростран-
ство U порождается этой парой собственных векторов, причем матрица
индуцированного оператора A1 диагональна в базисе, построенном из
этих собственных векторов. При второй возможности не существует
диагональной матрицы индуцированного оператора A1 и, следователь-
но, подпространство U порождено цепочкой векторов оператора A1−2I
(а следовательно, и оператора A− 2I). В данном примере имеет место
первая возможность (собственные векторы f2, f3). Значит, инвариант-
ное подпространство U есть линейная оболочка, порожденная парой
этих векторов: U = `(f2, f3). Других двумерных инвариантных подпро-
странств больше нет.

Имеется также единственное трехмерное инвариантное подпростран-
ство — это само пространство V. Ответ: {0}, `(f1), `(v), `(f1,v), `(f2, f3),
V.
Пример 88 Найти все подпространства трехмерного пространства, ин-
вариантные относительно двух линейных операторов, заданных в неко-
тором базисе матрицами:

Ae =

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5

 ; Be =

 −6 2 3
2 −3 6
3 6 2

 .

Решение. Как обычно, отождествим линейные операторы A и B с
их матрицами Ae и Be соответственно. Очевидно, что тривиальные
подпространства {0} и V искомые. Найдем теперь все нетривиальные
инвариантные подпространства линейного оператора A. Его характе-
ристический многочлен

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
5− λ −1 −1
−1 5− λ −1
−1 −1 5− λ

∣∣∣∣∣∣ C1 + C2 + C3

=

∣∣∣∣∣∣
3− λ 3− λ 3− λ
−1 5− λ −1
−1 −1 5− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

−1 5− λ −1
−1 −1 5− λ

∣∣∣∣∣∣
C2 − C1

=
C3 − C1

(3− λ)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 6− λ 0
−1 0 6− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (3− λ)(6− λ)2.

Следовательно, SpecA = {3, 6}. Теперь можно искать собственные век-
торы: для первого собственного значения α = 3

A− 3E =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 ∼

 2 −1 −1
−3 3 0

3 −3 0

 ∼

 1 0 −1
−1 1 0

0 0 0

 .

Общее решение имеет вид x3 = x1, x2 = x1, ∀x1 ∈ F и фундаменталь-
ная система решений состоит из одного вектора a1 = (1, 1, 1)τ . Тогда
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множество всех собственных векторов u задается формулой u = µa1,
µ 6= 0.

Для собственного значения α = 6

A− 6E =

 −1 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 −1

 ∼

 −1 −1 −1
0 0 0
0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений имеет вид x1 = −x2 − x3, ∀x2, x3 ∈
F, и фундаментальная система решений состоит из двух векторов: a2 =
(−1, 1, 0)τ , a3 = (−1, 0, 1)τ . Тогда множество всех собственных векто-
ров, отвечающих этому собственному значению, можно задать фор-
мулой v = µa2 + νa3 = (−µ − ν, µ, ν)τ при |µ| + |ν| 6= 0. Таким обра-
зом, любое одномерное инвариантное подпространство порождено либо
вектором a1, либо вектором v, а любое двумерное инвариантное под-
пространство порождено либо векторами a2, a3, либо векторами a1, v.
Далее можно идти, как минимум, по одному из следующих двух сце-
нариев. 1. Найти все нетривиальные инвариантные подпространства
второго линейного оператора и выяснить, какие из инвариантных под-
пространств линейных операторов совпадают. 2. Проверить, какие из
инвариантных подпространств первого линейного оператора являются
инвариантными и для второго.

1. Пойдем сначала по первому пути. Для этого нужно все выклад-
ки, какие были проведены для первого линейного оператора, повторить
для второго линейного оператора. Характеристический многочлен ли-
нейного оператора B можно найти следующим образом

ϕB(λ) =

∣∣∣∣∣∣
6− λ 2 3

2 −3− λ 6
3 6 2− λ

∣∣∣∣∣∣ C2 − 2C1

=

=

∣∣∣∣∣∣
−6− λ 2 3
14 + 2λ −7− λ 0

3 6 2− λ

∣∣∣∣∣∣ C
1 + 2C2

=

∣∣∣∣∣∣
−2− λ 2 3

0 −7− λ 0
15 6 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (−7− λ)

∣∣∣∣ −2− λ 3
15 2− λ

∣∣∣∣ = (−7− λ)(λ2 − 4− 45) = (7 + λ)2(7− λ).

Следовательно, SpecB = {−7, 7}. Теперь будем искать собственные
векторы. Для собственного значения α = 7 A− 7E = −13 2 3

2 −10 6
3 6 −5

 ∼

 −13 2 3
−63 0 21

42 0 −14

 ∼

 −13 2 3
−3 0 1
−3 0 1

 . ∼

 −4 2 0
−3 0 1

0 0 0

 .

Общее решение имеет вид x2 = 2x1, x3 = 3x1, ∀x1 ∈ F и фундаменталь-
ная система решений состоит из одного вектора b1 = (1, 2, 3)τ . Тогда
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множество всех собственных векторов задается формулой x = γb1,
γ 6= 0.

Для собственного значения α = −7

A + 7E =

 1 2 3
2 4 6
3 6 9

 ∼

 1 2 3
0 0 0
0 0 0

 .

Общее решение системы уравнений имеет вид x1 = −2x2−3x3, ∀x2, x3 ∈
F, и фундаментальная система решений состоит из двух векторов: b2 =
(−2, 1, 0)τ , b3 = (−3, 0, 1)τ . Тогда множество всех собственных векто-
ров, отвечающих этому собственному значению, можно задать форму-
лой w = αb2 + βb3 = (−2α − 3β, α, β)τ при |α| + |β| 6= 0. Здесь ситу-
ация повторяется. Любое одномерное инвариантное подпространство
порождено либо вектором b1, либо вектором w, а любое двумерное ин-
вариантное подпространство порождено либо векторами b2, b3, либо
векторами b1, w.

Будем теперь искать одномерные подпространства, инвариантные
относительно обоих линейных операторов. Для этого переберем все од-
номерные инвариантные подпространства первого оператора и выяс-
ним, какие из них совпадают с одномерными инвариантными подпро-
странствами второго оператора.

а). Одномерные подпространства, порожденные векторами a1 и b1,
не совпадают, так как эти векторы не пропорциональны.

б). Если одномерные подпространства, порожденные векторами a1

и w, совпадают при некоторых α и β, то тогда найдутся такие α и β,
что a1 = αb2 + βb3. Последнее равенство можно рассматривать как
неоднородную систему уравнений с неизвестными α и β. Решим ее −2 −3 1

1 0 1
0 1 1

 C1 + 2C2 + 3C3

∼

 0 0 6
1 0 1
0 1 1

 .

Ранг матрицы системы уравнений равен двум, ранг расширенной мат-
рицы равен трем. Значит, по теореме Кронекера-Капелли система урав-
нений несовместна. Поэтому здесь искомых подпространств нет.

в). Рассмотрим теперь одномерные подпространства, порожденные
векторами v и b1. Если они совпадают при некоторых µ и ν, то тогда
найдутся такие µ и ν, что b1 = µa2 + νa3. Последнее равенство можно
рассматривать как неоднородную систему уравнений с неизвестными
µ и ν. Решим ее −1 −1 1

1 0 2
0 1 3

 C1 + C2 + C3

∼

 0 0 6
1 0 2
0 1 3

 .
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Система уравнений несовместна. Поэтому здесь искомых подпространств
нет.

г). Осталось рассмотреть одномерные подпространства, порожден-
ные векторами v и w. Если они совпадают, то тогда найдутся такие µ
и ν, α и β, что v = w. Последнее равенство перепишем подробнее −µ− ν

µ
ν

 =

 −2α− 3β
α
β

 .

Очевидно, что µ = α, ν = β. Тогда из равенства −µ − ν = −2α − 3β
после замены получим, что α = −2β. Это дает нам общее решение
(β,−2β, β)τ , β 6= 0. Сократив на β, получим вектор v0 = (1,−2, 1)τ ,
порождающий искомое подпространство. Подводя итоги, видим, что
имеется только одно одномерное инвариантное подпространство `(v0).

Будем теперь искать двумерные подпространства, инвариантные
относительно обоих линейных операторов. Для этого точно так же пе-
реберем все двумерные инвариантные подпространства первого опера-
тора (это `(a2,a3) и `(a1,v))и выясним, какие из них совпадают с дву-
мерными инвариантными подпространствами второго оператора (это
`(b2,b3) и `(b1,w)).

д). Сравним подпространства `(a2,a3) и `(b2,b3). Проверим, при-
надлежит ли вектор b2 первому подпространству −1 −1 −2

1 0 1
0 1 0

 C1 + C2 + C3

∼

 0 0 −1
1 0 1
0 1 0

 .

Система уравнений несовместна. Вектор b2 не принадлежит первому
подпространству. Подпространства не совпадают.

е). Сравним подпространства `(a2,a3) и `(b1,w). Проверим, при-
надлежит ли вектор b1 первому подпространству −1 −1 1

1 0 2
0 1 3

 C1 + C2 + C3

∼

 0 0 6
1 0 2
0 1 3

 .

Система уравнений несовместна. Вектор b1 не принадлежит первому
подпространству. Подпространства не совпадают.

ё). Сравним подпространства `(a1,v) и `(b2,b3). Проверим, принад-
лежит ли вектор a1 второму подпространству −2 −3 1

1 0 1
0 1 1

 C1 + 2C2 + 3C3

∼

 0 0 6
1 0 1
0 1 1

 .

Система уравнений несовместна. Вектор a1 не принадлежит второму
подпространству. Подпространства не совпадают.
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ж). Сравним подпространства `(a1,v) и `(b1,w). Так как оба под-
пространства имеют одинаковую размерность, то достаточно устано-
вить, что одно подпространство вложено в другое. Проверим, принад-
лежит ли вектор b1 первому подпространству 1 −µ− ν 1

1 µ 2
1 ν 3

 C1 + C2 + C3

∼

 3 0 6
1 µ 2
1 ν 3

 C2 − C1/3
∼

C3 − C1/3

 3 0 6
0 µ 0
0 ν 1

 .

Если µ 6= 0, то две последние строки расширенной матрицы не пропор-
циональны. В этом случае система уравнений несовместна. Если же
µ = 0, то система уравнений совместна. Поэтому в этом случае вектор
b1 принадлежит первому подпространству. Кроме того, при µ = 0 век-
тор v пропорционален вектору a3. Тогда вместо вектора v можно взять
вектор a3. Проверим теперь принадлежность первому подпространству
вектора w хотя бы при каких-нибудь α, β 1 −1 −2α− 3β

1 0 α
1 1 β

 C1 + C3

∼

 2 0 −2α− 2β
1 0 α
1 1 β

 .

Для того, чтобы система уравнений была совместной, необходимо, что-
бы две первые строки расширенной матрицы были пропорциональны,
то есть −α−β = α. Отсюда β = −2α. При этом условии система уравне-
ний совместна и, значит, вектор w = α(4, 1,−2)τ , α 6= 0, принадлежит
подпространству `(a1,a3). Следовательно, это подпространство явля-
ется искомым и единственным среди двумерных инвариантных под-
пространств.

2. Рассмотрим теперь второй способ решения. Он не требует на-
хождения собственных значений и собственных векторов второго ли-
нейного оператора. Займемся сначала одномерными инвариантными
подпространствами. Если какой-либо из собственных векторов первого
линейного оператора окажется собственным и для второго линейного
оператора, то порожденная им линейная оболочка будет искомым под-
пространством. Из

Ba1 =

 −6 2 3
2 −3 6
3 6 2

 1
1
1

 =

 −1
5

11

 6= γ

 1
1
1

 (4.11)

следует, что вектор a1 не является собственным для второго линейного
оператора и, следовательно, линейная оболочка `(a1) не будет инвари-
антным подпространством этого линейного оператора.

Теперь настало время проверить, не является ли вектор v собствен-
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ным для второго оператора. Для этого нужно найти

Bv =

 −6 2 3
2 −3 6
3 6 2

 −µ− ν
µ
ν

 =

=

 6µ+ 6ν + 2µ+ 3ν
−2µ− 2ν − 3µ+ 6ν
−3µ− 3ν + 6µ+ 2ν

 =

 8µ+ 9ν
−5µ+ 4ν
3µ− ν

 . (4.12)

Для того, чтобы ненулевой вектор v был собственным необходимо и
достаточно при некотором γ выполнение равенства 8µ+ 9ν

−5µ+ 4ν
3µ− ν

 = γ

 −µ− ν
µ
ν

 .

Последнее равенство векторов равносильно системе равенств 8µ+ 9ν = γ(−µ− ν);
−5µ+ 4ν = γµ;
3µ− ν = γν,

или

 (8 + γ)µ+ (9 + γ)ν = 0;
(5 + γ)µ− 4ν = 0;
3µ− (1 + γ)ν = 0.

Таким образом, то, что вектор v является собственным для второ-
го оператора равносильно нетривиальной разрешимости последней си-
стемы нелинейных уравнений. Из последнего уравнения этой системы
µ = (1 + γ)ν/3. Подставим его в первые два уравнения. Тогда{

(8 + γ)(1 + γ)ν/3 + (9 + γ)ν = 0;
(5 + γ)(1 + γ)ν/3− 4ν = 0

или {
(8 + 8γ + γ + γ2 + 27 + 3γ)ν/3 = 0;
(5 + 5γ + γ + γ2 − 12)ν/3 = 0.

Если ν = 0, то и µ = 0, что влечет v = 0. Поэтому ν 6= 0 и, следова-
тельно {

γ2 + 12γ + 35 = 0;
γ2 + 6γ − 7 = 0.

Корни первого квадратного уравнения γ1 = −5, γ2 = −7. Для второго
γ3 = −7, γ4 = −1. Следовательно, система уравнений имеет решение
γ = −7. Значит, µ = (1− 7)ν/3 = −2ν и вектор v = (2ν − ν,−2ν, ν)τ =
ν(1,−2, 1)τ , ν 6= 0. Таким образом, имеется лишь одно одномерное ин-
вариантное для обоих операторов подпространство и оно совпадает с
линейной оболочкой, натянутой на вектор v0 = (1,−2, 1)τ .

Двумерными подпространствами инвариантными для первого опе-
ратора являются: а) линейная оболочка `(a2,a3); б) семейство линей-
ных оболочек `(a1,v) для v = (−µ−ν, µ, ν)τ при |µ|+ |ν| 6= 0. Осталось
проверить какие из них являются инвариантными и для второго опера-
тора. Линейная оболочка `(a2,a3) инвариантна для оператора B тогда
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и только тогда, когда Ba2 ∈ `(a2,a3) и Ba3 ∈ `(a2,a3). Тогда

Ba2 =

 −6 2 3
2 −3 6
3 6 2

 −1
1
0

 =

 8
−5

3

 .

Этот вектор принадлежит линейной оболочке `(a2,a3) тогда и только
тогда, когда он является линейной комбинацией векторов a2, a3 8

−5
3

 = γ

 −1
1
0

+ δ

 −1
0
1

 .

Но последнее векторное уравнение не имеет решений относительно
неизвестных γ, δ. Следовательно, линейная оболочка `(a2,a3) не ин-
вариантна для второго оператора. Во втором случае для фиксиро-
ванных µ, ν рассуждения аналогичны. Векторы Ba1 = (−1, 5, 11)τ и
Bv = (8µ + 9ν,−5µ + 4ν, 3µ − ν)τ уже были найдены ранее в (4.11) и
(4.12). Теперь нужно выяснить принадлежат ли они линейной оболоч-
ке `(a1,v) и при каких µ, ν. Здесь можно воспользоваться алгоритмом
разложения вектора Ba1 или Bv в линейную комбинацию векторов a1,
v. Для Ba1  1 −µ− ν

1 µ
1 ν

∣∣∣∣∣∣
−1

5
11

 ∼

 1 (−µ− ν)
0 (2µ+ ν)
0 (µ+ 2ν)

∣∣∣∣∣∣
−1

6
12

 .

По теореме Кронекера-Капелли последняя система совместна тогда и
только тогда, когда две последние строки пропорциональны, то есть
(2µ + ν)/6 = (µ + 2ν)/12. Отсюда 4µ + 2ν = µ + 2ν и µ = 0. Зна-
чит, вектор v = ν(−1, 0, 1)τ = νa3, ν 6= 0. Таким образом, из се-
мейства подпространств `(a1,v) осталась только линейная оболочка
`(a1,a3), содержащая Ba1. Аналогично проверим принадлежность век-
тора Ba3 = (9, 4,−1)τ этой линейной оболочке 1 −1

1 0
1 1

∣∣∣∣∣∣
9
4

−1

 ∼

 1 −1
1 0
2 0

∣∣∣∣∣∣
9
4
8

 ∼

 1 −1
1 0
0 0

∣∣∣∣∣∣
9
4
0

 .

По теореме Кронекера-Капелли система уравнений совместна. Значит,
Ba3 ∈ `(a1,a3) и линейная оболочка `(a1,a3) инвариантна для второго
оператора. Ответ: {0}, `(v0), `(a1,a3), V.

В вещественном линейном пространстве не для всякого линейного
оператора имеется инвариантное одномерное подпространство. Напри-
мер, оператор поворота плоскости на угол, не кратный числу π, не име-
ет таких подпространств. Однако любой линейный оператор, действу-
ющий в конечномерном вещественном линейном пространстве, имеет
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или одномерное или ("и"не исключается) двумерное инвариантное под-
пространство. Если спектр линейного оператора не пуст, то линейная
оболочка, порожденная собственным вектором даст одномерное инва-
риантное подпространство (это не значит, что тогда у линейного опера-
тора не может быть двумерного инвариантного подпространства). Если
же спектр пуст, то одномерных инвариантных подпространств нет. За-
то имеется двумерное инвариантное подпространство. Оно связано с
корнем (точнее, с парой комплексно сопряженных корней) характери-
стического многочлена следующим образом. Пусть λ = ξ + iη — неве-
щественный (η 6= 0) корень характеристического многочлена линейного
оператора A, действующего в конечномерном вещественном линейном
пространстве. Тогда существуют два линейно независимых вектора u,v
таких, что

Au = ξu− ηv, Av = ηu + ξv. (4.13)
Векторы u,v найти несложно, если известен невещественный корень
характеристического многочлена. Для этого нужно найти матрицу опе-
ратора в каком-нибудь базисе и рассмотреть ее как комплексную (вне
зависимости от исходного линейного оператора). Тогда невеществен-
ный корень характеристического многочлена будет ее собственным зна-
чением. Для него можно найти соответствующий собственный вектор
матрицы. Разбив последний на действительную и мнимую часть, полу-
чим два вещественных вектора, которые и будут искомыми.
Пример 89 Найти все инвариантные подпространства размерностей 1
и 2 для линейного оператора, действующего в линейном вещественном
трехмерном пространстве и заданного в некотором базисе матрицей:

Ae =

 −2 −2 2
−1 −1 −2
−2 −1 −2

 .

Решение. Найдем, как обычно, характеристический многочлен задан-
ного линейного оператора

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −1 −2
−2 −1− λ −1
2 −2 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
C3 + C2

=

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −1 −2
−2 −1− λ −1
0 −3− λ −3− λ

∣∣∣∣∣∣ =
C3 − C2

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −1 −1
−2 −1− λ λ
0 −3− λ 0

∣∣∣∣∣∣ =
= (3 + λ)

∣∣∣∣ −2− λ −1
−2 λ

∣∣∣∣ = (3 + λ)(−λ2 − 2λ− 2).

Корни характеристического многочлена легко находятся: λ1 = −3,
λ2,3 = −1 ± i. Таким образом, спектр оператора A одноточечный:
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Spec(A) = {−3}. Так как алгебраическая кратность единственного соб-
ственного значения равна одному, то инвариантное одномерное подпро-
странство единственно и порождается соответствующим собственным
вектором. Найдем его.

Ae + 3E =

 1 −1 −2
−2 2 −1

2 −2 1

 C1 − 2C2

∼ C3 + C2

 5 −5 0
−2 2 −1

0 0 0

 .

Нетривиальное решение последней системы уравнений легко угадыва-
ется: f1 = (1, 1, 0). Это искомый собственный вектор.

Индуцированный в двумерном инвариантном подпространстве ли-
нейный оператор имеет характеристический многочлен второй степени.
Так как он делит характеристический многочлен исходного оператора,
то в этом примере им может быть лишь многочлен ϕA1(λ) = λ2+2λ+2.
Для того, чтобы найти инвариантное подпространство, рассмотрим ис-
ходную матрицу как комплексную. Тогда ее спектр будет состоять из
трех значений. Найдем собственный вектор этой комплексной матри-
цы, отвечающий одному из невещественных собственных значений. На-
пример, для α = −1− i имеем Ae + (1 + i)E =

=

 −1 + i −1 −2
−2 i −1

2 −2 −1 + i

 ∼
C3 + C2

 −1 + i −1 −2
−2 i −1

0 −2 + i −2 + i

 .

Из последнего уравнения получаем, что можно взять x2 = 1, x3 = −1.
Тогда из второго уравнения x1 = (ix2 − x3)/2 и после подстановки
в последнее равенство x2 = 1, x3 = −1 получаем, что x1 = 1

2 + i
2 .

Конечно, лучше было бы взять x2 = 2, x3 = −2, тогда x1 = 1+i. Значит,
имеем собственный вектор z = (1 + i, 2,−2). Запишем его в виде z =
(1, 2,−2) + i(1, 0, 0), выделив его вещественную и мнимую часть. Тогда
линейная оболочка, порожденная двумя последними вещественными
векторами f2 = (1, 2,−2) и f3 = (1, 0, 0), дает двумерное инвариантное
подпространство исходного линейного оператора. Ответ. `(f1), `(f2, f3).
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Минимальный многочлен

Господин Пажес произнес маленький спич и сказал:
«Тем, у кого желудок недостаточно крепок, чтобы пе-
реварить порцию математики, которой мы с г-ном Коро
вас угостим, лучше всего было бы тотчас же уйти. Но
если вы любите математику, вам это будет нипочем! Ру-
чаюсь». Антуан де Сент – Экзюпери. Письмо к матери.
Париж, 25 ноября, 1917 г.

Ненулевой многочлен
f(x) = a0x

m + a1x
m−1 + · · ·+ am−1x+ am

называется аннулирующим многочленом линейного оператора A, если
линейный оператор f(A) является нулевым:

f(A) := a0A
m + a1A

m−1 + · · ·+ am−1A+ amI = O.

Для любого линейного оператора его множество аннулирующих много-
членов непусто. В частности характеристический многочлен ϕA линей-
ного оператора A является его аннулирующим многочленом: ϕA(A) =
O2.

Минимальным многочленом линейного оператора A называется его
аннулирующий многочлен наименьшей степени с равным единице стар-
шим коэффициентом. Для любого линейного оператора существует его
минимальный многочлен. Этот многочлен единственен и все аннулиру-
ющие многочлены линейного оператора делятся на его минимальный
многочлен.

Если характеристический многочлен над полем F имеет канониче-
ское разложение

ϕA(λ) = (α1 − λ)k1(α2 − λ)k2 . . . (αm − λ)km ,

где αi 6= αj при i 6= j, ki > 0, то минимальный многочлен имеет вид
µA(λ) = (α1 − λ)l1(α2 − λ)l2 . . . (αm − λ)lm , 0 < li ≤ ki.

Натуральные числа li равны наибольшему порядку жордановых кле-
ток с собственным значением αi, i = 1, 2, . . . ,m, на диагонали для дан-
ной матрицы. А значит, эти числа li удовлетворяют следующим соот-
ношениям (см. (4.3), (4.4))

rli−1 > rli и rli = rki
,

где rh есть ранг матрицы (A− αiE)h.
Пример 90 Найти минимальный многочлен для каждой из следующих

2теорема У.Р.Гамильтона и А.Кэли
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матриц:

а)


6 −4 −4 4
4 −2 −4 4
3 −3 −1 3
3 −3 −3 5

 б)


−2 1 0 2
−3 2 −2 6
−6 2 2 2
−3 1 1 1


Решение а). Для данной матрицы нетрудно найти ее характеристи-

ческий многочлен

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
6− λ −4 −4 4

4 −2− λ −4 4
3 −3 −1− λ 3
3 −3 −3 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C1 + C2

=

C4 + C3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ −4 −4 0
2− λ −2− λ −4 0

0 −3 −1− λ 2− λ
0 −3 −3 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C2 − C1

=
C3 − C4

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ −4 −4 0

0 −2− λ 0 0
0 0 2− λ 0
0 −3 −3 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)4. (4.14)

Тогда ранг матрицы

A− 2E =


4 −4 −4 4
4 −4 −4 4
3 −3 −3 3
3 −3 −3 3

 ,

легко видеть, равен r1 = 1. Из 4.3 следует, что r1 > r2. Тогда r2 = 0(=
r4). Следовательно, минимальный многочлен имеет вид

µA(λ) = (2− λ)2

б). Характеристический многочлен можно получить в результате
следующих выкладок

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2− λ 1 0 2
−3 2− λ −2 6
−6 2 2− λ 2
−3 1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C1 + (2 + λ)C2

=

C4 − 2C2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0

1− λ2 2− λ −2 2λ+ 2
2λ− 2 2 2− λ −2
λ− 1 1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣
1 + λ −2 2λ+ 2
−2 2− λ −2
−1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
C1 + 2C3

= (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 0 0
−2 2− λ −2
−1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2
∣∣∣∣ 2− λ −2

1 −1− λ

∣∣∣∣ =
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= λ(λ− 1)3.
Следовательно, минимальный многочлен имеет вид

µA(λ) = λ(λ− 1)m, при 1 ≤ m ≤ 3.
Осталось определить число m. Для этого найдем ранги ri. Так как все
строки (или столбцы) матрицы A− E не пропорциональны, то ее ранг
r1 > 1. Значит, придется искать квадрат этой матрицы

(A− E)2 =


−3 1 0 2
−3 1 −2 6
−6 2 1 2
−3 1 1 0



−3 1 0 2
−3 1 −2 6
−6 2 1 2
−3 1 1 0

 =


0 0 0 0
0 0 2 −4
0 0 −1 2
0 0 −1 2

 .

Легко видеть, что ранг последней матрицы равен r2 = 1. Так как ал-
гебраическая кратность собственного значения α = 1 равна 3 и n = 4,
то r3 = 4 − 3 = 1. Мы получили r1 > r2 = r3. Поэтому, m = 2 и
минимальный многочлен имеет вид

µA(λ) = λ(λ− 1)2.

Подобные матрицы

Учишь вас, учишь, а вы ...
А.И.Олепир,герой Советского Союза, летчик, учивший
нас гражданской обороне на мехмате РГУ.

Матрицы Ae и Au линейного оператора A связаны между собой с по-
мощью матрицы перехода от одного базиса к другому

Au = P−1
e→uAePe→u.

Эта формула приводит к следующему определению. Пусть A, B — квад-
ратные матрицы одного и того же порядка с элементами из поля F.
Будем матрицы A и B называть подобными над полем F, если суще-
ствует обратимая матрица R (то есть невырожденная: det R 6= 0) того
же порядка с элементами из поля F такая, что

A = R−1BR.

Матрицу R или ее обратную будем называть матрицей, осуществляю-
щей подобие.

То, что матрицы A и B подобны, будем записывать так: A ' B. От-
метим, что отношение подобия является отношением эквивалентности
на множестве всех квадратных матриц одного и того же порядка, так
как выполняются следующие свойства

1. отношение подобия рефлексивно: ∀A A ' A;
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2. отношение подобия симметрично: если A ' B, то B ' A;
3. отношение подобия транзитивно: если A ' B и B ' C, то A ' C.
Значит множество всех квадратных матриц одного и того же по-

рядка разбивается на непересекающиеся классы подобных между собой
матриц. Матрицы Ae и Au одного оператора подобны и, следовательно,
принадлежат одному классу. В каждом таком классе нет других мат-
риц, кроме матриц одного и того же оператора. Точнее, пусть A ∈ L(V),
dim V <∞, e — базис в пространстве V и матрица M подобна матрице
Ae. Тогда существует такой базис {u} в пространстве V, что Au = M.

Если A ' B, то f(A) ' f(B) для любого многочлена f(x). В частно-
сти, An ' Bn для всех n ∈ N ∪ {0}.

Характеристические многочлены подобных матриц равны. Обрат-
ное утверждение неверно, то есть существуют неподобные матрицы, у
которых равны их характеристические многочлены.

Имеет место следующий критерий подобия матриц. Пусть характе-
ристические многочлены матриц A и B с элементами из поля F раскла-
дываются на линейные множители над полем F. Тогда для того, чтобы
эти матрицы были подобными над полем F необходимо и достаточно,
чтобы их жордановы нормальные формы совпадали с точностью до
порядка следования жордановых клеток.

Если F есть поле комплексных чисел, то любой многочлен степени
n > 0 можно разложить на линейные множители. Тогда для того, что-
бы две комплексные матрицы были подобны необходимо и достаточно,
чтобы их жордановы нормальные формы совпадали с точностью до по-
рядка следования жордановых клеток. Из этого критерия следует, что
для проверки подобия комплексных матриц нужно найти и сравнить
их жордановы нормальные формы. Последние совпадут с точностью
до порядка следования клеток тогда и только тогда, когда совпадут их
характеристические многочлены, и для каждого собственного значе-
ния α, имеющего алгебраическую кратность k, равны ранги rh матриц
(A− αE)h и (B− αE)h для всех h = 1, . . . , k.
Пример 91 Выяснить, подобны между собой следующие матрицы:

A =

 1 1 −1
0 1 2
0 0 1

 ; B =

 3 −2 1
2 −1 2
0 0 1

 ; C =

 3 1 −1
−2 0 1

2 1 0

 .

Решение. Выясним сначала подобны ли между собой матрицы A и B.
Найдем характеристические многочлены этих матриц

ϕA(λ) = (1− λ)3;
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ϕB(λ) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ −2 1

2 −1− λ 2
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)
∣∣∣∣ 3− λ −2

2 −1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)3.

Характеристические многочлены матриц A и B совпали. Далее

A− E =

 0 1 −1
0 0 2
0 0 0

 и r1 = r(A− E) = 2;

B− E =

 2 −2 1
2 −2 2
0 0 0

 и r1 = r(B− E) = 2.

Для квадратов этих матриц

(A− E)2 =

 0 1 −1
0 0 2
0 0 0

 0 1 −1
0 0 2
0 0 0

 =

 0 0 2
0 0 0
0 0 0


и ранг r2 = r(A− E)2 = 1,

(B− E)2 =

 2 −2 1
2 −2 2
0 0 0

 2 −2 1
2 −2 2
0 0 0

 =

 0 0 −2
0 0 −2
0 0 0


и ранг r2 = r(B − E)2 = 1. По теореме Гамильтона-Кели (A − E)3 =
(B − E)3 = O, следовательно, r3 = 0 для обеих матриц. Так как коли-
чество жордановых клеток зависит лишь от найденных рангов, а они
совпадают, следовательно, жордановы нормальные формы матриц сов-
падают с точностью до порядка следования клеток и поэтому матрицы
A и B подобны.

Найдем теперь характеристический многочлен матрицы C

ϕC(λ) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 −1
−2 −λ 1
2 1 −λ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 −1

0 1− λ 1− λ
2 1 −λ

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
3− λ 2 −1

0 0 1− λ
2 1 + λ −λ

∣∣∣∣∣∣ = −(1− λ)
∣∣∣∣ 3− λ 2

2 1 + λ

∣∣∣∣ = (1− λ)3.

Характеристический многочлен матрицы C такой же, как и у матриц
A и B. Далее

C− E =

 2 1 −1
−2 −1 1

2 1 −1

 и r1 = r(C− E) = 1.

Так как ранг матрицы C − E не равен рангу матрицы A − E (или
B− E), то матрица C не подобна матрицам A и B.
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Пример 92 Выяснить, какие из следующих матриц подобны диаго-
нальным матрицам над полем рациональных, вещественных или ком-
плексных чисел. Найти эти диагональные матрицы и матрицы, осу-
ществляющие подобие (для последних матриц нет единственности):

а)


−1 −1 0 −1

3 2 1 2
2 1 1 1

−1 0 −1 0

 ; б)


−1 −2 −2 2
−1 −1 −2 1

0 2 1 −1
−2 0 −2 1

 .

Решение. Данное задание ничем, по существу, не отличается от за-
дания примера 80. Схема решения следующая. Нужно найти собствен-
ные значения и собственные векторы матрицы. Если последних доста-
точно для построения базиса всего пространства Fn, то матрица подоб-
на диагональной. Это возможно тогда и только тогда, когда все корни
характеристического многочлена принадлежат полю, и их алгебраи-
ческие кратности совпадают с геометрическими. В этом случае, зная
собственные значения и их алгебраические кратности, легко построить
диагональную матрицу. Матрица, осуществляющая подобие, состоит
из собственных векторов (см. решение ниже).

а). Найдем характеристический многочлен матрицы

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ −1 0 −1

3 2− λ 1 2
2 1 1− λ 1
−1 0 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C4 − C2

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ −1 0 0

3 2− λ 1 λ
2 1 1− λ 0
−1 0 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C4 + C2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ −1 0 0

3 2− λ 1 λ
2 1 1− λ 0
2 2− λ 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= λ

∣∣∣∣∣∣
−1− λ −1 0

2 1 1− λ
2 2− λ 0

∣∣∣∣∣∣ = −λ(1− λ)
∣∣∣∣ −1− λ −1

2 2− λ

∣∣∣∣ = λ2(1− λ)2.

Таким образом, спектр матрицы состоит из двух чисел 0 и 1. Найдем
теперь собственные векторы, отвечающие этим собственным значени-
ям. Для собственного значения α = 0

A− 0E = A =

=


−1 −1 0 −1

3 2 1 2
2 1 1 1

−1 0 −1 0

C2 + 2C1

∼
C3 + C1


−1 −1 0 −1

1 0 1 0
1 0 1 0

−1 0 −1 0

∼( −1 −1 0 −1
1 0 1 0

)
.
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Система, соответствующая последней расширенной матрице, состо-
ит из уравнений −x1−x2−x4 = 0, x1 +x3 = 0. Общее решение системы
уравнений можно записать в виде x2 = −x1−x4, x3 = −x1, где x1, x4 —
свободные неизвестные. Фундаментальную систему решений системы
уравнений найдем, если сначала положим x1 = 1, x4 = 0, а затем —
x1 = 0, x4 = 1. Тогда фундаментальная система решений имеет вид
f1 = (1,−1,−1, 0)τ , f2 = (0,−1, 0, 1)τ .

Для собственного значения α = 1
A− E =

=


−2 −1 0 −1

3 1 1 2
2 1 0 1

−1 0 −1 −1

 C2 + C4

∼
−C4


−2 −1 0 −1

2 1 0 1
2 1 0 1
1 0 1 1

 ∼
(

2 1 0 1
1 0 1 1

)
.

Мы получили систему уравнений 2x1 +x2 +x4 = 0, x1 +x3 +x4 = 0.
Общее решение системы уравнений можно записать в виде x2 = −2x1−
x4, x3 = −x1− x4 со свободными неизвестными x1, x4. Снова положим
x1 = 1, x4 = 0 и x1 = 0, x4 = 1. Тогда фундаментальная система
решений имеет вид f3 = (1,−2,−1, 0)τ , f4 = (0,−1,−1, 1)τ .

Геометрические кратности собственных значений совпали с алгеб-
раическими кратностями. Следовательно, исходная матрица подобна
диагональной матрице, которая имеет вид

B =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Последняя матрица единственна с точностью до порядка следования
диагональных элементов.

Подобие матриц A и B означает, что существует обратимая мат-
рица R такая, что B = R−1AR. Найдем матрицу R, осуществляющую
подобие. Для этого будем считать, что линейный оператор A в базисе
e имеет матрицу Ae = A, а в базисе f — матрицу Af = B. Так как
матрицы подобны, то такой линейный оператор существует. Так как
матрицы линейного оператора связаны формулой Af = P−1

e→fAePe→f ,
то, сравнивая эту формулу с формулой B = R−1AR легко заметить, что
в качестве матрицы R можно взять матрицу перехода Pe→f . Матрица
перехода состоит из координатных векторов второго базиса в первом,
записанных по столбцам. Так как все вычисления велись в координа-
тах первого базиса, то найденные векторы второго базиса совпадают с
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координатными векторами. Тогда

R =


1 0 1 0

−1 −1 −2 −1
−1 0 −1 −1

0 1 0 1

 .

б). Для второй матрицы решение ни в чем по существу не отли-
чается от решения, приведенного выше. Найдем характеристический
многочлен

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ −2 −2 2
−1 −1− λ −2 1
0 2 1− λ −1
−2 0 −2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C1 + C3

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 0 −1− λ 1
−1 −1− λ −2 1
0 2 1− λ −1
−2 0 −2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C3 − C1

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 0 0 1
−1 −1− λ −1 1
0 2 1− λ −1
−2 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= (−1− λ)

∣∣∣∣∣∣
−1− λ −1 1

2 1− λ −1
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
−1 −1− λ −1
0 2 1− λ
−2 0 0

∣∣∣∣∣∣ =
= (−1− λ)(1− λ)

∣∣∣∣ −1− λ −1
2 1− λ

∣∣∣∣+ 2
∣∣∣∣ −1− λ −1

2 1− λ

∣∣∣∣ = (λ2 + 1)2.

Характеристический многочлен имеет корни λ1,2 = i, λ3,4 = −i. Если
мы рассматриваем матрицу над полем рациональных или веществен-
ных чисел, то ее спектр пуст и, следовательно, нет подобной для нее
диагональной матрицы.

Рассмотрим матрицу над полем комплексных чисел. Для собствен-
ного значения α1 = i

A− iE =


−1− i −2 −2 2

−1 −1− i −2 1
0 2 1− i −1

−2 0 −2 1− i

 C1 − (1 + i)C2

∼
C4 − 2C2

∼


0 −2 + 2i 2i 1− i

−1 −1− i −2 1
0 2 1− i −1
0 2 + 2i 2 −1− i


C1 + (1− i)C3

∼
C2 + C3

C4 − (1 + i)C3


0 0 0 0

−1 1− i −1− i 0
0 2 1− i −1
0 0 0 0

 .
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Отсюда x1 = (1−i)x2−(1+i)x3, x4 = 2x2 +(1−i)x3. Фундаментальную
систему решений системы уравнений найдем, если сначала положим
x2 = 1, x3 = 0, а затем — x2 = 0, x3 = 1. Тогда фундаментальная
система решений имеет вид f1 = (1− i, 1, 0, 2)τ , f2 = (−1− i, 0, 1, 1− i)τ .

Аналогично можно найти собственные векторы, отвечающие соб-
ственному значению α2 = −i. Однако то, что матрица A состоит из
вещественных элементов предоставляет возможность найти собствен-
ные векторы быстрее. Пусть u — собственный вектор, отвечающий соб-
ственному значению α1 = i, тогда (A− iE)u = 0. Если взять комплекс-
ное сопряженное значение от правой и левой части этого матричного
равенства, то получим (A + iE)ū = 0, так как вещественные матри-
цы A и E не изменятся. Значит, вектор ū является собственным для
собственного значения α2 = −i. Это наблюдение позволяет постро-
ить два линейно независимых собственных вектора из векторов f1 и
f2 с помощью операции комплексного сопряжения: f3 = (1 + i, 1, 0, 2)τ ,
f4 = (−1 + i, 0, 1, 1 + i)τ .

Геометрические кратности собственных значений равны двум и сов-
падают с их алгебраическими кратностями. Следовательно, исходная
матрица подобна диагональной, которая имеет вид

B =


i 0 0 0
0 i 0 0
0 0 −i 0
0 0 0 −i

 .

Подобие матриц A и B означает, что существует обратимая мат-
рица R такая, что B = R−1AR. Найдем матрицу R, осуществляющую
подобие. Для этого будем считать, что линейный оператор A в базисе
e имеет матрицу Ae = A, а в базисе f — матрицу Af = B. Так как
матрицы подобны, то такой линейный оператор существует. Так как
матрицы линейного оператора связаны формулой Af = P−1

e→fAePe→f ,
то, сравнивая эту формулу с формулой B = R−1AR легко заметить, что
в качестве матрицы R можно взять матрицу перехода Pe→f . Матрица
перехода состоит из координатных векторов второго базиса в первом,
записанных по столбцам. Так как все вычисления велись в координа-
тах первого базиса, то найденные векторы второго базиса совпадают с
координатными векторами. Тогда

R =


1− i −1− i 1 + i −1 + i

1 0 1 0
0 1 0 1
2 1− i 2 1 + i

 .
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Пример 93 Выяснить, подобны между собой следующие матрицы:

A =

 −1 −2 2
1 2 −1

−1 −1 2

 ; B =

 −2 2 −1
−3 3 −1

3 −2 2

 .

Если подобны, то найти матрицу, осуществляющую подобие.
Решение. Найдем сначала характеристические многочлены матриц:

ϕA(λ) = (−λ)3 + (−1 + 2 + 2)(−λ)2 +
(∣∣∣∣ −1 −2

1 2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣+
+
∣∣∣∣ −1 2
−1 2

∣∣∣∣) (−λ) +

∣∣∣∣∣∣
−1 −2 2

1 2 −1
−1 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 3λ2 − 3λ+ 1 = (1− λ)3;

ϕB(λ) = (−λ)3 + (−2 + 3 + 2)(−λ)2 +
(∣∣∣∣ −2 2
−3 3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 3 −1
−2 2

∣∣∣∣+
+
∣∣∣∣ −2 −1

3 2

∣∣∣∣) (−λ) +

∣∣∣∣∣∣
−2 2 −1
−3 3 −1

3 −2 2

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 3λ2 − 3λ+ 1 = (1− λ)3.

Характеристический многочлен у обеих матриц один и тот же. Он име-
ет единственный корень λ1 = 1 кратности 3. Будем считать, что мат-
рицы A и B есть соответственно матрицы операторов A и B в бази-
се e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1): A = Ae, B = Be. Пусть
операторы A и B соответственно в базисах u1, u2, u3 и v1, v2, v3

имеют жорданову нормальную форму. Тогда Au = P−1
e→uAePe→u и

Bv = P−1
e→vBePe→v. Если матрицы подобны, то можно считать, что

Au = Bv. Тогда
P−1

e→uAePe→u = P−1
e→vBePe→v.

Отсюда
Ae = Pe→uP

−1
e→vBePe→vP

−1
e→u

или
Ae = (Pe→vPu→e)−1BePe→vPu→e.

Таким образом, если A = Ae, B = Be и A = R−1BR, то можно взять
R = Pe→vPu→e (матрица R не единственна). Чтобы найти матрицы
перехода Pe→v и Pu→e нужно знать жордановы базисы u и v. Этим
и займемся. Алгоритм построения жордановых базисов изложен выше
(см. стр. 218). Найдем сначала жорданов базис u для оператора A. Так
как

A− E =

 −2 −2 2
1 1 −1

−1 −1 1

 ,
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то (A−E)e1 = (−2, 1,−1), (A−E)e2 = (−2, 1,−1), (A−E)e3 = (2,−1, 1).
Легко проверить, что (A−E)2ei = (0, 0, 0), i = 1, 2, 3. Тогда запишем це-
почки векторов по строкам и, следуя алгоритму выделения жорданова
базиса, проведем следующие вычисления −2 1 −1 1 0 0

−2 1 −1 0 1 0
2 −1 1 0 0 1

 ;

из векторов второй цепочки вычтем соответствующие векторы первой
цепочки, к векторам третьей цепочки прибавим соответствующие век-
торы первой цепочки, получившиеся нулевые векторы вычеркнем. То-
гда  −2 1 −1 1 0 0

−1 1 0
1 0 1

 .

Ясно, что первая и вторая цепочки образуют жорданов базис, так как
первые векторы цепочек линейно независимы, и число всех векторов
совпадает с размерностью линейного пространства. Значит, получаем
базис u1 = (−2, 1,−1), u2 = (1, 0, 0), u3 = (−1, 1, 0). Тогда матрица
перехода

Pe→u =

 −2 1 −1
1 0 1

−1 0 0

 ,

причем в полученном базисе оператор A имеет матрицу

Au =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 ,

состоящую из двух жордановых клеток второго и первого порядка.
Аналогично поступим и для оператора B:

B− E =

 −3 2 −1
−3 2 −1

3 −2 1

 ,

то (B−E)e1 = (−3,−3, 3), (B−E)e2 = (2, 2,−2), (B−E)e3 = (−1,−1, 1).
Легко проверить, что (B − E)2ei = (0, 0, 0), i = 1, 2, 3. Тогда запишем
цепочки векторов по строкам (для удобства в обратном порядке) и,
следуя алгоритму выделения жорданова базиса, проведем следующие
вычисления  −1 −1 1 0 0 1

2 2 −2 0 1 0
−3 −3 3 1 0 0

 ;

к векторам второй цепочки прибавим соответствующие векторы пер-
вой цепочки, умноженные на 2, из векторов третьей цепочки вычтем
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соответствующие векторы первой цепочки, умноженные на 3, получив-
шиеся нулевые векторы вычеркнем. Тогда −1 −1 1 0 0 1

0 1 2
1 0 −3

 .

Ясно, что первая и вторая цепочки образуют жорданов базис, так как
первые векторы цепочек линейно независимы, и число всех векторов
совпадает с размерностью линейного пространства. Значит, искомый
базис имеет вид v1 = (−1,−1, 1), v2 = (0, 0, 1), v3 = (0, 1, 2). Тогда
матрица перехода

Pe→v =

 −1 0 0
−1 0 1

1 1 2

 ,

причем в полученном базисе оператор B имеет матрицу

Bv =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 ,

состоящую из двух жордановых клеток второго и первого порядка. Мы
получили, что жордановы нормальные формы матриц A и B совпадают,
откуда следует, что матрицы A и B подобны. Чтобы вычислить матрицу
R по формуле R = Pe→vPu→e, нужно знать матрицу Pu→e. Ее можно
вычислить, найдя обратную к матрице Pe→u. Применим стандартный
алгоритм. Для этого запишем расширенную матрицу −2 1 −1 1 0 0

1 0 1 0 1 0
−1 0 0 0 0 1

 .

Прибавим ко второй строке третью и из первой вычтем третью, умно-
женную на 2. Тогда  0 1 −1 1 0 −2

0 0 1 0 1 1
−1 0 0 0 0 1

 .

После прибавления к первой строке второй получим 0 1 0 1 1 −1
0 0 1 0 1 1

−1 0 0 0 0 1

 .

Переставим третью строку на первое место и умножим ее на −1 для
того, чтобы основная матрица стала единичной 1 0 0 0 0 −1

0 1 0 1 1 −1
0 0 1 0 1 1

 .



Задания 249

Значит

Pu→e =

 0 0 −1
1 1 −1
0 1 1

 .

Тогда

R = Pe→vPu→e =

 −1 0 0
−1 0 1

1 1 2

 0 0 −1
1 1 −1
0 1 1

 =

 0 0 1
0 1 2
1 3 0

 .

Задания

Наилучшие правила мышления нельзя получить как-то
извне, их нужно выработать так, чтобы они вошли в
плоть и кровь и действовали с силой инстинкта. По-
этому для развития мышления действительно полезным
является только его упражнение.
Д.Пойя, Г.Сеге.

82. Найти собственные значения и собственные векторы матриц вто-
рого порядка, определенных над полем вещественных чисел.

a).
(

2 1
−1 0

)
. b).

(
1 1
1 1

)
. c).

(
2 2

−2 −2

)
.

d).
(

2 1
−2 −1

)
. e).

(
1 2

−1 0

)
. f).

(
2 2

−1 −1

)
.

83. Найти собственные значения и собственные векторы матриц вто-
рого порядка, определенных над полем комплексных чисел.

a).
(
−2 1
−1 −2

)
. b).

(
−1 1
−2 1

)
. c).

(
0 2

−2 0

)
.

d).
(

0 1
−2 2

)
. e).

(
1 −3
3 1

)
. f).

(
1 2

−1 3

)
.

g).
(

1− 2i −1
−1 + i 1− i

)
. h).

(
1− 2i −1
−2i 0

)
. i).

(
1− 2i −2i

−2 + 2i −1 + 2i

)
.

j).
(

1− 2i −2i
1 + i 2 + i

)
. k).

(
1− 2i 1
2− 2i 2 + i

)
. l).

(
1− 2i 1 + i
−1 + i −2− 2i

)
.

84. Найти собственные значения и собственные векторы матриц тре-
тьего порядка, определенных над полем вещественных чисел.

a).

 −2 1 −2
2 −2 3
1 −1 1

 . b).

 −2 −1 1
2 1 −2
1 1 −2

 . c).

 2 2 −1
−1 −1 1

1 1 0

 .
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d).

 1 −1 1
0 2 −1

−4 1 −2

 . e).

 −1 2 −1
−2 3 −1

2 −2 2

 . f).

 −2 3 3
−2 1 2

2 0 −1

 .

85. Найти собственные значения и собственные векторы линейных
операторов, заданных в некотором базисе следующими матрицами чет-
вертого порядка.

a).


−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1

4 3 4 2
−2 0 −2 1

 . b).


−1 −2 −2 −1

2 3 2 1
−3 −3 0 0

3 3 1 1

 . c).


0 2 1 1
1 1 1 1

−1 −2 −2 −1
−1 −2 −1 −2

 .

d).


3 −3 −1 2

−2 2 −1 −2
2 0 3 2

−3 3 0 −2

 . e).


0 −1 1 −1
1 2 −1 1
3 3 −1 2
3 3 −2 3

 . f).


−5 −1 2 −1

4 0 −2 1
−4 −1 1 −1

4 1 −2 0

 .

86. Не находя характеристического многочлена, выяснить, являют-
ся ли числа 1, 0, −1 собственными значениями линейных операторов,
заданных в некотором базисе следующими матрицами. Если да, то най-
ти геометрическую кратность этих собственных значений.

a).


−3 2 −1 1
−1 0 1 0

1 −1 −4 1
2 −3 −3 −1

 . b).


0 3 1 −1

−1 −3 −1 0
1 2 1 1

−1 −2 −2 −2

 . c).


2 3 1 −1

−2 −3 −2 −1
−1 −1 1 3

1 1 −2 −4

 .

d).


−4 2 −2 −3

2 −3 2 2
1 −1 0 1
3 −2 2 2

 . e).


−2 1 1 1
−1 0 1 1
−2 2 2 3

3 −1 −2 −2

 . f).


0 2 3 −2
1 0 2 −1

−1 −2 −3 1
−1 −2 −1 −1

 .

87. Показать, что следующие матрицы линейных операторов в трех-
мерном вещественном линейном пространстве можно привести к диа-
гональному виду путем перехода к новому базису. Найти этот базис и
соответствующую ему матрицу (базис не единственен).

a).

 −1 −2 2
2 3 −2
2 2 −1

 . b).

 5 4 −4
−4 −3 4

4 4 −3

 . c).

 5 −3 3
3 −1 3

−3 3 −1

 .

d).

 −1 −1 1
1 1 −1

−1 −1 1

 . e).

 2 1 1
2 1 1

−4 −2 −2

 . f).

 2 −1 1
3 −2 1

−3 3 2

 .

88. Показать, что следующие матрицы линейных операторов в че-
тырехмерном вещественном линейном пространстве можно привести к
диагональному виду путем перехода к новому базису. Найти этот базис
и соответствующую ему матрицу (базис не единственен).
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a).


−1 −1 −1 1
1 1 1 −1
3 3 3 −3
2 2 2 −2

 . b).


0 1 0 1
−2 3 −1 3
2 −2 1 −2
2 −2 1 −2

 . c).


−2 2 2 2
1 −2 −2 −1
−1 1 1 1
−1 2 2 1

 .

d).


1 4 −2 2
2 3 −2 2
2 4 −3 2
−2 −4 2 −3

 . e).


0 1 1 −1
−1 2 1 −1
−2 2 3 −2
−1 1 1 0

 . f).


1 2 2 0
3 −1 1 −3

−3 0 −2 3
0 2 2 1

 .

89. Показать, что следующие матрицы линейных операторов, дей-
ствующих в трехмерном комплексном линейном пространстве, можно
привести к диагональному виду путем перехода к новому базису.

a).

 0 −2 2
−1 −2 3

1 −3 2

 . b).

 −2 3 −1
−2 3 1

2 −2 0

 . c).

 −3 0 −3
1 −2 1
3 −2 3

 .

d).

 2 1 2
1 2 3

−1 −1 −1

 . e).

 1 1 1
−2 −2 3
−2 −2 3

 . f).

 −3 −4 −2
2 3 2
2 0 1

 .

g).

 3 1 −1
0 2 3

−2 0 −2

 . h).

 1 2 −2
1 0 −2

−2 2 −1

 . i).

 0 1 1
3 2 −2

−2 1 0

 .

j).

 −1 1 3
−2 −2 0

1 1 −1

 . k).

 −1 2 1
3 −2 −1

−2 −2 2

 . l).

 2 2 3
2 3 2
0 3 3

 .

90. Найти все собственные значения и корневые подпространства
линейного оператора, заданного в некотором базисе матрицей:

a).


−1 −2 1 −1

2 2 0 1
1 2 −2 1

−3 −2 −2 −1

 . b).


−1 1 0 0
−1 −1 2 1
−1 −1 2 1

0 −2 2 1

 . c).


−2 3 −1 2
−2 3 −1 2

2 −2 2 −2
1 −3 −1 −1

 .

d).


2 2 3 −1
1 1 1 0
0 0 1 −1
2 2 4 −2

 . e).


−3 1 0 −4

3 1 0 3
1 −1 1 1
3 −1 0 4

 . f).


1 4 −3 −3
1 −1 1 −2
1 −2 2 −2
1 0 0 −2

 .

91. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
третьего (четвертого, пятого и шестого) порядка.
б). Линейный оператор в пространстве R3 (R4, R5, R6) задан умножени-
ем слева на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора
имеет жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неодно-
значно).
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в). Для каждой из следующих матриц A третьего порядка (четвер-
того, пятого и шестого) найти обратимую матрицу Q такую, что матри-
ца Q−1AQ имеет жорданову нормальную форму (матрица Q определена
неоднозначно).

a).

 −2 −2 −1
1 1 1

−1 −2 −2

 . b).

 4 2 −2
3 5 −3
5 5 −3

 . c).

 2 1 1
1 2 1

−2 −2 −1

 .

d).

 4 −1 1
3 −1 1

−3 −1 0

 . e).

 −5 1 5
3 −2 −4

−4 1 4

 . f).

 3 −3 1
2 −2 1
2 −3 2

 .

92. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
четвертого порядка.

б). Линейный оператор в пространстве R4 задан умножением слева
на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора имеет
жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неоднозначно).

в). Для каждой из следующих матриц A четвертого порядка найти
обратимую матрицу Q такую, что матрица Q−1AQ имеет жорданову
нормальную форму (матрица Q определена неоднозначно).

a).


0 −2 −2 −1
1 −3 −2 −1

−1 2 1 1
1 −2 −2 −2

 . b).


1 0 1 1

−1 0 −1 −1
0 −1 1 1

−1 1 −2 −2

 . c).


−3 2 −1 1
−2 1 −1 1

2 −1 0 0
3 −3 1 −2

 .

d).


0 0 −1 1

−1 1 −1 1
4 −1 4 −3
3 −1 2 −1

 . e).


0 1 2 1

−2 3 2 1
−2 1 4 1

2 −1 −2 1

 . f).


2 −3 1 0
2 −3 1 0
3 −3 1 1

−2 3 −1 0

 .

g).


−1 1 −1 1

1 −1 1 −1
2 −1 2 −1

−1 1 −1 1

 . h).


2 1 −3 3
0 2 −2 2

−2 1 1 −1
−2 1 1 −1

 . i).


2 −1 2 1
1 1 0 −1

−2 1 −2 −1
−1 2 −2 −2

 .

j).


−3 1 −1 −1

4 0 2 1
2 −1 0 1
4 −2 2 1

 . k).


1 −2 1 −1
2 −3 1 −1
2 −4 2 −1
2 0 −1 −2

 . l).


0 1 −1 1

−1 −1 −2 −2
2 −1 3 −1
1 2 2 3

 .

93. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
пятого порядка.

б). Линейный оператор в пространстве R5 задан умножением слева
на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора имеет
жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неоднозначно).
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в). Для каждой из следующих матриц A пятого порядка найти об-
ратимую матрицу Q такую, что матрица Q−1AQ имеет жорданову нор-
мальную форму (матрица Q определена неоднозначно).

a).


2 1 −1 1 2
0 −1 0 0 0
3 1 −2 1 2
0 0 0 −1 0

−3 −1 1 −1 −3

 . b).


0 2 −2 1 1
0 3 −3 1 1
0 3 −3 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 −1 −1

 .

c).


3 1 −1 0 0

−2 0 2 0 0
−1 −1 3 0 0

1 1 1 3 1
−1 −1 −1 −1 1

 . d).


3 3 −3 0 −3

−1 −1 1 −3 2
2 2 −2 −3 −1
0 0 0 1 −1
0 0 0 1 −1

 .

e).


−1 −2 −1 3 −2

1 −4 −1 3 −2
−1 2 −1 −1 3

0 0 0 −1 −1
0 0 0 1 −3

 . f).


−3 1 −2 0 0

1 −2 1 0 0
3 −2 2 0 0
2 −3 3 0 1

−1 1 −1 −1 −2

 .

g).


2 1 −1 1 1

−2 −1 2 −2 −2
2 2 −1 2 2
2 2 −2 3 2
1 1 −1 1 2

 . h).


−3 2 0 −1 1
−2 1 0 −1 1
−1 3 −2 1 0

1 1 −1 1 −1
1 1 −1 2 −2

 .

i).


−3 −2 4 −1 1
−2 −3 4 −1 1
−2 −2 3 −1 1

2 2 −4 0 −1
2 2 −4 1 −2

 . j).


3 −2 3 1 1

−1 3 −2 −1 −1
−1 1 0 −1 −1

0 2 −2 2 0
0 −1 1 0 2

 .

k).


−1 −2 −1 2 0

0 0 0 1 0
−3 −2 −3 2 2
−2 −2 −2 3 1
−2 −2 −2 1 1

 . l).


3 4 −1 −1 1

−3 −4 1 1 −1
−3 −4 1 1 −1

3 4 −1 −2 2
3 4 −1 −2 2

 .

94. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
шестого порядка.

б). Линейный оператор в пространстве R6 задан умножением слева
на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора имеет
жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неоднозначно).

в). Для каждой из следующих матриц A шестого порядка найти
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обратимую матрицу Q такую, что матрица Q−1AQ имеет жорданову
нормальную форму (матрица Q определена неоднозначно).

a).


0 1 −2 0 0 0
2 −3 −1 −2 1 1
2 −1 −3 −1 1 1

−1 2 −1 0 0 −1
2 −1 −2 −1 0 1
1 −3 1 −2 1 0

 . b).


3 −2 −3 −3 −1 −1
2 2 1 0 −2 2
2 −1 0 −2 −2 0

−2 −1 −2 1 3 −2
2 −1 −1 −2 −1 0

−2 1 2 2 1 1

 .

c).


−1 1 2 2 0 2
−1 1 1 3 2 1
−1 0 3 2 0 3

1 −1 −1 −3 −2 −1
−1 1 1 3 2 1

0 1 −2 1 2 −2

 . d).


1 2 0 2 2 −1

−2 3 1 2 2 −2
−2 1 3 2 2 −2

3 0 −2 0 −2 3
−1 −1 1 0 2 −1

1 −2 0 −2 −2 3

 .

e).


−2 1 −2 2 2 −2
−1 −1 −3 2 3 −3
−1 1 −3 2 2 −2

1 0 3 −3 −3 3
−1 0 −3 2 2 −3

1 −1 2 −2 −2 1

 . f).


−2 −2 2 −2 −2 −2
−2 −2 2 −2 −2 −2
−2 −2 2 −2 −2 −2
−2 −2 2 −2 −2 −2

2 2 −2 2 2 2
2 2 −2 2 2 2

 .

95. Линейный оператор задан в некотором базисе e1, e2, e3, e4 одной
из следующих матриц. Покажите, что линейная оболочка, натянутая
на векторы u1, u2, является двумерным инвариантным подпростран-
ством и найдите в базисе u1, u2 матрицу индуцированного в этом под-
пространстве оператора.

a).


2 −1 0 0

−4 0 −1 1
−3 2 1 1
−1 −1 0 2

 ,
u1 = e1 + 2e2 − 3e3 + 2e4,
u2 = −e1 − e2 + 3e3 − e4.

b).


−1 −1 −3 −1

1 2 2 0
1 2 0 0

−1 −3 1 1

 ,
u1 = e1 − 2e2 − e3 + 2e4,
u2 = e1 − e2.

c).


0 −3 3 −3
4 −2 0 2
1 0 −2 −1

−3 4 −4 0

 ,
u1 = e1 − e4,
u2 = 2e1 + e2 + e3 − 2e4.

96. Найти все инвариантные подпространства размерностей 1 и 2
для линейных операторов, действующих в линейном комплексном трех-
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мерном пространстве и заданных в некотором базисе следующими мат-
рицами третьего порядка

a).

 2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

 . b).

 3 1 −1
−1 1 1

1 1 1

 . c).

 1 1 2
−2 −2 −2

2 2 1

 .

97. Найти все инвариантные подпространства размерностей 1 и
2 для линейных операторов, действующих в линейном вещественном
трехмерном пространстве и заданных в некотором базисе следующими
матрицами третьего порядка

a).

 2 2 −2
1 2 −2
1 2 −1

 . b).

 1 2 0
−2 −1 1

1 2 0

 . c).

 2 2 0
−2 −1 1
−1 0 2

 .

d).

 0 2 −1
1 −1 2

−2 −2 −1

 . e).

 3 3 1
−3 −2 −2
−1 −2 0

 . f).

 1 −1 −2
−2 2 −1

2 −2 1

 .

98. Найти минимальный многочлен каждой из следующих матриц
четвертого порядка:

a).


0 2 0 1
0 −1 1 −1

−1 −2 −3 1
−1 −2 −2 0

 . b).


0 −1 1 0
0 2 −1 −1

−1 −1 2 0
1 2 −2 0

 . c).


1 1 1 1

−2 −2 −1 −2
−1 −1 1 0

1 1 −1 0

 .

d).


0 2 1 −1
1 −1 −1 1

−1 2 2 −1
1 −2 −1 2

 . e).


−2 −1 1 −1

2 1 −1 1
−2 −1 1 −1
−2 −1 1 −1

 . f).


1 1 1 −1

−1 1 −1 0
0 −2 −1 2

−1 −1 −2 2

 .

99. Выяснить, какие из матриц A, B, C третьего порядка подобны
между собой. Найти матрицу, осуществляющую подобие (матрица не
единственна).

a).A =

 0 −1 1
−2 −1 2
−3 −3 4

 , B =

 2 −1 −1
−3 4 3

4 −4 −3

 , C =

 −1 −1 2
−1 0 1
−3 −2 4

 .

b).A =

 −4 1 −3
1 −1 1
3 −1 2

 , B =

 0 −1 −1
−3 2 3

4 −4 −5

 , C =

 −2 −1 −2
2 1 3

−1 −1 −2

 .

c).A =

 −1 2 −1
−2 4 −2
−2 4 −2

 , B =

 1 0 −1
−3 2 1

3 −1 −2

 , C =

 4 −3 4
−1 1 −1
−4 3 −4

 .

d).A =

 2 −1 −2
−4 2 4

4 −2 −4

 , B =

 −1 1 1
−2 2 2

1 −1 −1

 , C =

 4 −2 2
2 −1 1

−4 2 −2

 .
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e).A =

 3 −1 −2
−2 2 2

4 −2 −3

 , B =

 0 −1 −1
1 2 3

−1 −1 −2

 , C =

 −4 1 −2
−4 1 −2

5 −1 3

 .

f).A =

 −4 1 3
−5 1 4
−3 1 2

 , B =

 −3 2 1
−4 3 2

2 −2 −2

 , C =

 −2 0 2
−1 −1 2
−5 2 3

 .

100. Выяснить, подобны ли между собой следующие матрицы чет-
вертого порядка. Найти матрицу, осуществляющую подобие (матрица
не единственна).

a).A =


−1 2 −1 1

2 −1 1 −1
4 −4 3 −2

−4 4 −2 3

 . B =


−3 3 1 −2
−4 4 1 −2

4 −3 0 2
4 −3 −1 3

 .

b).A =


3 −3 3 −1
0 1 2 −2

−2 3 1 −2
−2 3 0 −1

 . B =


−1 1 0 0
−4 3 0 0

0 −1 0 1
−4 1 −1 2

 .

c).A =


1 −1 −1 −2

−1 1 1 2
2 −2 −2 −4
1 1 0 1

 . B =


−2 1 −1 −1

0 1 1 1
1 1 2 2
2 −2 0 0

 .

d).A =


−3 −1 1 −1

1 2 0 1
−3 −1 1 −1

2 −1 −1 0

 . B =


1 1 −1 1
0 −2 3 0
0 −2 3 0

−2 2 −4 −2

 .

e).A =


−5 3 −2 −1
−4 2 −2 −1

4 −3 1 1
−4 3 −2 −2

 . B =


−1 1 1 −1

0 −3 −2 2
2 1 −1 0
2 −1 −2 1

 .

f).A =


−4 −2 3 −5

1 1 0 1
1 0 1 1
4 2 −3 5

 . B =


0 1 1 −1
1 1 0 −1

−1 1 2 −1
−1 1 2 −1

 .

101. Выяснить, какие из следующих матриц второго порядка по-
добны диагональным матрицам над полем рациональных, веществен-
ных или комплексных чисел. Найти матрицу, осуществляющую подо-
бие (матрица не единственна).

a).
(

2 1
−3 −2

)
. b).

(
2 1
4 −1

)
. c).

(
1 1
2 1

)
.
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d).
(

2 3
4 −2

)
. e).

(
1 1

−1 1

)
. f).

(
2 −4

−3 1

)
.

102. Выяснить, какие из следующих матриц третьего порядка по-
добны диагональным матрицам над полем рациональных, веществен-
ных или комплексных чисел. Найти матрицу, осуществляющую подо-
бие (матрица не единственна).

a).

 −1 −2 1
2 3 −1
2 2 0

 . b).

 −1 2 2
−2 3 2

2 −2 −1

 . c).

 −1 3 3
−3 5 3

3 −3 −1

 .

d).

 1 2 0
1 1 −1
2 1 −1

 . e).

 −2 3 2
−1 0 1
−2 2 2

 . f).

 −2 3 −1
−1 2 −1
−1 3 −2

 .

103. Выяснить, какие из следующих матриц четвертого порядка по-
добны диагональным матрицам над полем рациональных, веществен-
ных или комплексных чисел: Найти матрицу, осуществляющую подо-
бие (матрица не единственна).

a).


−1 0 1 0
−3 2 0 −1
−2 0 2 0

0 2 −3 −1

 . b).


−1 −3 −1 1

2 4 1 −1
−2 −3 0 1

2 3 1 0

 . c).


1 −1 −1 1

−2 −2 −2 −2
3 2 2 3

−1 0 0 −1

 .

d).


−1 2 2 −4

2 −1 −2 4
2 −2 −1 4
2 −2 −2 5

 . e).


−2 −1 −1 0

2 −1 1 1
3 3 1 −1
3 −3 2 2

 . f).


−1 −1 1 −1
−2 2 −2 3
−2 −2 2 −2

2 −2 2 −3

 .



ГЛАВА 5

ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Основные определения и факты

Например, аксиомы n – мерной евклидовой век-
торной геометрии соблюдаются, если брать в ка-
честве вектора распределение постоянного тока
в электрической цепи, состоящей из n проводни-
ков, соединенных в некоторых точках разветвле-
ния, и принять в качестве квадрата длины векто-
ра джоулево тепло, выделяемое током за единицу
времени.
Г. Вейль «Давид Гильберт и его математические
труды»1.

Пусть V — линейное пространство над полем вещественных чисел
R. Говорят, что в вещественном линейном пространстве V определено
скалярное произведение, если любой паре векторов x,y ∈ V по неко-
торому правилу поставлено в соответствие вещественное число (x,y)
такое, что для любых векторов x,y, z ∈ V и любого числа α ∈ R вы-
полняются соотношения

1) (x,y) = (y,x);
2) (x + y, z) = (x, z) + (y, z);
3) (αx,y) = α(y,x);
4) (x,x) ≥ 0, причем (x,x) = 0 тогда и только тогда, когда x = 0.
Вещественное линейное пространство V, в котором введено скаляр-

ное произведение, называется евклидовым. Евклидово пространство
будет обозначаться буквой E.

В евклидовом пространстве выполняются свойства
2′) (x,y + z) = (x,y) + (x, z);
3′) (x, αy) = α(y,x);
Равенство 2) называется аддитивностью скалярного произведения

по первому сомножителю, равенство 3) есть однородность скалярного
произведения по первому сомножителю. Равенства 2′) и 3′) дают со-
ответственно аддитивность и однородность скалярного произведения

1 К.Рид. «Гильберт». М. Наука, 1977.
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по второму сомножителю. Свойства 2) и 3) равносильны следующе-
му условию: для любых векторов x,y, z ∈ V и любых чисел α, β ∈ R
выполняется равенство

2-3) (αx + βy, z) = α(x, z) + β(y, z);
Аналогичное равенство справедливо и для второго сомножителя.

Таким образом, скалярное произведение является симметричной били-
нейной формой, порождающей (строго) положительно определенную
квадратичную форму.

В любом конечномерном вещественном линейном пространстве мож-
но ввести скалярное произведение. Тем самым любое конечномерное
вещественное линейное пространство можно превратить в евклидово
(вообще говоря, неединственным образом).

Приведем некоторые характерные примеры евклидовых пространств.
1) Если в линейном пространстве Rn ввести скалярное произведение

равенством
(x,y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

для любых x = (x1, x2, . . . , xn)τ и y = (y1, y2, . . . , yn)τ , то получим
евклидово пространство, которое часто обозначается En. Все условия
определения следуют из того, что данное скалярное произведение есть
частный случай скалярного произведения следующего примера.

2) Для любого вектора w = (w1, w2, . . . , wn)τ с элементами w1 > 0,
w2 > 0, . . . , wn > 0 в Rn можно определить скалярное произведение

(x,y) = w1x1y1 + w2x2y2 + · · ·+ wnxnyn

в линейном пространстве Rn. Все условия определения следуют из то-
го, что данное скалярное произведение есть частный случай скаляр-
ного произведения следующего примера. С этим скалярным произве-
дением линейное пространство Rn становится евклидовым. Скалярное
произведение предыдущего примера получается как частный случай
при w = (1, 1, . . . , 1)τ .

3) Пусть A — квадратная вещественная симметричная матрица по-
рядка n с элементами aij , все главные угловые миноры которой по-
ложительны. В линейном пространстве Rn можно ввести скалярное
произведение равенством

(x,y) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj

для любых x = (x1, x2, . . . , xn)τ и y = (y1, y2, . . . , yn)τ . Проверим, что
это действительно скалярное произведение. Очевидно, что (x,y) ∈ R
для любых x, y. Коммутативность скалярного произведения следует
из того, что у симметричной матрицы A элементы aij = aji для любых
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i, j:

(y,x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijyixj =
n∑

j=1

n∑
i=1

ajixjyi = (x,y).

Аддитивность и однородность скалярного произведения по отношению
к первому сомножителю следует из следующих равенств:

(x + y, z) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij(xi + yi)zj =
n∑

i=1

n∑
j=1

(aijxizj + aijyizj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxizj +
n∑

i=1

n∑
j=1

aijyizj = (x, z) + (y, z),

(αx,y) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij(αxi)yj = α

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj = α(x,y).

Чтобы удостовериться в том, что выполняется и последнее условие
в определении скалярного произведения, заметим, что квадратичная
форма

(x,x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj

по критерию Сильвестра2 (строго) положительно определена и, зна-
чит, (x,x) > 0 для любого x 6= 0. Таким образом, с этим скалярным
произведением получим евклидово пространство. Если матрица A диа-
гональна3 с элементами aii = wi на диагонали, то получится скалярное
произведение предыдущего примера.

4) В линейном пространстве R[x] всех многочленов с веществен-
ными коэффициентами можно определить скалярное произведение по
формуле

(f ,g) =
∫ 1

−1

f(x)g(x) dx, f ,g ∈ R[x].

Условия 1)–4) определения скалярного произведения следуют из эле-
ментарных свойств определенного интеграла.

5) В пространстве R[x]n всех многочленов степени не выше n с ве-
щественными коэффициентами можно определить скалярное произве-
дение так же, как в предыдущем примере, а можно, например, по фор-
муле

(f ,g) = f0g0 + f1g1 + · · ·+ fngn

2Квадратичная форма (строго) положительно определена тогда и только тогда,
когда все главные угловые миноры ее матрицы больше нуля.

3все элементы aij = 0 при j 6= i.
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для любых многочленов
f(x) = f0x

n + f1x
n−1 + · · ·+ fn, g(x) = g0x

n + g1x
n−1 + · · ·+ gn.

Проверка условий 1)–4) ничем не отличается от аналогичной проверки
в примере 1.

Для любых x,y ∈ E справедливо неравенство Коши-Буняковского
(x,y)2 ≤ (x,x)(y,y),

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда векторы x,y
линейно зависимы.

Для скалярных произведений приведенных выше примеров 1, 2, 3,
4 неравенство Коши-Буняковского принимает следующий вид

1.
( n∑

i=1

xiyi

)2

≤
( n∑

i=1

x2
i

)( n∑
i=1

y2
i

)
;

2.
( n∑

i=1

wixiyi

)2

≤
( n∑

i=1

wix
2
i

)( n∑
i=1

wiy
2
i

)
;

3.
( n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj

)2

≤
( n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj

)( n∑
i=1

n∑
j=1

aijyiyj

)
;

4.
(∫ 1

−1

f(x)g(x) dx
)2

≤
(∫ 1

−1

f2(x) dx
)(∫ 1

−1

g2(x) dx
)
.

Длиной (нормой) вектора x ∈ E называется число
‖x‖ =

√
(x,x).

Для нормы вектора имеют место следующие свойства.
1) ‖x‖ ≥ 0 для любого вектора x ∈ E.
2) ‖x‖ = 0 тогда и только тогда, когда x = 0.
3) ‖αx‖ = |α| ‖x‖ для любого вещественного числа α и любого век-

тора x ∈ E.
4) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ для любых векторов x,y ∈ E.
5) |(x,y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ для любых векторов x,y ∈ E.
Вектор x называется нормированным, если его норма ‖x‖ = 1. Лю-

бой ненулевой вектор можно превратить в нормированный (пронорми-
ровать), умножив на число ‖x‖−1.

Углом между ненулевыми векторами x,y ∈ E называется число ϕ,
удовлетворяющее условиям

cosϕ =
(x,y)
‖x‖ ‖y‖

, 0 ≤ ϕ ≤ π.

Угол между ненулевыми векторами единственен. Если хотя бы один из
векторов x, y равен нулю, то угол между ними неопределен.
Пример 94 Найти длины векторов a1 = (1, 0, 1, 2)τ , a2 = (−1, 2, 0,−1)τ

евклидового пространства E4 и угол между ними.
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Решение. Найдем следующие скалярные произведения
(a1,a2) = 1 · (−1) + 0 · 2 + 1 · 0 + 2 · (−1) = −3,

(a1,a1) = 12 + 02 + 12 + 22 = 6,

(a2,a2) = (−1)2 + 22 + 02 + (−1)2 = 6.
Тогда длины (нормы) векторов

‖a1‖ =
√

(a1,a1) =
√

6, ‖a2‖ =
√

(a2,a2) =
√

6.
Для того, чтобы определить угол между векторами, подставим найден-
ные значения в формулу для косинуса этого угла

cosϕ =
(a1,a2)
‖a1‖ ‖a2‖

=
−3√
6
√

6
= −1

2
.

Следовательно, искомый угол

ϕ =
2π
3
.

Пример 95 Найти длины элементов f(x) = 3x+ 2, g(x) = x+ 3 евкли-
дового пространства всех многочленов со скалярным произведением
(f ,g) =

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx и угол между ними.

Решение. Для данных элементов нетрудно вычислить их скаляр-
ное произведение хотя бы с помощью следующей последовательности
действий

(f ,g) =
∫ 1

−1

(3x+ 2)(x+ 3) dx =
∫ 1

−1

(3x2 + 11x+ 6) dx =

=
(
x3 + 11

x2

2
+ 6x

)∣∣∣∣1
−1

= 1 +
11
2

+ 6 + 1− 11
2

+ 6 = 14.

Для того, чтобы вычислить нормы (длины) элементов, нужно найти
следующие скалярные квадраты

(f , f) =
∫ 1

−1

(3x+ 2)2 dx =
(3x+ 2)3

9

∣∣∣∣1
−1

=
125
9

+
1
9

= 14,

(g,g) =
∫ 1

−1

(x+ 3)2 dx =
(x+ 3)3

3

∣∣∣∣1
−1

=
64
3
− 8

3
=

56
3
.

Тогда

‖f‖ =
√

(f , f) =
√

14, ‖g‖ =
√

(g,g) =

√
56
3
.

Для нахождения косинуса угла между элементами осталось найденные
значения подставить в формулу

cosϕ =
(f ,g)
‖f‖ ‖g‖

,
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тогда

cosϕ =
14

√
14
√

56
3

=
√

3
2
.

Следовательно, искомый угол

ϕ =
π

6
.

Отображение Φ, действующее из евклидового пространства E в ев-
клидово пространство E′, называется изоморфизмом, если оно явля-
ется изоморфизмом линейных пространств E, E′ и сохраняет величи-
ну скалярного произведения, то есть отображение взаимно однозначно
(биективно) и для любых векторов x,y ∈ E, любых чисел α, β ∈ R

1. Φ(αx + βy) = αΦ(x) + βΦ(y);
2. (Φ(x),Φ(y)) = (x,y);
Два евклидовых пространства E и E′ называются изоморфными, ес-

ли существует хотя бы один изоморфизм этих евклидовых пространств.
Конечномерные евклидовы пространства изоморфны тогда и толь-

ко тогда, когда совпадают их размерности. Таким образом, если в
каком-нибудь n – мерном (n < ∞) евклидовом пространстве доказа-
но утверждение, сформулированное с использованием лишь операций
сложения векторов, умножения их на числа и скалярного произведе-
ния, то это утверждение справедливо и в любом другом n – мерном
евклидовом пространстве.

Ортогональность

Перпендикулярно — 60 градусов;
мой дорогой сэр, абсолютно перпендикулярно -
65 градусов;
нависающе - 70 градусов.
Классификация углов из английской книги по
альпинизму (1860 г.)4

Векторы x,y ∈ E называются ортогональными, если (x,y) = 0.
Будем писать x⊥y, если векторы x,y ортогональны. Имеют место сле-
дующие свойства ортогональных векторов.

1. Ненулевые векторы ортогональны тогда и только тогда, когда
угол между ними равен π/2.

4Физики продолжают шутить. Сборник переводов. М., Мир. 1968.
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2. Нулевой вектор и только он ортогонален всем векторам евклидо-
вого пространства.

3. Если вектор ортогонален самому себе, то он нулевой.
4. Если x⊥y, то αx⊥βy для любых α, β ∈ R.
5. (Обобщение теоремы Пифагора) Если x⊥y, то

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.
Система векторов называется ортогональной, если любые два век-

тора этой системы ортогональны. Ортогональная система ненулевых
векторов линейно независима. Система векторов называется ортонор-
мированной, если она ортогональна и любой ее вектор нормирован.
Ортогональную систему ненулевых векторов можно превратить в ор-
тонормированную, если пронормировать каждый ее вектор. Система
векторов e1, e2,. . . , ek ортонормирована тогда и только тогда, когда
скалярное произведение

(ei, ej) =
{

1, если i = j,
0, если i 6= j.

Если число векторов ортонормированной системы равно размерности
конечномерного евклидового пространства, то эта система образует
ортонормированный базис. В любом конечномерном евклидовом про-
странстве существует ортонормированный базис. Координаты вектора
x в ортонормированном базисе e1, e2,. . . , en можно вычислить по фор-
муле

xi = (x, ei), i = 1, 2, . . . , n.
Если x и y в ортонормированном базисе e1, e2,. . . , en имеют коор-

динатные векторы xe = (x1, x2, . . . , xn)τ и ye = (y1, y2, . . . , yn)τ , то
(x,y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = (xe,ye)

и
‖x‖ =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = ‖xe‖.
Квадратная вещественная матрица A называется ортогональной, ес-

ли ее транспонированная является ее же обратной, то есть Aτ = A−1.
Ортогональные матрицы обладают следующими свойствами.
1. Вещественная квадратная матрица A ортогональна тогда и толь-

ко тогда, когда выполняется хотя бы одно из равенств AτA = E, AAτ =
E.

2. Единичная матрица E является ортогональной. Нулевая матрица
ортогональной не является.

3. Если матрица A ортогональна , то и транспонированная матрица
Aτ ортогональна.
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4. Если матрицы A, B ортогональны, то и их произведение AB яв-
ляется ортогональной матрицей.

5. Определитель ортогональной матрицы равен 1 или −1.
6. Вещественная квадратная матрица A ортогональна тогда и толь-

ко тогда, когда все ее строки (столбцы) образуют ортонормированный
базис в евклидовом пространстве En.

7. Матрица перехода от ортонормированного базиса к ортонорми-
рованному базису является ортогональной.

8. Если матрица перехода от одного базиса к другому ортогональна
и один из этих базисов ортонормирован, то и второй базис является
ортонормированным.
Пример 96 Проверить, что векторы системы a1 = (1, 0, 1,−1)τ , a2 =
(1, 2, 0, 1)τ попарно ортогональны в евклидовом пространстве E4 и до-
полнить эту систему до ортогонального базиса.
Решение. В евклидовом пространстве E4 скалярное произведение вы-
числяется по формуле (x,y) = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4 для любых x,
y. Легко видеть, что (a1,a2) = 0. Значит, система векторов a1, a2 ор-
тогональна. Найдем какой-нибудь ненулевой вектор x = (x1, x2, x3, x4),
ортогональный каждому вектору системы a1, a2. Для этого вектора
должны выполняться равенства (a1,x) = 0, (a2,x) = 0. Подставим эле-
менты векторов и вычислим скалярные произведения, тогда получим,
что вектор x должен удовлетворять системе уравнений{

x1 + x3 − x4 = 0,
x1 + 2x2 + x4 = 0.

Найдем какое-нибудь ненулевое частное решение x = a3. Пусть x1 = 0,
x4 = 2, тогда x2 = −1 и x3 = 2. Таким образом, вектор a3 = (0,−1, 2, 2)
ортогонален векторам a1, a2 и, следовательно, система a1, a2, a3 ор-
тогональна. Продолжим. Найдем какой-нибудь ненулевой вектор x =
(x1, x2, x3, x4), ортогональный каждому вектору системы a1, a2, a3. Для
этого вектора должны выполняться равенства (a1,x) = 0, (a2,x) = 0,
(a3,x) = 0. Подставим элементы векторов и вычислим скалярные про-
изведения, тогда получим, что вектор x должен удовлетворять системе
уравнений  x1 + x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 + x4 = 0,
−x2 + 2x3 + 2x4 = 0.

Для того, чтобы найти какое-нибудь ненулевое частное решение x = a4,
найдем общее решение. Для этого, как обычно, запишем расширенную
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матрицу системы и применим метод последовательных исключений 1 0 1 −1
1 2 0 1
0 −1 2 2

 C2 − C1

∼

 1 0 1 −1
0 2 −1 2
0 −1 2 2

 C2 + 2C3

∼

∼

 1 0 1 −1
0 0 3 6
0 −1 2 2

 C1 − C2/3
∼

C3 − 2C2/3

 1 0 0 −3
0 0 3 6
0 −1 0 −2

 .

Мы получили систему уравнений x1−3x4 = 0, 3x3+6x4 = 0, −x2−2x4 =
0. Отсюда x1 = 3x4, x3 = −2x4, x2 = −2x4. Положим x4 = 1, тогда
x1 = 3, x3 = −2, x2 = −2. Таким образом, вектор a4 = (3,−2,−2, 1)
ортогонален векторам a1, a2, a3 и, следовательно, система a1, a2, a3, a4

ортогональна и, более того, является ортогональным базисом евклидо-
вого пространства E4.

Замечание. Можно, конечно, было дополнить систему до (произ-
вольного) базиса линейного пространства E4, а затем с помощью про-
цесса ортогонализации (см. ниже) получить искомый ортогональный
базис.
Пример 97 Дополнить систему векторов

a1 =
(

1
2
,
1
2
,
1
2
,−1

2

)τ

, a2 =
(

1
2
,−1

2
,
1
2
,
1
2

)τ

до ортонормированного базиса.
Решение. Оно почти не отличается от предыдущего решения. А имен-
но, считая систему лишь ортогональной, дополним ее до ортогональ-
ного базиса, а затем пронормируем каждый вектор. Найдем ненулевой
вектор x = a3, ортогональный исходным векторам. Он будет частным
решением системы 

1
2
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3 −

1
2
x4 = 0,

1
2
x1 −

1
2
x2 +

1
2
x3 +

1
2
x4 = 0.

Эту систему уравнений нужно решить. Точнее, нам необходимо найти
одно ненулевое частное решение. Это можно сделать так же, как в
предыдущем задании. Однако данная система настольно проста, что
не составляет труда угадать это частное решение. Например, x1 = 1,
x2 = 0, x3 = −1, x4 = 0. Тогда a3 = (1, 0,−1, 0). Аналогично, найдем
ненулевой вектор x = a4, ортогональный векторам a1, a2, a3. Он будет
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частным решением системы
1
2
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3 −

1
2
x4 = 0,

1
2
x1 −

1
2
x2 +

1
2
x3 +

1
2
x4 = 0,

x1 − x3 = 0.
Здесь тоже нетривиальное частное решение легко угадать. Например,
x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1. Тогда a4 = (0, 1, 0, 1). Мы получили орто-
гональный базис a1, a2, a3, a4 евклидового пространства E4. Для того,
чтобы получить ортонормированный базис, нужно еще пронормиро-
вать векторы этого базиса. Но первые два вектора уже нормированы.
Положим тогда e1 = a1, e2 = a2. Для третьего и четвертого векторов
‖a3‖ = ‖a4‖ =

√
2. Тогда

e3 =
1√
2
a3 =

(
1√
2
, 0,− 1√

2
, 0
)
, e4 =

1√
2
a4 =

(
0,

1√
2
, 0,

1√
2

)
.

Всë. Система векторов e1, e2, e3, e4 есть ортонормированный базис
евклидового пространства E4.

Ортогонализация

Если вас попросят изобразить обычное простран-
ство, то вы, скорей всего, попытаетесь нарисо-
вать три взаимно перпендикулярные оси.
Многие авторы.

Ортогональную систему векторов можно получить с помощью процесса
ортогонализации Грама-Шмидта. А именно, для любой системы век-
торов a1, a2, . . . , ak строится ортогональная система b1, b2, . . . , bk

по следующему правилу. Первый вектор новой системы совпадает с
первым вектором старой системы

b1 = a1.
Второй вектор ищется в виде линейной комбинации

b2 = a2 − α1b1,

где α1 = (a2,b1)
(b1,b1)

, если b1 6= 0, и α1 — любое число, если b1 = 0. Тре-
тий вектор искомой системы векторов ищется в виде такой линейной
комбинации

b3 = a3 − α1b1 − α2b2,

где α1 = (a3,b1)
(b1,b1)

, если b1 6= 0, и α1 — любое число, если b1 = 0,

α2 = (a3,b2)
(b2,b2)

, если b2 6= 0, и α2 — любое число, если b2 = 0. Все следу-
ющие векторы ищутся в виде аналогичной линейной комбинации. Так
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последний вектор находится в виде линейной комбинации
bk = ak − α1b1 − α2b2 − · · · − αk−1bk−1,

где αi = (ak,bi)
(bi,bi)

, если bi 6= 0, и αi — любое число, если bi = 0. Это
значение для αi получается из того, что вектор bi ортогонален всем
остальным векторам bj (i 6= j). Действительно, если скалярно умно-
жить вектор bk на вектор bi, то получим
(bk,bi) = (ak,bi)− α1(b1,bi)− · · · − αi(bi,bi)− · · · − αk−1(bk−1,bi).

Из ортогональности системы векторов (b) следует, что все скаляр-
ные произведения в последнем равенстве, кроме быть может (ak,bi)
и (bi,bi), равны нулю. Тогда

0 = (ak,bi)− αi(bi,bi),
откуда следует формула для вычисления коэффициентов αi.

Полученная ортогональная система векторов порождает линейную
оболочку, совпадающую с линейной оболочкой, порожденную исходной
системой. Точнее, для любого j, 1 ≤ j ≤ k

`(a1,a2, . . . ,aj) = `(b1,b2, . . . ,bj).
Если система a1, a2, . . . , ak линейно независима, то система b1, b2, . . . ,
bk не содержит нулевого вектора и, следовательно, является ортого-
нальным базисом линейной оболочки `(a1,a2, . . . ,ak). Если bj = 0, то
система a1, a2, . . . , aj линейно зависима.
Пример 98 Используя процесс ортогонализации, построить ортогональ-
ный базис подпространства, натянутого на систему векторов a1 =
(1,−1, 2, 1)τ , a2 = (2,−1, 1, 2)τ , a3 = (0,−1, 3, 0)τ , a4 = (2, 4,−3, 1)τ .
Решение. С помощью процесса ортогонализации построим ортогональ-
ную систему векторов b1, b2, b3, b4. Если она содержит нулевые векто-
ры, то их нужно вычеркнуть. Останется ортогональная система нену-
левых векторов. Это и будет искомый базис. Начнем. В соответствии с
алгоритмом b1 = (1,−1, 2, 1)τ . Далее, следующий вектор будем искать
в виде b2 = a2 − αb1, где α = (a2,b1)

(b1,b1)
. Найдем α. Так как скаляр-

ные произведения (a2,b1) = 2 · 1 + (−1) · (−1) + 1 · 2 + 2 · 1 = 7 и
(b1,b1) = 12 + (−1)2 + 22 + 12 = 7, то α = 1. Следовательно,

b2 = a2 − b1 =


2

−1
1
2

−


1

−1
2
1

 =


1
0

−1
1

 .

Третий вектор будем искать в виде b3 = a3 − α1b1 − α2b2, где α1 =
(a3,b1)
(b1,b1)

, α2 = (a3,b2)
(b2,b2)

. Скалярное произведение (b1,b1) уже подсчитано.
Для остальных: (a3,b1) = 0 · 1 + (−1) · (−1) + 3 · 2 + 0 · 1 = 7, (a3,b2) =
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0 · 1 + (−1) · 0 + 3 · (−1) + 0 · 1 = −3, (b2,b2) = 12 + 02 + (−1)2 + 12 = 3.
Значит, α1 = 1, α2 = −1. Тогда

b3 = a3 − b1 + b2 =


0

−1
3
0

−


1

−1
2
1

+


1
0

−1
1

 =


0
0
0
0

 .

Вектор b3 оказался нулевым. В искомый базис он не входит. Послед-
ний вектор, если подойти формально, нужно искать в виде b4 = a4 −
α1b1 − α2b2 − α3b3, где α1 = (a4,b1)

(b1,b1)
, α2 = (a4,b2)

(b2,b2)
и α3 может быть

произвольным числом. Но на самом деле нет никакого смысла учи-
тывать нулевой вектор. Найдем скалярные произведения: (a4,b1) =
2·1+4·(−1)+(−3)·2+1·1 = −7, (a4,b2) = 2·1+4·0+(−3)·(−1)+1·1 = 6.
Значит, α1 = −1, α2 = 2. Тогда

b4 = a4 + b1 − 2b2 =


2
4

−3
1

+


1

−1
2
1

− 2


1
0

−1
1

 =


1
3
1
0

 .

Следовательно, система векторов b1 = (1,−1, 2, 1)τ , b2 = (1, 0,−1, 1)τ ,
b4 = (1, 3, 1, 0)τ образует ортогональный базис подпространства.

Ортогональное разложение евклидового пространства

В самом деле, по совести, мы должны сознать-
ся в существующем у нас врожденном убежде-
нии, что весь мир со всем в нем находящим-
ся создан лишь как необходимое дополнение к
нам;. . . . Дж. К. Джером «Первая книжка празд-
ных мыслей праздного человека».

Будем говорить, что вектор x ортогонален непустому множеству M в
евклидовом пространстве E, если x⊥y для любого y ∈ M . Если это
так, то будем писать x⊥M . Вектор x ортогонален линейной оболочке
`(a1,a2, . . . ,ak) тогда и только тогда, когда x⊥ai для всех i = 1, 2, . . . , k.

Множество всех векторов x ∈ E, ортогональных непустому мно-
жеству M , называется ортогональным дополнением множества M и
обозначается через M⊥. Таким образом, M⊥ = {x ∈ E | x⊥M}. Мно-
жество M⊥ является подпространством евклидового пространства E и
(M⊥)⊥ ⊃M . Очевидно, что M ∩M⊥ = {0}.
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Пример 99 Найти базис ортогонального дополнения подпространства,
порожденного системой векторов a1 = (1, 0, 1,−1)τ , a2 = (1, 2, 1, 1)τ ,
a3 = (1, 1, 1, 0)τ .

Решение. Пусть V — подпространство, порожденное данной систе-
мой векторов: V = `(a1,a2,a3). Ортогональное дополнение V⊥ подпро-
странства V состоит из всех векторов, ортогональных каждому вектору
системы a1, a2, a3. Значит,

V⊥ = {x ∈ E | x⊥a1,x⊥a2,x⊥a3}.
По определению векторы x = (x1, x2, x3, x4)τ и a1 = (1, 0, 1,−1)τ орто-
гональны, если их скалярное произведение равно нулю

1 · x1 + 0 · x2 + 1 · x3 − 1 · x4 = 0.
Аналогично, условие ортогональности векторов x и a2 = (1, 2, 1, 1)τ

имеет вид
1 · x1 + 2 · x2 + 1 · x3 + 1 · x4 = 0,

а векторов x и a3 = (1, 1, 1, 0)τ —
1 · x1 + 1 · x2 + 1 · x3 + 0 · x4 = 0.

Таким образом, вектор x ∈ V⊥ тогда и только тогда, когда его элемен-
ты удовлетворяют системе уравнений x1 + x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0,
x1 + x2 + x3 = 0.

Мы получили, что подпространство решений системы уравнений (5) и
есть ортогональное дополнение V⊥. Поэтому, чтобы найти базис под-
пространства V⊥, нужно найти базис подпространства решений одно-
родной системы уравнений (5), то есть ее фундаментальную систему
решений. Найдем ее 1 0 1 −1

1 2 1 1
1 1 1 0

 C2 + C1

∼

 1 0 1 −1
2 2 2 0
1 1 1 0

 ∼
C2 − 2C3

∼

 1 0 1 −1
0 0 0 0
1 1 1 0

 .

Мы получили, что x1 + x3 − x4 = 0 и x1 + x2 + x3 = 0. Тогда общее
решение будет иметь вид x4 = x1 + x3 и x2 = −x1 − x3, ∀x1, x3 ∈ R.

x1 x2 x3 x4

b1 1 −1 0 1
b2 0 −1 1 1

.

Следовательно, V⊥ = `(b1,b2), где b1 = (1,−1, 0, 1)τ , b2 = (0,−1, 1, 1)τ .
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Пример 100 Найти однородную систему уравнений, задающую ортого-
нальное дополнение V⊥ подпространства V, заданного системой урав-
нений  x1 − x2 + 2x3 − 2x4 + x5 = 0,

3x1 + 3x2 − 4x3 − 4x4 + 3x5 = 0,
2x1 + x2 − x3 − 3x4 + 2x5 = 0.

Решение. Найдем базис подпространства V. Очевидно, что базисом яв-
ляется фундаментальная система решений данной однородной системы
уравнений. Тогда, как обычно, с помощью метода Гаусса найдем общее
решение системы уравнений 1 −1 2 −2 1

3 3 −4 −4 3
2 1 −1 −3 2

 C2 − 3C1

∼
C3 − 2C1

 1 −1 2 −2 1
0 6 −10 2 0
0 3 −5 1 0

 ∼

C1 + 2C3

∼
C2 − 2C3

 1 5 −8 0 1
0 0 0 0 0
0 3 −5 1 0

 .

Таким образом, система уравнений, равносильная исходной, имеет вид
x1 + 5x2 − 8x3 + x5 = 0, 3x2 − 5x3 + x4 = 0. Ее общее решение можно
представить так: x1 = −5x2 + 8x3 − x5, x4 = −3x2 + 5x3, x2, x3, x5 ∈ R.
Заполним таблицу

x1 x2 x3 x4 x5

a1 −5 1 0 −3 0
a2 8 0 1 5 0
a3 −1 0 0 0 1

,

Значит, векторы a1 = (−5, 1, 0,−3, 0), a2 = (8, 0, 1, 5, 0), a3 = (−1, 0, 0, 0, 1)
порождают подпространство V, иными словами V = `(a1,a2,a3). А в
предыдущей задаче этот случай рассмотрен. Ортогональное дополне-
ние можно задать системой уравнений, коэффициенты которых суть
элементы найденных векторов, то есть 5x1 − x2 + 3x4 = 0,

8x1 + x3 + 5x4 = 0,
x1 − x5 = 0.

Замечание. Можно решать задачу и с помощью другого алгоритма.
Введем в рассмотрение три вектора, элементами которых являются ко-
эффициенты уравнений данной системы, а именно a1 = (1,−1, 2,−2, 1)τ ,
a2 = (3, 3,−4,−4, 3)τ , a3 = (2, 1,−1,−3, 2)τ . По условию элементы
любого вектора x = (x1, x2, x3, x4, x5)τ подпространства V удовлетво-
ряют заданной системе уравнений. Значит, он ортогонален векторам
a1, a2, a3. Поэтому последние векторы и, следовательно, их линейная
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оболочка лежат в ортогональном дополнении V⊥. Допустим на миг,
что ортогональное дополнение V⊥ не совпадает с линейной оболочкой
`(a1,a2,a3). Тогда можно выбрать в V⊥ \`(a1,a2,a3) ненулевой вектор,
ортогональный векторам a1, a2, a3 и не являющийся решением дан-
ной системы уравнений. Это противоречит тому, что общее решение
системы уравнений состоит из всех векторов, ортогональных системе
a1, a2, a3. Значит, V⊥ = `(a1,a2,a3). Теперь осталось перейти от этой
линейной оболочки к заданию подпространства V⊥ с помощью системы
уравнений. Это стандартная задача (см. № 49, стр. 105). Тогда

1 3 2 x1

−1 3 1 x2

2 −4 −1 x3

−2 −4 −3 x4

1 3 2 x5


C2 + C1

C3 − 2C1

∼
C4 + 2C1

C5 − C1


1 3 2 x1

0 6 3 x2 + x1

0 −10 −5 x3 − 2x1

0 2 1 x4 + 2x1

0 0 0 x5 − x1

 ∼

C2 − 3C4

∼
C3 + 5C4


1 3 2 x1

0 0 0 x2 + x1 − 3(x4 + 2x1)
0 0 0 x3 − 2x1 + 5(x4 + 2x1)
0 2 1 x4 + 2x1

0 0 0 x5 − x1

 .

Основная матрица преобразована к ступенчатой форме. Тогда система
уравнений  x2 + x1 − 3(x4 + 2x1) = 0,

x3 − 2x1 + 5(x4 + 2x1) = 0,
x5 − x1 = 0

является искомой. После несложных преобразований ее можно запи-
сать в том же виде, что и выше 5x1 − x2 + 3x4 = 0,

8x1 + x3 + 5x4 = 0,
x1 − x5 = 0.

Пусть V — конечномерное подпространство евклидового простран-
ства E. Тогда евклидово пространство E равно прямой сумме подпро-
странства V и его ортогонального дополнения V⊥, что можно запи-
сать формулой E = V ⊕ V⊥. Это значит, что любой вектор x ∈ E
можно единственным образом представить в виде x = xpr + xort, где
xpr ∈ V, xort ∈ V⊥. Слагаемое xpr называется проекцией вектора x
на подпространство V, а вектор xort — ортогональной составляющей.
Если известен какой-нибудь ортонормированный базис e1, e2, . . . , ek

подпространства V, то проекцию xpr можно найти по формуле
xpr = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αkek,
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где αi = (x, ei), i = 1, 2, . . . , k, а ортогональную составляющую из со-
отношения

xort = x− xpr.

Если же подпространство V = `(a1,a2, . . . ,ak), где система векторов
(a1,a2, . . . ,ak) не обязательно ортонормирована, то для нахождения
проекции и ортогональной составляющей можно применить процесс
ортогонализации (и тогда задача сводится к предыдущей) или следу-
ющий алгоритм. Так как проекция xpr ∈ `(a1,a2, . . . ,ak), то ее можно
записать в виде

xpr = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xkak (5.1)
с неизвестными пока коэффициентами x1, x2, . . . , xk. Ортогональная
составляющая xort = x − xpr ортогональна подпространству V. Это
возможно лишь, если выполняются равенства

(a1,x− xpr) = 0,
(a2,x− xpr) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak,x− xpr) = 0.

(5.2)

Подставим (5.1) в (5.2), тогда
(a1,x− x1a1 − x2a2 − · · · − xkak) = 0,
(a2,x− x1a1 − x2a2 − · · · − xkak) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak,x− x1a1 − x2a2 − · · · − xkak) = 0.

Воспользовавшись свойствами скалярного произведения, получим
(a1,x)− x1(a1,a1)− x2(a1,a2)− · · · − xk(a1,ak) = 0,
(a2,x)− x1(a2,a1)− x2(a2,a2)− · · · − xk(a2,ak) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak,x)− x1(ak,a1)− x2(ak,a2)− · · · − xk(ak,ak) = 0.

А это есть система линейных уравнений для неизвестных x1, x2, . . . ,
xk. Ее можно записать в более привычной форме

(a1,a1)x1 + (a1,a2)x2 + · · ·+ (a1,ak)xk = (a1,x),
(a2,a1)x1 + (a2,a2)x2 + · · ·+ (a2,ak)xk = (a2,x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak,a1)x1 + (ak,a2)x2 + · · ·+ (ak,ak)xk = (ak,x).

Эта система уравнений совместна, так как проекция xpr для любого
вектора x существует. Если система векторов (a1,a2, . . . ,ak) линейно
независима, то система уравнений имеет единственное решение. Если
система векторов (a1,a2, . . . ,ak) линейно зависима, то система урав-
нений имеет бесконечно много решений. После того, как мы найдем
какое-нибудь решение системы уравнений можно вычислить проекцию
по формуле (5.1) и ортогональную составляющую xort = x− xpr.
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Пример 101 Найти проекцию вектора x = (1, 1,−4, 2) на подпростран-
ство, натянутое на векторы a1 = (1, 1, 1, 0), a2 = (3, 0, 5,−1), a3 =
(1,−2, 3,−1) и его ортогональную составляющую.
Решение. Проверим сначала систему векторов a1, a2, a3 на линейную
зависимость:

1 3 1
1 0 −2
1 5 3
0 −1 −1

 C2 − C1

∼
C3 − C1


1 3 1
0 −3 −3
0 2 2
0 −1 −1

 C2 − 3C4

∼
C3 + 2C4


1 3 1
0 0 0
0 0 0
0 −1 −1

 .

Ранг матрицы равен двум. Система векторов линейно зависима. За-
меним ее на максимальную линейно независимую подсистему, в каче-
стве которой можно взять a1, a2. Пусть проекция xpr = α1a1 + α2a2.
Найдем следующие скалярные произведения (a1,a1) = 3, (a1,a2) = 8,
(a2,a2) = 35, (x,a1) = −2, (x,a2) = −19. Тогда α1, α2 есть решение
системы уравнений с расширенной матрицей(

3 8 −2
8 35 −19

)
.

В данном случае решение можно найти с использованием теоремы Кра-
мера. Для этого нужно вычислить три определителя второго порядка

∆ =
∣∣∣∣ 3 8
8 35

∣∣∣∣ = 105− 64 = 41,

∆1 =
∣∣∣∣ −2 8
−19 35

∣∣∣∣ = −70 + 152 = 82,

∆2 =
∣∣∣∣ 3 −2
8 −19

∣∣∣∣ = −57 + 16 = −41.

Тогда

α1 =
∆1

∆
=

82
41

= 2, α2 =
∆2

∆
=
−41
41

= −1.
и

xpr = 2


1
1
1
0

−


3
0
5

−1

 =


−1

2
−3

1

 .

xort = x− xpr =


1
1

−4
2

−


−1

2
−3

1

 =


2

−1
−1

1

 .

Замечание. Выделять в начале решения максимальную линейно
независимую подсистему системы векторов a1, a2, a3 необязательно.
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Если система векторов a1, a2, a3 линейно зависима, то получится систе-
ма уравнений большего размера, имеющая бесконечно много решений.
Решим пример по этой схеме. Сначала нужно найти следующие скаляр-
ные произведения (a1,a1) = 3, (a1,a2) = 8, (a1,a3) = 2, (a2,a2) = 35,
(a2,a3) = 19, (a3,a3) = 15, (x,a1) = −2, (x,a2) = −19, (x,a3) = −15.

Если проекция xpr = α1a1 + α2a2 + α3a3, то коэффициенты этой
линейной комбинации α1, α2, α3 есть решение системы уравнений с
расширенной матрицей  3 8 2 −2

8 35 19 −19
2 19 15 −15

 . (5.3)

Вычтем из первой строки расширенной матрицы третью для того, что-
бы удобнее было проводить следующие элементарные произведения 1 −11 −13 13

8 35 19 −19
2 19 15 −15

 C2 − 8C1

∼
C3 − 2C1

 1 −11 −13 13
0 123 123 −123
0 41 41 −41

 C2/123
∼

C3/41

∼

 1 −11 −13 13
0 1 1 −1
0 1 1 −1

 C1 + 11C2

∼
C3 − C2

 1 0 −2 2
0 1 1 −1
0 0 0 0

 .

Мы получили систему уравнений α1 − 2α3 = 2, α2 + α3 = −1. Общее
решение можно записать в виде α1 = 2α3+2, α2 = −α3−1, α3 ∈ R. Нам
нужно найти какое-нибудь частное решение. Например, пусть α3 = 0.
Тогда α1 = 2, α2 = −1 и xpr = 2a1− a2 как и выше. Внимательный чи-
татель давно уже заметил, что система уравнений (5.3) имеет частное
решение α1 = 0, α2 = 0, α3 = −1. Тогда xpr = −a3, что дает тот же
результат.
Пример 102 Найти проекцию xpr вектора x = (3,−1,−2, 4) на подпро-
странство всех решений системы уравнений{

2x1 − x2 − x3 − x4 = 0,
x2 − x3 + x4 = 0

и его ортогональную составляющую xort. Найти угол между вектором
x и подпространством V. Найти расстояние от вектора x до подпро-
странства V.
Решение. Сначала найдем проекцию и ортогональную составляющую
вектора x. Пусть элементы двух векторов a1 = (2,−1,−1,−1) и a2 =
(0, 1,−1, 1) суть коэффициенты соответственно первого и второго урав-
нения системы, данной по условию . Выше показано, что линейная
оболочка, порожденная этой системой векторов, есть ортогональное
дополнение к подпространству решений системы уравнений. Поэто-
му вектор xort является проекцией вектора x на линейную оболочку
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`(a1,a2), а вектор xpr — ортогональной составляющей. Вычислим сле-
дующие скалярные произведения (a1,a1) = 7, (a1,a2) = −1, (a2,a2) =
3, (x,a1) = 5, (x,a2) = 5. Если xort = α1a1 + α2a2, то неизвестные ко-
эффициенты этой линейной комбинации являются решением системы
уравнений со следующей расширенной матрицей(

7 −1 5
−1 3 5

)
∼

C2 + 3C1

(
7 −1 5

20 0 20

)
.

Из второго уравнения получаем, что α1 = 1. Из первого уравнения
α2 = 7α1 − 5 = 7− 5 = 2. Значит,

xort =


2

−1
−1
−1

+ 2


0
1

−1
1

 =


2
1

−3
1

 .

Теперь легко найти и проекцию

xpr = x− xort =


3

−1
−2

4

−


2
1

−3
1

 =


1

−2
1
3

 .

2. По определению угол между вектором x и подпространством есть
угол между вектором x и его проекцией xpr на это подпространство.
По формуле для косинуса угла между векторами получаем, что

cosϕ =
(x,xpr)
‖x‖ ‖xpr‖

=
15√

30
√

15
=

1√
2
.

Значит, угол между векторами, а, следовательно, между вектором x и
подпространством решений системы уравнений равен π/4.

3. Расстояние от вектора x до подпространства равно длине (нор-
ме) ортогональной составляющей вектора x. Норма вектора xort равна√

15. Это и есть искомое расстояние.

Определитель Грама

Голос красоты звучит тихо: он проникает только
в самые чуткие уши. Ф. Ницше.

Квадратная вещественная матрица вида
(a1,a1) (a1,a2) . . . (a1,ak)
(a2,a1) (a2,a2) . . . (a2,ak)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak,a1) (ak,a2) . . . (ak,ak)
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называется матрицей Грама системы векторов a1,a2, . . . ,ak. Опреде-
литель этой матрицы называется определителем Грама этой системы
векторов и будет обозначаться

Γ(a1,a2, . . . ,ak) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1,a1) (a1,a2) . . . (a1,ak)
(a2,a1) (a2,a2) . . . (a2,ak)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak,a1) (ak,a2) . . . (ak,ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Определитель Грама обладает следующими свойствами.
1. Определитель Грама Γ(a1,a2, . . . ,ak) > 0.
2. Определитель Грама Γ(a1,a2, . . . ,ak) = 0 тогда и только тогда,

когда система векторов a1,a2, . . . ,ak линейно зависима.
3. Γ(x,a1,a2, . . . ,ak) = ‖xo‖2Γ(a1,a2, . . . ,ak), где xo есть ортого-

нальная составляющая вектора x к подпространству `(x,a1,a2, . . . ,ak).
4. Определитель Грама системы векторов a1,a2, . . . ,ak равен квад-

рату объема k — мерного параллелепипеда, построенного на этих век-
торах

Vk =
√

Γ(a1,a2, . . . ,ak).
В частности, Γ(a1) равен квадрату длины вектора a1; Γ(a1,a2) равен
квадрату площади параллелограмма, построенного на векторах a1,a2;
Γ(a1,a2,a3) равен квадрату объема параллелепипеда, построенного на
векторах a1,a2,a3:

‖a1‖ =
√

Γ(a1), S =
√

Γ(a1,a2), V =
√

Γ(a1,a2,a3).
5. Пусть (e) — ортонормированный базис и (a1)e = (a11, a21, . . . , an1),

(a2)e = (a12, a22, . . . , an2),. . . , (an)e = (a1n, a2n, . . . , ann). Тогда

Γ(a1,a2, . . . ,an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Поэтому

Vn = abs

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где abs в правой части равенства означает, что берется абсолютная
величина определителя.
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Задания

Осмельтесь мыслить самостоятельно.
Вольтер.

104. В следующих примерах найти длины (нормы) векторов a, b и
угол между ними в евклидовом пространстве E4.
a). a = (3,−2, 2,−1), b = (−2, 4,−2, 0).
b). a = (−1, 3, 0,−2), b = (2,−1,−1, 1).
c). a = (−2,−2, 2, 0), b = (1,−1,−3,−1).
d). a = (−1, 1, 2,−1), b = (−2,−3,−1,−3).
e). a = (0, 2,−1, 2), b = (−1, 1, 1, 1). f). a = (1,−1, 0, 3), b = (1, 2,−1, 4).

105. В следующих примерах найти длины (нормы) элементов f , g
и угол между ними в евклидовом пространстве всех многочленов с
вещественными коэффициентами
• и скалярным произведением

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx.

a). f(x) = −x+ 1, g(x) = −1. b). f(x) = −x, g(x) = x+ 1.
• и скалярным произведением

∫ 1

0
f(x)g(x) dx.

c). f(x) = 2x− 1, g(x) = −x+ 1. d). f(x) = 1, g(x) = x− 1.
• и скалярным произведением

∫ 0

−1
f(x)g(x) dx.

e). f(x) = −1, g(x) = x. f). f(x) = x+ 1, g(x) = −x+ 1.
106. Проверить, что система векторов a1, a2 ортогональна в E4 и

дополнить ее до ортогонального базиса (дополнение не единственно).
a). a1 = (1, 1, 2, 3), a2 = (1, 1, 2,−2). b). a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 1,−2, 0).
c). a1 = (−2, 1, 0, 0), a2 = (1, 2, 1, 3). d). a1 = (2, 1, 2, 1), a2 = (2,−1,−2, 1).
e). a1 = (−1,−1,−1, 1), a2 = (1, 1, 1, 3). f). a1 = (1, 2, 3, 1), a2 =

(0, 1, 0,−2).
107. Проверить, что система векторов a1, a2 ортонормирована в ев-

клидовом пространстве E4 и дополнить ее до ортонормированного ба-
зиса (дополнение не единственно).
a). a1 = (−1/2;−1/2; 1/2;−1/2), a2 = (0;−1/

√
2; 0; 1/

√
2).

b). a1 = (−2/
√

10;−2/
√

10; 1/
√

10; 1/
√

10), a2 = (1/
√

5; 0; 2/
√

5; 0).
c). a1 = (−2/

√
15; 1/

√
15; 1/

√
15; 3/

√
15), a2 = (0;−1/

√
2; 1/

√
2; 0).

d). a1 = (−2/
√

10; 2/
√

10; 1/
√

10; 1/
√

10), a2 = 1/
√

10(2; 2;−1; 1).
e). a1 = (−1/2;−1/2; 1/2;−1/2), a2 = (−1/2;−1/2;−1/2; 1/2).
f). a1 = 1/

√
21(2;−2; 3; 2), a2 = 1/

√
7(−1; 1; 2;−1).

108. С помощью процесса ортогонализации построить ортогональ-
ный базис линейной оболочки, порожденной системой векторов a1, a2,
a3, a4.
a). a1 = (1,−1, 2, 1), a2 = (−2, 3,−4,−1), a3 = (−3, 1,−2, 1),
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a4 = (−1,−3, 2, 1).
b). a1 = (2, 1,−2,−1), a2 = (−2, 1, 3, 1), a3 = (2, 3,−1,−1), a4 =

(0, 0,−5, 0).
c). a1 = (0,−1, 1, 2), a2 = (2,−1, 3, 4), a3 = (4, 3, 1,−2), a4 = (2, 0, 2, 2).
d). a1 = (1,−1, 1, 1), a2 = (3,−2, 1, 2), a3 = (−1,−2, 1, 2), a4 = (1,−2,−1, 2).
e). a1 = (−1, 1,−1, 1), a2 = (0, 5,−1, 2), a3 = (5, 5, 3,−1), a4 = (1, 4, 0, 1).
f). a1 = (2, 3, 2, 2), a2 = (5, 4, 6, 4), a3 = (0,−7, 2,−2), a4 = (3, 1, 4, 2).

109. Найти базис (находится неоднозначно) ортогонального допол-
нения V⊥ подпространства V, порожденного следующими системами
векторов.
a). a1 = (2, 0, 2, 1), a2 = (1,−3,−3, 1), a3 = (−3, 3, 1,−2).
b). a1 = (−1, 1, 2,−2), a2 = (1,−1, 0, 1), a3 = (−2, 3, 2,−2).
c). a1 = (−3, 3,−1, 2), a2 = (1,−2, 3,−3), a3 = (4,−5, 4,−5).
d). a1 = (2, 1, 1, 2), a2 = (−2, 2,−1, 0), a3 = (1, 0,−1, 1).
e). a1 = (1, 1, 3,−3), a2 = (1, 3,−3, 1), a3 = (2, 4, 0,−2).
f). a1 = (0, 4, 2,−2), a2 = (1, 1,−1,−2), a3 = (−1, 3, 3, 0).

110. Найти однородную систему уравнений (находится неоднознач-
но), задающую ортогональное дополнение V⊥ подпространства V, за-
данного системой уравнений

a).

 x1 + 5x2 + 4x3 + 2x4 = 0,
2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 0,
x1 − 2x2 − 2x3 − x4 = 0,

b).

 2x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = 0,
2x1 − x3 − 2x4 = 0,
2x1 + x2 − 2x3 − x4 = 0,

c).

 3x1 − x3 − x4 = 0,
−5x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0,
x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0,

d).

 −2x1 + x2 + 3x4 = 0,
x1 − 4x2 + 2x3 − x4 = 0,
x1 + 3x2 − 2x3 − 2x4 = 0,

e).

 2x1 − 4x2 + 2x3 + 2x4 = 0,
2x2 − x3 − 3x4 = 0,
x1 − 2x2 + x3 + x4 = 0,

f).

 3x1 − x2 − x3 + 3x4 = 0,
x1 − 3x2 + x3 − 3x4 = 0,
2x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = 0,

111. Найти проекцию xpr вектора x на подпространство `(a1,a2,a3)
и его ортогональную составляющую xort.
a). a1 = (1,−1, 1, 3), a2 = (1,−1, 0, 1), a3 = (1,−1, 2, 5), x = (0, 2, 0,−1).
b). a1 = (1,−2,−1,−2), a2 = (2, 3, 1, 2), a3 = (−6,−2, 0, 0),
x = (−4,−7, 6,−2).
c). a1 = (1, 0, 2, 0), a2 = (0, 3,−1,−2), a3 = (3,−3, 7, 2), x = (−7, 1, 1, 0).
d). a1 = (1, 0, 1,−2), a2 = (1, 0, 2, 0), a3 = (−1, 0, 0, 4), x = (3, 1, 6, 0).
e). a1 = (−1, 3, 0, 1), a2 = (2, 2,−2,−2), a3 = (7, 3,−6,−7),
x = (6, 8, 0,−3).
f). a1 = (−1, 2,−1,−1), a2 = (−1, 1, 1, 2), a3 = (−3, 4, 1, 3),
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x = (−1, 4,−5, 0).
112. Найти проекцию xpr вектора x на подпространство решений

следующих систем уравнений и его ортогональную составляющую xort.

a).

{
x1 − x3 + x4 = 0,
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x = (0, 2, 3, 2).
b).

{
x2 + x3 − x4 = 0,
x1 + 2x2 + 2x3 − x4 = 0,

x = (2, 2, 4,−1).

c).

{
x1 + x2 − 2x3 − x4 = 0,
x1 − x3 = 0,

x = (4, 2,−3,−1).
d).

{
x1 + x2 + 2x3 = 0,
x2 − 2x3 = 0,
x = (−5,−1, 3, 0).

e).

{
x1 + x2 − x3 + x4 = 0,
x1 + x3 = 0,
x = (−3,−2,−1, 0).

f).

{
2x2 − x3 + x4 = 0,
x1 + 2x2 + 2x4 = 0,
x = (−1, 1, 3, 1).

113. Найти угол между вектором x и подпространством `(a1,a2,a3)
и расстояние от вектора x до этого подпространства.
a). a1 = (0,−1, 2, 2), a2 = (−1, 0, 2, 1), a3 = (2,−1,−2, 0),
x = (−2,−1, 3,−2).
b). a1 = (0,−1,−1, 1), a2 = (1, 2, 2,−1), a3 = (1, 1, 1, 0), x = (2, 2, 4,−1).
c). a1 = (1, 2, 0, 2), a2 = (0,−1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 2), x = (−3,−3, 1,−1).
d). a1 = (2, 1,−1,−1), a2 = (2,−1, 0, 0), a3 = (2,−3, 1, 1), x = (−1, 1, 5, 1).
e). a1 = (1, 2, 2, 0), a2 = (0, 1, 2, 1), a3 = (1, 3, 4, 1), x = (4, 1, 3,−1).
f). a1 = (2,−1,−1, 0), a2 = (−1, 0, 0, 1), a3 = (3,−2,−2, 1),
x = (−1, 2, 0,−1).



ГЛАВА 6

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В ЕВКЛИДОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

Я всегда презирал Адама за то, что он решился отку-
шать яблока с древа познания, лишь будучи искушен
женщиной, которую еще прежде искусил змей. Да я бы
перекусал все яблоки на дереве — только отвернись хо-
зяин. Бернард Шоу.

Одно из приятных достоинств евклидовых пространств состоит в
том, что они имеют ортонормированные базисы. Поэтому возникает
задача об исследовании в них матриц линейных операторов. При этом в
первую очередь нас будут интересовать операторы, имеющие матрицу
как можно более простой структуры. Некоторые из важных классов
таких операторов рассмотрены ниже.

Самосопряженные операторы.

Линейный оператор A, действующий в евклидовом пространстве
E, называется самосопряженным, если для любых векторов x,y ∈ E
выполняется равенство

(Ax,y) = (x, Ay).
Например, нулевой и единичный операторы являются самосопряжен-
ными.

Если линейный оператор, действующий в конечномерном евклидо-
вом пространстве, является самосопряженным, то его матрица в лю-
бом ортонормированном базисе симметрическая1. Если существует ор-
тонормированный базис, в котором матрица линейного оператора сим-
метрическая, то этот оператор самосопряжен.

Важно, что все корни характеристического многочлена самосопря-
женного оператора, действующего в конечномерном евклидовом про-
странстве, являются вещественными числами. Поэтому все они явля-
ются собственными значениями этого самосопряженного оператора.

1 Квадратная матрица называется симметрической (симметричной), если она
совпадает со своей транспонированной, то есть все ее элементы удовлетворяют ра-
венству ai,j = aj,i.
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Собственные векторы самосопряженного оператора, отвечающие
его различным собственным значениям, ортогональны.

Линейный оператор, действующий в конечномерном евклидовом
пространстве, самосопряжен тогда и только тогда, когда в этом про-
странстве существует ортонормированный базис, состоящий из соб-
ственных векторов данного оператора. В этом базисе матрица само-
сопряженного оператора диагональна. Значит, для любого самосопря-
женного оператора, действующего в конечномерном евклидовом про-
странстве, существует ортонормированный базис, в котором матрица
этого оператора диагональна. Этот базис не единственен.

Сформулированное в предыдущем абзаце утверждение можно пе-
реформулировать в матричной форме следующим образом. Для любой
симметрической вещественной матрицы A существует ортогональная
матрица U такая, что матрица U−1AU диагональна.
Пример 103 Для линейного оператора, имеющего в некотором орто-
нормированном базисе матрицу

A =

 2 1 1
1 1 0
1 0 1

 ,

найти ортонормированный базис, в котором матрица линейного опера-
тора диагональна.
Решение. Найдем характеристический многочлен матрицы A и его кор-
ни:

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1

1 1− λ 0
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
C1 − C2 − C3

=

=

∣∣∣∣∣∣
−λ λ λ

1 1− λ 0
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
C2 + C1

=
C3 + C1

∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0

1 2− λ 1
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= −λ

∣∣∣∣ 2− λ 1
1 2− λ

∣∣∣∣ = −λ(λ2 − 4λ+ 3) = −λ(1− λ)(3− λ).

Таким образом, λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 3. Найдем собственные векторы,
отвечающие этим собственным значениям. Для λ = 0

A− λE =

 2 1 1
1 1 0
1 0 1

 .

Так как алгебраическая кратность собственного значения λ = 0 рав-
на 1, то соответствующее собственное подпространство одномерно и
собственный вектор по вышеприведенной матрице легко угадать: это
a1 = (1,−1,−1).
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Для λ = 1

A− λE =

 1 1 1
1 0 0
1 0 0

 .

В этом случае собственный вектор тоже легко увидеть. Это a2 =
(0, 1,−1).

Для λ = 3

A− λE =

 −1 1 1
1 −2 0
1 0 −2

 .

В этом случае собственный вектор «сразу виден только после тщатель-
ного подбора». Поэтому пойдем по стандартному пути, решив однород-
ную систему уравнений с данной матрицей. Можно умножить первую
строку матрицы на 2 и к ней прибавить вторую и третью строки. Тогда

A− λE ∼

 0 0 0
1 −2 0
1 0 −2

 .

Теперь ясно, что собственный вектор имеет вид a3 = (2, 1, 1). Так как
векторы a1, a2, a3 отвечают различным собственным значениям, то они
попарно ортогональны. Следовательно, они образуют ортогональный
базис. Нормируя эти векторы, получим ортонормированный базис. Для
этого найдем нормы (длины) этих векторов

‖a1‖ =
√

3, ‖a2‖ =
√

2, ‖a3‖ =
√

6.
Тогда векторы

e1 =
a1√

3
=

(√
3

3
,−
√

3
3
,−
√

3
3

)
, e2 =

a2√
2

=

(
0,−

√
2

2
,

√
2

2

)
,

e3 =
a3√

6
=

(√
6

3
,

√
6

6
,

√
6

6

)
составляют искомый базис. В этом базисе матрица оператора диаго-
нальна

Ae = diag(0, 1, 3) =

 0 0 0
0 1 0
0 0 3

 .

Пример 104 Для линейного оператора, имеющего в некотором орто-
нормированном базисе матрицу

A =


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 ,
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найти ортонормированный базис, в котором матрица линейного опера-
тора диагональна или, что тоже самое, для матрицы A найти ортого-
нальную матрицу U такую, что матрица U−1AU диагональна.
Решение. Найдем характеристический многочлен матрицы A и его кор-
ни:

ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1 1

1 1− λ 1 1
1 1 1− λ 1
1 1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C2 − C1

=
C3 − C1

C4 − C1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1 1

λ −λ 0 0
λ 0 −λ 0
λ 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C1 + C2 + C3 + C4

=
То есть к первому столбцу
прибавим все остальные

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
4− λ 1 1 1

0 −λ 0 0
0 0 −λ 0
0 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (4− λ)(−λ)3.

Корни характеристического многочлена суть 4 и 0. Они принадлежат
полю вещественных чисел, следовательно, являются собственными зна-
чениями. Найдем для каждого собственного значения соответствующие
собственные векторы. Для α = 0

A− 0E =


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1


C2 − C1

∼
C3 − C1

C4 − C1


1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Отсюда x1 + x2 + x3 + x4 = 0 и, следовательно, общее решение можно
записать в виде x1 = −x2 − x3 − x4, x2, x3, x4 ∈ R. Фундаментальная
система решений

x1 x2 x3 x4

−1 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1

.

Таким образом, получена система собственных векторов a1 = (−1, 1, 0, 0),
a2 = (−1, 0, 1, 0), a3 = (−1, 0, 0, 1). К сожалению эта система векторов
не ортогональна. Поэтому ее нужно с помощью процесса ортогонали-
зации преобразовать в ортогональную систему собственных векторов.
В соответствии с этим алгоритмом положим b1 = a1 = (−1, 1, 0, 0) и

b2 = a2 − αb1, где α =
(a2,b1)
(b1,b1)

.
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Скалярные произведения в числителе и знаменателе дроби нетрудно
вычислить. Так как (a2,b1) = 1 и (b1,b1) = 2, то α = 1/2. Значит

b2 = (−1, 0, 1, 0)− 1
2
(−1, 1, 0, 0) =

(
−1

2
,−1

2
, 1, 0

)
.

Далее,

b3 = a3 − α1b1 − α2b2, где α1 =
(a3,b1)
(b1,b1)

, α2 =
(a3,b2)
(b2,b2)

.

Скалярное произведение (b1,b1) уже вычислено. Кроме того (a3,b1) =
1, (b2,b2) = 3/2, (a3,b2) = 1/2. Тогда α1 = 1/2, α2 = (1/2)/(3/2) = 1/3
и

b3 = (−1, 0, 0, 1)− 1
2
(−1, 1, 0, 0)− 1

3

(
−1

2
,−1

2
, 1, 0

)
=
(
−1

3
,−1

3
,−1

3
, 1
)
.

Векторы полученной ортогональной системы нужно еще пронормиро-
вать. Так как ‖b1‖ =

√
2, ‖b2‖ =

√
3/2, ‖b3‖ = 2/

√
3, то

u1 =
b1

‖b1‖
=
(
− 1√

2
,

1√
2
, 0, 0

)
, u2 =

b2

‖b2‖
=

(
− 1√

6
,− 1√

6
,

√
2
3
, 0

)
,

u3 =
b3

‖b3‖
=

(
− 1

2
√

3
,− 1

2
√

3
,− 1

2
√

3
,

√
3

2

)
.

Для α = 4

A− 4E =


−3 1 1 1

1 −3 1 1
1 1 −3 1
1 1 1 −3

 .

Алгебраическая кратность собственного значения α = 4 равна 1. Сле-
довательно, геометрическая кратность (которая не меньше 1 и не боль-
ше алгебраической кратности) тоже равна 1. Отсюда следует, что фун-
даментальная система решений содержит лишь один вектор. Его мож-
но найти как обычно, решая систему уравнений методом последова-
тельных исключений. Но иногда он виден сразу, как в этом случае.
Вектор b4 = (1, 1, 1, 1), очевидно, удовлетворяет системе уравнений.
Его норма ‖b4‖ = 2. Тогда вектор u4 = (1

2 ,
1
2 ,

1
2 ,

1
2 ) последний в иско-

мом ортонормированном базисе. Будем считать, что матрица A есть
матрица линейного оператора A в базисе e1, e2, e3, e4: Ae = A. Тогда
матрица оператора A в базисе u1, u2, u3, u4 диагональна с собствен-
ными значениями на диагонали (порядок следования собственных зна-
чений соответствует порядку следования их собственных векторов в
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базисе)

Au =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 4

 .

Матрицы оператора связаны формулой
Au = P−1

e→uAePe→u.

Матрицу перехода Pe→u легко найти. По определению она состоит (по
столбцам) из координатных векторов второго базиса в первом. Элемен-
ты векторов второго базиса совпадают с координатами этих векторов в
стандартном базисе. Поэтому эта матрица перехода состоит по столб-
цам из элементов векторов базиса u1, u2, u3, u4:

Pe→u =


− 1√

2
− 1√

6
− 1

2
√

3
1
2

1√
2
− 1√

6
− 1

2
√

3
1
2

0
√

2
3 − 1

2
√

3
1
2

0 0
√

3
2

1
2

 .

Пусть матрица U = Pe→u. Она удовлетворяет соотношению Au =
U−1AU и, следовательно, является искомой. Ее обратную матрицу лег-
ко найти. Так как матрица перехода от одного ортонормированного
базиса к другому является ортогональной, то ее обратная по определе-
нию совпадает с транспонированной

U−1 = Uτ =


− 1√

2
1√
2

0 0

− 1√
6
− 1√

6

√
2
3 0

− 1
2
√

3
− 1

2
√

3
− 1

2
√

3

√
3

2
1
2

1
2

1
2

1
2

 .

Сопряженные и нормальные операторы.

. . . математическое образование есть благо, на которое
имеет право каждое человеческое существо, каковы бы
ни были его национальность, пол, положение и деятель-
ность . . . XIX Международная конференция по народно-
му образованию, созванная ЮНЕСКО и БИЕ.2

Оператор, действующий в конечномерном евклидовом пространстве
E, называется сопряженным к линейному оператору A и обозначается

2Математическое просвещение, вып.I. М.:Гостехиздат, 1957.
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A∗, если для любых векторов x,y ∈ E имеет место равенство (Ax,y) =
(x, A∗y).

Сопряженный оператор A∗ существует, линеен и единственен для
любого линейного оператора A.
Для любых линейных операторов A и B и любого числа α ∈ R имеют
место следующие равенства:

а) (A∗)∗ = A;
б) (αA)∗ = αA∗;
в) (A+B)∗ = A∗ +B∗;
г) (AB)∗ = B∗A∗.
Если линейный оператор A обратим, то и его сопряженный оператор

обратим и верно равенство (A∗)−1 = (A−1)∗. Линейный оператор A
является самосопряженным тогда и только тогда, когда A = A∗.

Матрица (A∗)e сопряженного оператора A∗ в любом ортонормиро-
ванном базисе e является транспонированной3 к матрице Ae линейного
оператора A: (A∗)e = (Ae)τ . Если матрица Be линейного оператора B в
некотором ортонормированном базисе e является транспонированной
к матрице Ae линейного оператора A, то B = A∗. Характеристиче-
ские многочлены (и, следовательно, спектры) линейного оператора и
его сопряженного оператора совпадают.

Если подпространство V ⊂ E является инвариантным для линей-
ного оператора A, то ортогональное дополнение V⊥ инвариантно для
сопряженного оператора A∗.

Линейный оператор A называется нормальным, если он коммути-
рует со своим сопряженным оператором: AA∗ = A∗A.

Линейный оператор, действующий в конечномерном вещественном
евклидовом пространстве, нормален, если существует ортонормирован-
ный базис, в котором матрица этого оператора коммутирует со своей
транспонированной. Если же линейный оператор нормален, то его мат-
рица в любом ортонормированном базисе коммутирует со своей транс-
понированной. Любой самосопряженный оператор является нормаль-
ным. Однако множество нормальных операторов шире (при n > 1)
множества самосопряженных операторов.

Ортогональное дополнение к собственному вектору нормального
оператора является инвариантным подпространством для этого опе-
ратора.

Собственные векторы нормального оператора, отвечающие его раз-
личным собственным значениям, ортогональны. Если невещественное

3Матрица называется транспонированной к матрице A и обозначается Aτ , если
каждый ее элемент aτ

i,j равен элементу aj,i матрицы A.
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число α+ iβ (β 6= 0) является корнем характеристического многочлена
нормального оператора A, то существует ортонормированная система
векторов u, v такая, что

Au = αu− βv,
Av = βu + αv. (6.1)

Ортогональное дополнение к двумерному подпространству `(u,v) яв-
ляется инвариантным для нормального оператора A.
Пример 105 Является ли нормальным линейный оператор, заданный
в некотором ортонормированном базисе матрицей

A =

 1 1 1
1 1 −1

−1 1 0

?

Решение. Достаточно проверить равенство AAτ = AτA

AAτ =

 1 1 1
1 1 −1

−1 1 0

 1 1 −1
1 1 1
1 −1 0

 =

 3 1 0
1 3 0
0 0 2

 ,

AτA =

 1 1 −1
1 1 1
1 −1 0

 1 1 1
1 1 −1

−1 1 0

 =

 3 1 0
1 3 0
0 0 2

 .

Мы получили одинаковые произведения. Значит, линейный оператор с
такой матрицей является нормальным.

Линейный оператор, действующий в конечномерном вещественном
евклидовом пространстве, нормален тогда и только тогда, когда в этом
пространстве существует ортонормированный базис, в котором матри-
ца данного оператора имеет блочно-диагональный вид с блоками по-
рядка 1 или 2 

a1

. . . O
ak

T1

O . . .
Tl


,

где Ti =
(

αi βi

−βi αi

)
= ri

(
cosϕi sinϕi

− sinϕi cosϕi

)
, i = 1, . . . , l,

aj ∈ R, j = 1, . . . , k, αi, βi, ri, ϕi ∈ R, ri > 0, βi 6= 0, ϕi не кратно π,
i = 1, . . . , l а числа k, l могут быть и нулями. Этот ортонормированный
базис будем называть каноническим.
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Пример 106 Является ли нормальным линейный оператор, заданный
в некотором ортонормированном базисе матрицей

A =

 0 −1 1
1 1 1
1 −1 0

?

Если да, то найти канонический базис, то есть ортонормированный
базис, в котором матрица этого оператора имеет блочно-диагональный
вид с блоками порядка 1 или 2.
Решение. То, что это нормальный оператор можно проверить также,
как в предыдущем примере. Не будем здесь этого делать, а сразу перей-
дем к поиску ортонормированного базиса. Если удастся построить ка-
нонический базис, то как следствие из его существования получим, что
оператор является нормальным. Займемся сначала собственными зна-
чениями линейного оператора и отвечающими им собственными век-
торами. Характеристический многочлен можно найти, используя глав-
ные миноры матрицы A

ϕA(λ) = −λ3 + λ2 − λ− 3
Видно, что λ = −1 является корнем характеристического многочлена.
Поделив по схеме Горнера, получим

ϕA(λ) = (λ+ 1)(−λ2 + 2λ− 3).
Корни квадратного трехчлена легко находятся λ = 1± i

√
2.

Найдем собственный вектор для единственного собственного значе-
ния α = −1

A + E =

 1 −1 1
1 2 1
1 −1 1

 .

Собственный вектор легко угадывается. Это a = (1, 0,−1). Больше ли-
нейно независимых с a собственных векторов нет.

Для любого из сопряженных невещественных корней, например для
λ = 1 − i

√
2, существует ортонормированная система векторов u, v,

удовлетворяющая (6.1). Ее найти не сложно, если, считая матрицу A
комплексной, вычислить ее собственный вектор для собственного зна-
чения α = 1 − i

√
2 и выделить его действительную и мнимую часть.

Обычные вычисления

A− (1− i
√

2)E =

 i
√

2− 1 −1 1
1 i
√

2 1
1 −1 i

√
2− 1

 C2 + i
√

2C1

∼
C3 − C1

∼

 i
√

2− 1 −1 1
−1− i

√
2 0 1 + i

√
2

2− i
√

2 0 −2 + i
√

2

 C2/(1 + i
√

2)
∼

C3/(2− i
√

2)
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∼

 i
√

2− 1 −1 1
−1 0 1

1 0 −1

 C1 − C2

∼
C3 + C2

 i
√

2 −1 0
−1 0 1

0 0 0

 .

приводят нас к общему решению x3 = x1, x2 = i
√

2x1. Полагая x1 = 1,
получаем комплексный собственный вектор z = (1, i

√
(2), 1). Его ве-

щественная и мнимая часть соответственно имеют вид u = (1, 0, 1)
и v = (0,

√
2, 0). Нормируя все найденные векторы, получим e1 =

a/‖a‖ = 1√
2
(1, 0,−1), e2 = u/‖u‖ = 1√

2
(1, 0, 1), e3 = v/‖v‖ = (0, 1, 0).

Это и есть искомый ортонормированный базис. Так как
Ae1 = −e1,
Ae2 = e2 +

√
2e3,

Ae3 = −
√

2e2 + e3,

то в этом ортонормированном базисе нормальный оператор A имеет
матрицу

Ae =

 −1 0 0
0 1 −

√
2

0
√

2 1

 .

Ортогональные операторы.

...Более же высокая степень понимания приходит, если
вы сами оказываетесь в состоянии ставить и распуты-
вать более трудные вопросы или задачи, разрешимые в
рамках изученной вами теории. Л. И. Мандельштам.4

Обратимый линейный оператор A, действующий в евклидовом про-
странстве E, называется ортогональным, если для любых векторов
x,y ∈ E имеет место равенство (x,y) = (Ax, Ay). Для конечномер-
ного евклидового пространства E требование обратимости оператора в
определении можно опустить.

Линейный оператор A, действующий в конечномерном евклидовом
пространстве, ортогонален тогда и только тогда, когда его сопряжен-
ный оператор совпадает с обратным оператором, то есть A∗ = A−1.

Ортогональный оператор является нормальным.
Линейный оператор A, действующий в конечномерном евклидовом

пространстве, ортогонален тогда и только тогда, когда ‖Ax‖ = ‖x‖
для всех векторов x ∈ E (оператор A не меняет длин векторов). В

4 В.Я.Френкель. Пауль Эренфест. М., Атомиздат, 1977.
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бесконечномерном случае нужно учесть еще и обратимость линейного
оператора.

Если линейный оператор, действующий в конечномерном евклидо-
вом пространстве, ортогонален, то его матрица в любом ортонормиро-
ванном базисе ортогональна5. Если для линейного оператора существу-
ет ортонормированный базис, в котором его матрица ортогональна, то
он также ортогонален.

Корнями характеристического многочлена ортогонального опера-
тора, действующего в конечномерном евклидовом пространстве, могут
быть только 1, −1 и невещественные числа, по модулю равные 1. Та-
ким образом, для ортогонального оператора собственными значениями
могут быть только числа 1 и −1 (спектр может быть и пустым).

Линейный оператор, действующий в конечномерном евклидовом
пространстве, ортогонален тогда и только тогда, когда в этом про-
странстве существует ортонормированный базис, в котором матрица
данного оператора имеет вид

1
. . . O

1
−1

. . .
−1

T1

O . . .
Tl



,

где Ti =
(

cosϕi sinϕi

− sinϕi cosϕi

)
, i = 1, . . . , l, sinϕi 6= 0, диагональные эле-

менты ±1 могут отсутствовать, а число l может быть и нулем.
Пример 107 Является ли ортогональным линейный оператор, задан-
ный в некотором ортонормированном базисе матрицей

A =
1
2


1 −1 1 −1
1 −1 −1 1
1 1 1 1
1 1 −1 −1

?

Если да, то найти канонический базис, то есть ортонормированный
5 См. определение на стр. 264
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базис, в котором матрица этого оператора имеет блочно-диагональный
вид с блоками порядка 1 или 2.
Решение. Линейный оператор A будет ортогональным лишь в том слу-
чае, когда его матрица A (в ортонормированном базисе) будет орто-
гональной. Последнее легко проверить. Ведь по определению матрица
является ортогональной, когда ее транспонированная совпадает с об-
ратной. А это легко установить, перемножив матрицу A и ее транспо-
нированную

AAτ =
1
2


1 −1 1 −1
1 −1 −1 1
1 1 1 1
1 1 −1 −1

 1
2


1 1 1 1

−1 −1 1 1
1 −1 1 −1

−1 1 1 −1

 = E.

Произведение матриц равно единичной, значит матрица A ортогональ-
на. Так как ортогональные операторы являются частным случаем нор-
мальных, то к ортогональным операторам применим алгоритм нахож-
дения канонического базиса, описанный выше для нормальных опера-
торов. В соответствии с ним найдем все корни характеристического
многочлена. Это будут числа λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = i, λ4 = −i. Пер-
вый и второй корни вещественные. Это собственные значения орто-
гонального оператора. Им соответствуют собственные векторы a1 =
(1, 0, 1, 0), a2 = (0,−1, 0, 1). Далее, рассматривая матрицу как ком-
плексную, найдем собственный вектор для ее собственного значения
α = i. Это будет вектор z = (i, 1,−i, 1). Выделяя его действительную и
мнимую части, получим u = (0, 1, 0, 1), v = (1, 0,−1, 0). Нормируя, по-
лучим e1 = 1/

√
2(1, 0, 1, 0), e2 = 1/

√
2(0,−1, 0, 1), e3 = 1/

√
2(0, 1, 0, 1),

e4 = 1/
√

2(1, 0,−1, 0). В этом ортонормированном базисе матрица ор-
тогонального оператора имеет вид

Ae =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 .
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Антисамосопряженные операторы.

Начните научную работу, даже если она не будет иметь
мирового значения, начните как можно скорее, и вы
сразу почувствуете себя счастливее. Чем труднее рабо-
та, тем меньше времени останется на неприятности. Из
письма6Э. Резерфорда П. Л. Капице.

Линейный оператор A называется антисамосопряженным (или ко-
сосимметрическим), если A = −A∗. Иными словами, для любых векто-
ров x,y ∈ E имеет место равенство (Ax,y) = −(x, Ay). Антисамосо-
пряженный оператор является нормальным.

Если линейный оператор, действующий в конечномерном евклидо-
вом пространстве, является антисамосопряженным, то его матрица в
любом ортонормированном базисе кососимметрическая7.

Если существует ортонормированный базис, в котором матрица ли-
нейного оператора кососимметрическая, то этот оператор антисамосо-
пряжен.

Корнями характеристического многочлена антисамосопряженного
оператора, действующего в конечномерном евклидовом пространстве,
могут быть только чисто мнимые8 комплексные числа (в том числе и
ноль). Таким образом, для антисамосопряженного оператора собствен-
ным значением может быть только ноль (спектр может быть и пустым).

Линейный оператор, действующий в конечномерном евклидовом
пространстве, антисамосопряжен тогда и только тогда, когда в этом
пространстве существует ортонормированный базис, в котором матри-
ца данного оператора имеет вид

0
. . . O

0
T1

O . . .
Tl


,

6 Ф. Кедров. Эрнест Резерфорд. М. Знание, 1980.
7 Квадратная вещественная матрица называется кососимметрической (кососим-

метричной), если она противоположна своей транспонированной, то есть все ее эле-
менты удовлетворяют равенству ai,j = −aj,i. В частности, все ее диагональные
элементы равны нулю.

8Комплексное число называется (чисто) мнимым, если его действительная часть
равна нулю.
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где Ti =
(

0 σi

−σi 0

)
, i = 1, . . . , l, σj ∈ R, σj 6= 0, j = 1, . . . , l, а все нули

или все Ti могут и отсутствовать на диагонали матрицы.
Пример 108 Является ли антисамосопряженным линейный оператор,
заданный в некотором ортонормированном базисе матрицей

A =

 0 −1 2
1 0 −1

−2 1 0

?

Если да, то найти канонический базис, то есть ортонормированный
базис, в котором матрица этого оператора имеет блочно-диагональный
вид с блоками порядка 1 или 2.
Решение. Матрица кососимметрическая, значит линейный оператор яв-
ляется антисамосопряженным. Дальнейшие вычисления ничем не от-
личается от аналогичных вычислений в примере для нормального опе-
ратора. Характеристический многочлен равен ϕA(λ) = −λ3 − 6λ. Его
корни λ1 = 0, λ2 = i

√
6, λ3 = −i

√
6. Для собственного значения α = 0

нетрудно найти собственный вектор a = (1, 2, 1). Рассматривая мат-
рицу как комплексную, найдем ее собственный вектор для собствен-
ного значения i

√
6. Это будет вектор z = (1 + 2i

√
6, 2 − i

√
6,−5). Его

действительная и мнимая часть соответственно равны u = (1, 2,−5),
v = (2

√
6,−

√
6, 0). Нормируя векторы, получим e1 = 1/

√
6(1, 2, 1),

e2 = 1/
√

30(1, 2,−5), e3 = 1/
√

5(2,−1, 0). В этом ортонормированном
базисе антисамосопряженный оператор будет иметь матрицу

Ae =

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 .

Задания

По-настоящему тебе
Принадлежит лишь то,
Что сделано тобою.
Фихиро.

114. Найти ортонормированный базис из собственных векторов ли-
нейного оператора и матрицу оператора в этом базисе, заданного в
некотором ортонормированном базисе одной из следующих матриц.

a).

 1 2 0
2 0 2
0 2 −1

. b).

 2 0 −2
0 2 1

−2 1 −2

. c).

 1 −2 1
−2 1 1

1 1 0

. d).

 1 0 2
0 −1 2
2 2 0

.
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e).

 1 0 −1
0 1 1

−1 1 0

. f).

 2 1 0
1 −2 2
0 2 2

. g).

 0 −4 2
−4 0 2

2 2 3

. h).

 1 1 −1
1 1 1

−1 1 1

.
i).

 −2 1 2
1 −2 2
2 2 1

. j).

 −3 2 −2
2 0 −4

−2 −4 0

.k).

 −1 2 −2
2 2 1

−2 1 2

. l).
 −1 2 2

2 2 −1
2 −1 2

.
115. Найти ортонормированный базис из собственных векторов ли-

нейного оператора и матрицу оператора в этом базисе, заданного в
некотором ортонормированном базисе одной из следующих матриц.

a).


1 2 1 1
2 4 2 2
1 2 1 1
1 2 1 1

 . b).


1 4 4 −2
4 1 −4 2
4 −4 1 2

−2 2 2 4

 . c).


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 .

d).


−2 −2 −5 1
−2 −4 2 4
−5 2 −2 −1

1 4 −1 2

 . e).


−4 2 5 −4

2 3 2 4
5 2 −4 −4

−4 4 −4 −3

 . f).


−1 −1 1 2
−1 0 2 −1

1 2 0 1
2 −1 1 −1

 .

116. Найти канонический базис линейного оператора и матрицу опе-
ратора в этом базисе, заданного в некотором ортонормированном ба-
зисе одной из следующих матриц.

a).
1
4

 2 +
√

3 −2 +
√

3 −
√

2
−2 +

√
3 2 +

√
3 −

√
2√

2
√

2 2
√

3

. b).
1
4

 3
√

6 1
−
√

6 2
√

6
1 −

√
6 3

.

c).
1
4

 2 +
√

2 −2 +
√

2 −2
−2 +

√
2 2 +

√
2 −2

2 2 2
√

2

. d).
1
4

 3 −1 −
√

6
−1 3 −

√
6√

6
√

6 2

.

e).
1
4

 2 +
√

2 2−
√

2 2
2−

√
2 2 +

√
2 −2

−2 2 2
√

2

. f).
1
10

 5 + 2
√

5 −5 + 2
√

5 −
√

10
−5 + 2

√
5 5 + 2

√
5 −

√
10√

10
√

10 4
√

5

.

117. Найти канонический базис линейного оператора и матрицу опе-
ратора в этом базисе, заданного в некотором ортонормированном ба-
зисе одной из следующих матриц.

a).


0 0 2 1
0 0 1 2

−2 −1 0 0
−1 −2 0 0

 . b).


0 0 2 −1
0 0 −1 2

−2 1 0 0
1 −2 0 0

 . c).


0 1 2 1

−1 0 1 1
−2 −1 0 1
−1 −1 −1 0

 .

d).


0 1 1 0

−1 0 1 −1
−1 −1 0 −1

0 1 1 0

 . e).

 0 2 1
−2 0 2
−1 −2 0

 . f).


0 −1 1 0
1 0 2 1

−1 −2 0 −1
0 −1 1 0

 .



ГЛАВА 7

КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

Канонический вид квадратичных форм

Верно определяйте слова, и вы освободите мир
от половины недоразумений. Рене Декарт.

Пусть в конечномерном линейном пространстве V, определенном
над полем R или C, задан базис e1, e2,. . . , en. Квадратичной формой
называется числовая функция f(x) векторного аргумента x ∈ V сле-
дующего вида
f(x) = a1,1x

2
1+a2,2x

2
2+· · ·+an,nx

2
n+2a1,2x1x2+2a1,3x1x3+· · ·+2a1,nx1xn+

+2a2,3x2x3 + · · ·+ 2an−1,nxn−1xn, (7.1)
где аргументы x1, x2,. . . , xn суть элементы координатного вектора
xe = (x1, x2, . . . , xn). Коэффициенты ai,j принадлежат или R или C,
в зависимости от того, над каким полем рассматривается линейное
пространство V. Квадратичная форма является однородной функци-
ей второй степени относительно переменных x1, x2,. . . , xn. Последние
в дальнейшем чаще всего будут называться координатами вектора x в
данном базисе. Если положить ai,j = aj,i для всех i, j, то квадратичную
форму можно представить в виде

f(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

ai,jxixj . (7.2)

Матрицей квадратичной формы в базисе e называется симметрическая
матрица

Fe =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

 .

Используя матричные операции, равенство (7.2) можно записать в виде
f(x) = (xe)τFexe.

Представление квадратичной формы в таком виде единственно.
Если задан еще один базис u1, u2,. . . , un, то матрицы квадратичной

формы в разных базисах связаны с помощью матрицы перехода Pe→u
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соотношением
Fu = P τ

e→uFePe→u. (7.3)
Рангом или индексом инерции квадратичной формы называется ранг
матрицы этой формы в каком-нибудь базисе. Его будем обозначать rf
или r(f). Квадратичная форма называется вырожденной, если ее ранг
меньше размерности пространства V, и невырожденной, если ее ранг
равен размерности пространства V.

Будем говорить, что квадратичная форма в базисе u1, u2, . . . , un

имеет канонический вид, если ее матрица Fu диагональна. Это равно-
сильно тому, что в этом базисе квадратичная форма имеет вид

f(x) = λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λnx

2
n,

где λi ∈ F и xu = (x1, x2,. . . ,xn). Базис называется каноническим для
квадратичной формы, если она в нем имеет канонический вид. Если же
числа λi равняются только или ±1 или нулю, то такой канонический
вид называется нормальным. Базисные векторы можно переставить
так, чтобы все слагаемые с нулевыми коэффициентами шли в самом
конце. Тогда получим канонический (в частности нормальный) вид с
ненулевыми коэффициентами

f(x) = λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λrx

2
r.

Здесь число r равно рангу квадратичной формы.
Для любой квадратичной формы, заданной в конечномерном про-

странстве, существует канонический базис. В координатах вектора это
утверждение формулируется так. Любая квадратичная форма, задан-
ная в конечномерном линейном пространстве, с помощью невырож-
денного линейного преобразования координат может быть приведена к
каноническому виду.

Любую комплексную квадратичную форму можно преобразовать к
нормальному виду

f(x) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
r.

Любую вещественную квадратичную форму можно преобразовать к
нормальному виду

f(x) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
p − x2

p+1 − · · · − x2
r.

Число квадратов с положительными коэффициентами в каноническом
виде квадратичной формы f называется положительным индексом
инерции и обозначается r+(f), число квадратов с отрицательными
коэффициентами в каноническом виде квадратичной формы f назы-
вается отрицательным индексом инерции и обозначается r−(f). Ин-
дексы инерции не зависят от способа приведения к каноническому
(нормальному) виду. Индексы инерции связаны соотношением r(f) =
r+(f) + r−(f).
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При приведении квадратичной формы к каноническому виду полез-
на следующая формула для квадрата суммы

(x1 + x2+ · · ·+ xn)2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n+

+ 2x1x2 + 2x1x3 + · · ·+ 2x1xn + 2x2x3 + · · ·+ 2xn−1xn.

Пример 109 Найти канонический (нормальный) вид следующих квад-
ратичных форм и приводящее к нему линейное невырожденное преоб-
разование.
a). f(x) = x2

1 + 2x2
2 − 8x2

3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 16x2x3;

б). f(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x1x4 − 2x3x4;

в). f(x) = 6x1x3 + 4x1x4 − 3x2
3 − 2x3x4 + 2x1x2 + x2

2 + 2x2x3 + 2x2x4.

Решение. Будет предложено несколько способов решения. Сначала вос-
пользуемся классическим методом Лагранжа. Он основан на процедуре
выделения полного квадрата. Как поступать, когда непосредственное
выделение полного квадрата невозможно, можно посмотреть в преоб-
разованиях для квадратичных форм из заданий б) и в). А для квадра-
тичной формы из задания а) сначала возьмем все слагаемые, содержа-
щие x1. Это будет выражение

x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3.

Здесь стоит квадрат первого слагаемого x1, затем удвоенное произведе-
ние x1 на 2x2 и минус удвоенное произведение x1 на x3. Значит, чтобы
получить эти слагаемые, нужно в квадрат возводить x1+2x2−x3. Тогда

(x1 + 2x2 − x3)2 = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3.

Отсюда
x2

1 + 4x1x2 − 2x1x3 = (x1 + 2x2 − x3)2 − 4x2
2 − x2

3 + 4x2x3.

Значит
f(x) = (x1 + 2x2 − x3)2 − 2x2

2 − 9x2
3 − 12x2x3.

Сделаем замену y1 = x1 + 2x2 − x3, y2 = x2, y3 = x3. Получим
f(x) = y2

1 − 2y2
2 − 9y2

3 − 12y2y3.
Выпишем теперь все слагаемые, содержащие y2, и выделим полный
квадрат
−2y2

2−12y2y3 = −2(y2
2+6y2y3) = −2((y2+3y3)2−9y2

3) = −2(y2+3y3)2+18y2
3 .

Тогда
f(x) = y2

1 − 2(y2 + 3y3)2 + 9y2
3 .

После замены z1 = y1, z2 = y2 +3y3, z3 = y3 получим канонический вид
квадратичной формы

f(x) = z2
1 − 2z2

2 + 9z2
3 .

Так как в каноническом виде присутствуют три ненулевых слагаемых,
то ранг равен трем. Если мы рассматриваем квадратичную форму как
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комплексную, то после замены t1 = z1, t2 =
√

2iz2, t3 = 3z3 получим
нормальный вид

f(x) = t21 + t22 + t23
и t1 = z1 = y1 = x1+2x2−x3, t2 =

√
2iz2 =

√
2i(y2+3y3) =

√
2i(x2+3x3),

t3 = 3z3 = 3y3 = 3x3. Окончательно t1 = x1+2x2−x3, t2 =
√

2i(x2+3x3),
t3 = 3x3.

В случае вещественной квадратичной формы отрицательные коэф-
фициенты «спрятать» под квадрат не удастся. Поэтому после замены
t1 = z1, t2 =

√
2z2, t3 = 3z3 получим нормальный вид

f(x) = t21 − t22 + t23,

где t1 = x1+2x2−x3, t2 =
√

2(x2+3x3), t3 = 3x3. Так как канонический
вид квадратичной формы содержит два квадрата с положительными
коэффициентами и один квадрат с отрицательным коэффициентом,
то положительный индекс инерции равен двум, а отрицательный —
одному.

б). Для квадратичной формы второго задания поступаем аналогич-
ным образом. Для слагаемых

σ = x2
1 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x1x4,

содержащих x1, выделим полный квадрат
σ = (x1 + x2 − x3 + x4)2 − x2

2 − x2
3 − x2

4 + 2x2x3 − 2x2x4 + 2x3x4.

После замены y1 = x1 + x2 − x3 + x4, y2 = x2, y3 = x3, y4 = x4 получим
f(x) = y2

1 + 2y2y3 − 2y2y4.
Теперь можно перейти к выделению полного квадрата по следующей
переменной. Для этого нужно, чтобы квадрат переменной входил с
ненулевым коэффициентом. В нашем случае это не так. Для того, что-
бы это исправить, введем замену

y1 = z1, y2 = z2 + z3, y3 = z2 − z3, y4 = z4.

Тогда
f(x) = z2

1 + 2z2
2 − 2z2

3 − 2z2z4 − 2z3z4.
Для слагаемых, содержащих z2, выделим полный квадрат

2z2
2 − 2z2z4 = 2(z2

2 − z2z4) = 2((z2 −
1
2
z4)2 −

1
4
z2
4) = 2(z2 −

1
2
z4)2 −

1
2
z2
4 .

Снова делаем замену

t1 = z1, t2 = z2 −
1
2
z4, t3 = z3, t4 = z4.

Тогда

f(x) = t21 + 2t22 − 2t23 −
1
2
t24 − 2t3t4.

Так как
−2t23 −

1
2
t24 − 2t3t4 = −2(t3 +

1
2
t4)2,
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то после замены

s1 = t1, s2 = t2, s3 = t3 +
1
2
t4, s4 = t4

получим канонический вид квадратичной формы
f(x) = s21 + 2s22 − 2s23.

Число квадратов с ненулевыми коэффициентами меньше числа всех
переменных. Следовательно квадратичная форма вырождена. Ее ин-
декс инерции (ранг) равен трем. Если квадратичная форма является
вещественной, то ее положительный индекс инерции равен двум и от-
рицательный индекс инерции равен одному. Для того, чтобы привести
квадратичную форму к нормальному виду, нужно сделать еще одну
замену. Если квадратичная форма является комплексной, то после за-
мены ξ1 = s1,ξ2 =

√
2s2, ξ3 = i

√
2s3, ξ4 = s4 получим

f(x) = ξ21 + ξ22 + ξ23 .

Связь координат нетрудно получить. Так как ξ1 = s1, s1 = t1, t1 = z1,
z1 = y1, y1 = x1 + x2 − x3 + x4, то ξ1 = x1 + x2 − x3 + x4. Из равенств
ξ4 = s4, s4 = t4, t4 = z4, z4 = y4, y4 = x4 следует, что ξ4 = x4. Прежде,
чем получить аналогичные соотношения для остальных переменных,
заметим, что из y2 = z2 + z3, y3 = z2 − z3 (складывая их и вычитая)
легко получить z2 = (y2 + y3)/2, z3 = (y2 − y3)/2. Тогда из ξ2 =

√
2s2,

s2 = t2, t2 = z2 − 1
2z4, z2 = (y2 + y3)/2, z4 = x4, y2 = x2, y3 = x3 следует

ξ2 =
√

2(x2 + x3 − x4)/2. Из равенств ξ3 = i
√

2s3, s3 = t3 + 1
2 t4, t3 = z3,

z3 = (y2 − y3)/2, y2 = x2, y3 = x3 получаем ξ3 = i
√

2(x2 − x3 + x4)/2.
Если квадратичная форма является вещественной, то после замены

ξ1 = s1,ξ2 =
√

2s2, ξ3 =
√

2s3, ξ4 = s4 получим
f(x) = ξ21 + ξ22 − ξ23 ,

причем линейное невырожденное преобразование координат дается ра-
венствами ξ1 = x1 + x2 − x3 + x4, ξ2 =

√
2(x2 + x3 − x4)/2, ξ3 =√

2(x2 − x3 + x4)/2, ξ4 = x4.
в). У квадратичной формы
f(x) = 6x1x3 + 4x1x4 − 3x2

3 − 2x3x4 + 2x1x2 + x2
2 + 2x2x3 + 2x2x4.

коэффициент при квадрате первой координаты равен нулю. Есть, прав-
да, произведение x1x2. Замена x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2, x3 = y3,
x4 = y4 даст необходимый квадрат. Но можно здесь поступить и ина-
че. Есть ненулевые коэффициенты при квадратах других координат.
Удобно x2 сделать первой координатой. Этого можно достичь с помо-
щью линейного невырожденного преобразования координат y1 = x2,
y2 = x1, y3 = x3, y4 = x4. Тогда квадратичная форма примет вид

f(x) = y2
1 − 3y2

3 + 2y1y2 + 2y1y3 + 2y1y4 + 6y2y3 + 4y2y4 − 2y3y4.
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Теперь можно взять сумму всех слагаемых, содержащих y1,
σ = y2

1 + 2y1y2 + 2y1y3 + 2y1y4.
Выделяя полный квадрат, получим

σ = (y1 + y2 + y3 + y4)2 − y2
2 − y2

3 − y2
4 − 2y2y3 − 2y2y4 − 2y3y4.

После замены z1 = y1 + y2 + y3 + y4, z2 = y2, z3 = y3, z4 = y4 получим
f(x) = z2

1 − z2
2 − 4z2

3 − z2
4 + 4z2z3 + 2z2z4 − 4z3z4.

Теперь можно выписать все слагаемые, содержащие z2, и выделить
полный квадрат

−z2
2 + 4z2z3 + 2z2z4 = −((z2 − 2z3 − z4)2 − 4z2

3 − z2
4 − 4z3z4) =

= −(z2 − 2z3 − z4)2 + 4z2
3 + z2

4 + 4z3z4.
Линейное невырожденное преобразование координат t1 = z1, t2 = z2 −
2z3 − z4, t3 = z3, t4 = z4 дает канонический вид квадратичной формы

f(x) = t21 − t22.

Связь координат легко устанавливается: t1 = x1 + x2 + x3 + x4, t2 =
x1 − 2x3 − x4, t3 = x3, t4 = x4. Ранг квадратичной формы равен двум.
Положительный и отрицательный индексы инерции равны одному. Ес-
ли же квадратичная форма рассматривается в комплексном линейном
пространстве, то с помощью линейного невырожденного преобразова-
ния координат t1 = x1 + x2 + x3 + x4, t2 = i(x1 − 2x3 − x4), t3 = x3,
t4 = x4 получаем ее нормальный вид

f(x) = t21 + t22.

Замечание 1. Вычисления можно проверить подстановкой. Например,
для комплексного случая, подставляя в последнюю формулу, получим

f(x) = (x1 + x2 + x3 + x4)2 + (i(x1 − 2x3 − x4))2.
После раскрытия скобок получим первоначальный вид.

Замечание 2. Проверку можно выполнить и по формуле (7.3) пре-
образования матрицы квадратичной формы при смене базиса. Пусть
по условию квадратичная форма задана в базисе u. Тогда она в этом
базисе имеет матрицу

Fu =


0 1 3 2
1 1 1 1
3 1 −3 −1
2 1 −1 0

 .

Если e — базис, в котором квадратичная форма имеет нормальный вид
в вещественном случае, то в этом базисе ее матрица имеет вид

Fe =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
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Так как xu = (x1, x2, x3, x4) и xe = (t1, t2, t3, t4), то из связи координат
этих векторов и формулы xe = Pe→uxu

Pe→u =


1 1 1 1
1 0 −2 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Тогда

FePe→u =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




1 1 1 1
1 0 −2 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


1 1 1 1

−1 0 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0


и

P τ
e→uFePe→u =


1 1 0 0
1 0 0 0
1 −2 1 0
1 −1 0 1




1 1 1 1
−1 0 2 1

0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 1 3 2
1 1 1 1
3 1 −3 −1
2 1 −1 0

 .

Последняя матрица совпадает с Fu. Это наблюдение и завершает про-
верку.

Второй способ решения. Введем в рассмотрение следующую невы-
рожденную матрицу

Ei,j(α) =



1
. . . 0

1 . . . α
. . .

...
1

0 . . .
1


.

Она получена из единичной матрицы заменой элемента, стоящего в i
– й строке и j – м столбце, на число α. Если i = j, то необходимо,
чтобы число α 6= 0. Для произвольной матрицы A можно вычислить
произведение AEi,j(α). Непосредственной проверкой легко убедиться
в том, что при j 6= i это произведение можно получить из матрицы
A, если все столбцы, кроме j – го оставить без изменения, а к j – му
столбцу прибавить i – й столбец, умноженный на α. Если же j = i, то
произведение получается из матрицы A умножением j – го столбца на
α.

Если же умножать матрицу A на транспонированную матрицу Eτ
i,j(α)

слева, то есть вычислять Eτ
i,j(α)A, то это произведение получается из
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матрицы A при i 6= j прибавлением к j – ой строке i – й строки,
умноженный на α. При j = i произведение получается из матрицы A
умножением j – й строки на α. Матрица Ei,j(α) является невырож-
денной, значит может выступать в роли матрицы перехода. Так как
преобразование матрицы квадратичной формы происходит по фор-
муле Fu = P τ

e→uFePe→u, то матрица Eτ
i,j(α)FeEi,j(α) будет матрицей

квадратичной формы в некотором базисе. Выбирая последовательно
подходящие матрицы Ei,j(α), можно получить диагональную матри-
цу квадратичной формы, то есть привести ее к каноническому виду.
Вместо умножения справа на матрицу Ei,j(α) будем выполнять эле-
ментарное преобразование столбцов Cj +αCi, вместо умножения слева
на ее транспонированную будем выполнять элементарное преобразо-
вание строк Cj + αCi. Обратите внимание на то, что в этих преобра-
зованиях одинаковы номера строк и столбцов. Такое преобразование
будем называть согласованным элементарным преобразованием строк
и столбцов.

а). Выполним согласованные элементарные преобразования строк и
столбцов для матрицы квадратичной формы задания а) примера

Fe =

 1 2 −1
2 2 −8

−1 −8 −8

 .

Так как матрицу нужно преобразовать к диагональной форме, будем
выбирать ведущий элемент на главной диагонали. Удобно сначала вы-
брать ведущим элемент, стоящий в первой строке и первом столбце.
Выполним следующие преобразования строк: C2− 2C1, C3 +C1. Полу-
чим матрицу  1 2 −1

0 −2 −6
0 −6 −9

 .

Теперь выполним такие же преобразования столбцов: C2−2C1, C3+C1.
В результате этих согласованных элементарных преобразований строк
и столбцов матрица квадратичной формы примет вид 1 0 0

0 −2 −6
0 −6 −9

 .

Выберем теперь ведущий элемент во второй строке и втором столбце.
Выполним теперь согласованные элементарные преобразования строк
и столбцов C3 − 3C2, C3 − 3C2. Тогда

Fu =

 1 0 0
0 −2 0
0 0 9

 .
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Матрица приведена к диагональной. Квадратичная форма имеет кано-
нический вид

f(x) = z2
1 − 2z2

2 + 9z2
3 .

Построим теперь матрицу перехода и с ее помощью найдем связь коор-
динат вектора x. Элементарным преобразованиям столбцов C2 − 2C1,
C3 + C1 и C3 − 3C2 отвечают соответственно матрицы

E1,2(−2) =

 1 −2 0
0 1 0
0 0 1

 , E1,3(1) =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1


и E2,3(−3) =

 1 0 0
0 1 −3
0 0 1

 .

Эти матрицы строятся следующим образом. Если выполняется элемен-
тарное преобразование Cj + αCi, то элемент α нужно разместить в i –
й строке и j – м столбце. Их произведение

E1,2(−2)E1,3(1)E2,3(−3) =

 1 −2 1
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 −3
0 0 1

 =

 1 −2 7
0 1 −3
0 0 1

 .

Эта матрица и есть матрица перехода

Pe→u =

 1 −2 7
0 1 −3
0 0 1

 .

А так как xe = Pe→uxu, где xe = (x1, x2, x3) и xu = (z1, z2, z3), то x1 = z1 − 2z2 + 7z3,
x2 = z2 − 3z3,
x3 = z3.

Конечно, перемножать матрицы E1,2(−2), E1,3(1), E2,3(−3) не всегда
приятно. Тогда заметьте, что формулу Pe→u = E1,2(−2)E1,3(1)E2,3(−3)
можно записать в виде Pe→u = EE1,2(−2)E1,3(1)E2,3(−3). Последняя
формула показывает, что, выполнив над единичной матрицей E те же
элементарные преобразования столбцов, что и над матрицей квадра-
тичной формы, получим матрицу перехода Pe→u 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 C2 − 2C1

:
C3 + C1

 1 −2 1
0 1 0
0 0 1

 :
C3 − 3C2

 1 −2 7
0 1 −3
0 0 1

 .

В результате получили ту же матрицу перехода. Вычисления, проводи-
мые над матрицей квадратичной формы и единичной матрицей, можно
объединить. Так как над ними проводятся одни и те же элементарные
преобразования столбцов, то, записав первую матрицу над второй, эти
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преобразования можно проводить одновременно. Сравните с предыду-
щими следующие вычисления

1 2 −1
2 2 −8

−1 −8 −8
1 0 0
0 1 0
0 0 1


C2 − 2C1

:
C3 + C1


1 2 −1
0 −2 −6
0 −6 −9
1 0 0
0 1 0
0 0 1


C2 − 2C1

:
C3 + C1


1 0 0
0 −2 −6
0 −6 −9
1 −2 1
0 1 0
0 0 1

 :
C3 − 3C2


1 0 0
0 −2 −6
0 0 9
1 −2 1
0 1 0
0 0 1

 :
C3 − 3C2


1 0 0
0 −2 0
0 0 9
1 −2 7
0 1 −3
0 0 1

 .

Верхняя матрица — это матрица квадратичной формы в каноническом
виде, а нижняя — это искомая матрица перехода.

б).Выполним строчные элементарные преобразования C2−C1, C3 +
C1, C3 − C1 матрицы квадратичной формы

Fe =


1 1 −1 1
1 1 0 0

−1 0 1 −1
1 0 −1 1

 ,

затем соответствующие столбцовые элементарные преобразования C2−
C1, C3 + C1, C3 − C1. Тогда матрица квадратичной формы сначала
примет вид 

1 1 −1 1
0 0 1 −1
0 1 0 0
0 −1 0 0

 , затем


1 0 0 0
0 0 1 −1
0 1 0 0
0 −1 0 0

 .

Чтобы продолжить преобразования, нужно иметь ненулевые диаго-
нальные элементы матрицы (кроме первого, который уже использован
при вычислениях). Для этого выполним вспомогательное согласован-
ное элементарное преобразование строк и столбцов C2 + C3, C2 + C3.
Тогда матрица квадратичной формы примет вид

1 0 0 0
0 2 1 −1
0 1 0 0
0 −1 0 0

 .

Выполним теперь согласованные элементарные преобразования строк
и столбцов C3 − 1

2C2, C4 + 1
2C2 и C3 − 1

2C
2, C4 + 1

2C
2. Тогда матрица
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квадратичной формы будет равна
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 − 1

2
1
2

0 0 1
2 − 1

2

 .

Осталось выполнить согласованное элементарное преобразование строк
и столбцов C4 + C3 и C4 + C3. Тогда

Fu =


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 − 1

2 0
0 0 0 0

 .

Матрица приведена к диагональной. Квадратичная форма в базисе
u имеет канонический вид

f(x) = z2
1 + 2z2

2 −
1
2
z2
3 .

Построим теперь матрицу перехода и с ее помощью найдем связь ко-
ординат вектора x. Для этого выполним те же элементарные преобра-
зования столбцов над единичной матрицей

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


C2 − C1

C3 + C1

:
C4 − C1


1 −1 1 −1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 C2 + C3

:


1 0 1 −1
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1

 C3 − 1
2C

2

:
C4 + 1

2C
2


1 0 1 −1
0 1 − 1

2
1
2

0 1 1
2

1
2

0 0 0 1

 :
C4 + C3

1 0 1 0
0 1 − 1

2 0
0 1 1

2 1
0 0 0 1

 .

Эта матрица и есть матрица перехода

Pe→u =


1 0 1 0
0 1 − 1

2 0
0 1 1

2 1
0 0 0 1

 .

А так как xe = Pe→uxu, где xe = (x1, x2, x3, x4) и xu = (z1, z2, z3, z4), то
x1 = z1 + z3,
x2 = z2 − 1

2z3,
x3 = z2 + 1

2z3 + z4,
x4 = z4.
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в). Воспользуемся алгоритмом, в котором одновременно "обрабаты-
ваются"и матрица квадратичной формы и единичная матрица

0 1 3 2
1 1 1 1
3 1 −3 −1
2 1 −1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


C1 − C2

C3 − C2

:
C4 − C2



−1 0 2 1
1 1 1 1
2 0 −4 −2
1 0 −2 −1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


C1 − C2

C3 − C2

:
C4 − C2



−1 0 2 1
0 1 0 0
2 0 −4 −2
1 0 −2 −1
1 0 0 0

−1 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1



C3 + 2C1

:
C4 + C1



−1 0 2 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

−1 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1


C3 + 2C1

:
C4 + C1



−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 2 1

−1 1 −3 −2
0 0 1 0
0 0 0 1


.

Матрица четвертого порядка, стоящая сверху, является диагональной.
Значит, это матрица квадратичной формы, имеющей канонический
вид. В соответствии с алгоритмом матрица четвертого порядка, сто-
ящая снизу — это искомая матрица перехода. Поэтому

f(x) = −z2
1 + z2

2

и 
x1 = z1 + 2z3 + z4,
x2 = −z1 + z2 − 3z3 − 2z4,
x3 = z3,
x4 = z4.

Конечно, иногда требуется выразить координаты zi через xj . Обычно
это не вызывает затруднений. Здесь z3 = x3, z4 = x4, z1 = x1− 2z3− z4
и z1 = x1 − 2x3 − x4. Тогда z2 = x2 + z1 + 3z3 + 2z4 и z2 = x2 + x1 −
2x3 − x4 + 3x3 + 2x4 = x1 + x2 + x3 + x4.

Замечание. Может случиться так, что в каноническом (нормаль-
ном) виде квадратичной формы квадраты координат с ненулевыми ко-
эффициентами не будут идти по порядку один за другим. Например,
у квадратичной формы f(x) = x2

1 + 2x2
3 между квадратами первой и

третьей координатами стоит квадрат второй координаты с нулевым ко-
эффициентом. Такого беспорядка можно избежать с помощью замены
переменных, переставляющих координаты. Так линейное невырожден-
ное преобразование координат y1 = x1, y2 = x3, y3 = x2 приводит



308 7. Квадратичные формы

последнюю квадратичную форму к виду f(x) = y2
1 + 2y2

2 .

Знакоопределенность квадратичных форм

Чтобы творить — надо думать около.
Поль Сурьё.

Вещественная квадратичная форма f(x), определенная на веще-
ственном конечномерном линейном пространстве V, называется:
1) положительно определенной, если для любого ненулевого вектора x
выполняется неравенство f(x) > 0;
2) отрицательно определенной, если для любого ненулевого вектора x
выполняется неравенство f(x) < 0;
3) неотрицательной (нестрого положительно определенной или поло-
жительно полуопределенной), если для любого вектора x выполняется
неравенство f(x) > 0;
4) неположительной (нестрого отрицательно определенной или отри-
цательно полуопределенной), если для любого вектора x выполняется
неравенство f(x) 6 0;
5) неопределенной (знакопеременной), если существуют векторы x и y
такие, что f(x) > 0 и f(y) < 0.
6) квазизнакоопределенной, если для любого вектора x выполняется
одно из неравенств f(x) > 0, f(x) 6 0 и существует ненулевой вектор
y, для которого f(y) = 0;

Квадратичная форма f
1) положительно определена тогда и только тогда, когда r+(f) = dim V.
2) отрицательно определена тогда и только тогда, когда r−(f) = dim V.
3) неотрицательна тогда и только тогда, когда r−(f) = 0.
4) неположительна тогда и только тогда, когда r+(f) = 0.
5) неопределена тогда и только тогда, когда r+(f) > 0, r−(f) > 0.
6) квазизнакоопределена тогда и только тогда, когда r+(f) < n, r−(f) =
0 или r−(f) < n, r+(f) = 0.

Угловым минором k – го порядка матрицы квадратичной формы
называется минор с элементами, стоящими в первых k строках и пер-
вых k столбцах этой матрицы.

Квадратичная форма f(x) является положительно определенной
тогда и только тогда, когда положительны все угловые миноры ее мат-
рицы.

Главным минором матрицы квадратичной формы называется та-
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кой ее минор, у которого номера занимаемых им строк совпадают с
номерами столбцов.

Все угловые миноры матрицы квадратичной формы положительны
тогда и только тогда, когда положительны все ее главные миноры.

Квадратичная форма f(x) является отрицательно определенной то-
гда и только тогда, когда у ее матрицы все угловые миноры четного
порядка положительны и все угловые миноры нечетного порядка от-
рицательны.

Все угловые миноры матрицы квадратичной формы четного поряд-
ка положительны и все угловые миноры нечетного порядка отрицатель-
ны тогда и только тогда, когда все главные миноры матрицы квадра-
тичной формы четного порядка положительны и все главные миноры
нечетного порядка отрицательны.

Квадратичная форма f(x) является неотрицательной тогда и толь-
ко тогда, когда неотрицательны все главные (не только угловые) ми-
норы ее матрицы.

Квадратичная форма f(x) является неположительной тогда и толь-
ко тогда, когда у ее матрицы все главные миноры четного порядка
неотрицательны и все главные миноры нечетного порядка неположи-
тельны.

Квадратичная форма f(x) является неопределенной (знакоперемен-
ной) тогда и только тогда, когда у ее матрицы существует отрицатель-
ный главный минор четного порядка или существуют два главных ми-
нора нечетных порядков и разных знаков.
Пример 110 Выяснить, являются ли следующие квадратичные формы
положительно или отрицательно определенными, неположительными,
неотрицательными или неопределенными, не находя их канонического
вида.
1. f(x) = 3x2

1 + 4x2
2 + x2

3 − 6x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3.
2. f(x) = −3x2

1 − 2x2
2 − 4x2

3 + 4x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.
3. f(x) = −2x2

1 − x2
2 − 2x2

3 − 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.
4. f(x) = 4x2

1 + 4x2
2 + x2

3 − 8x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.
5. f(x) = 2x2

1 + 2x2
2 + 4x2

3 − 4x1x2 + 6x1x3 − 6x2x3.
Решение. 1. Для матрицы квадратичной формы 3 −3 1

−3 4 −1
1 −1 1

 .
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найдем все угловые миноры

∆1 = 3, ∆2 =
∣∣∣∣ 3 −3
−3 4

∣∣∣∣ = 3, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
3 −3 1

−3 4 −1
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2.

Все угловые миноры положительны. Значит квадратичная форма по-
ложительно определена.

2. Матрица второй квадратичной формы −3 2 −2
2 −2 2

−2 2 −4

 .

Ее угловые миноры

∆1 = −3, ∆2 =
∣∣∣∣ −3 2

2 −2

∣∣∣∣ = 2, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
−3 2 −2

2 −2 2
−2 2 −4

∣∣∣∣∣∣ = −4.

Оба угловых минора нечетного порядка отрицательны и угловой ми-
нор четного порядка положителен. Значит квадратичная форма отри-
цательно определена.

3. Матрица третьей квадратичной формы имеет вид −2 −1 2
−1 −1 1

2 1 −2

 .

Ее угловые миноры

∆1 = −2, ∆2 =
∣∣∣∣ −2 −1
−1 −1

∣∣∣∣ = 1, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
−2 −1 2
−1 −1 1

2 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

В этом случае только по значениям угловых миноров дать ответ нель-
зя. Найдем все главные миноры. Кроме углового есть еще два главных
миноры первого порядка, которые равны −1 и −2. Не угловые главные

миноры второго порядка
∣∣∣∣ −2 2

2 −2

∣∣∣∣ = 0,
∣∣∣∣ −1 1

1 −2

∣∣∣∣ = 1. Таким образом,
все главные миноры нечетного порядка неположительны и все глав-
ные миноры четного порядка неотрицательны. Значит квадратичная
форма неположительна.

4. Для четвертой квадратичной формы ее матрица имеет вид 4 −4 −2
−4 4 2
−2 2 1

 .

Ее угловые миноры

∆1 = 4, ∆2 =
∣∣∣∣ 4 −4
−4 4

∣∣∣∣ = 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
4 −4 −2

−4 4 2
−2 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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В этом случае только по значениям угловых миноров дать ответ нель-
зя. Найдем все главные миноры. Остальные главные миноры первого
порядка равны 4 и 1 и остальные главные миноры второго порядка∣∣∣∣ 4 −2
−2 1

∣∣∣∣ = 0,
∣∣∣∣ 4 2
2 1

∣∣∣∣ = 0. Таким образом, все главные миноры неотри-

цательны. Значит квадратичная форма неотрицательна.
5. Матрица последней квадратичной формы имеет вид 2 −2 3

−2 2 −3
3 −3 4

 .

Ее угловые миноры

∆1 = 2, ∆2 =
∣∣∣∣ 2 −2
−2 2

∣∣∣∣ = 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −2 3

−2 2 −3
3 −3 4

∣∣∣∣∣∣ = 0.

В этом случае опять только по значениям угловых миноров дать ответ
нельзя. Найдем все главные миноры. Не угловые главные миноры пер-
вого порядка равны 2 и 4. Не угловые главные миноры второго порядка∣∣∣∣ 2 3
3 4

∣∣∣∣ = −1,
∣∣∣∣ 2 −3
−3 4

∣∣∣∣ = −1. Имеется отрицательный главный минор

четного порядка. Поэтому квадратичная форма неопределена.
Пример 111 Не приводя квадратичную форму к каноническому виду,
найти все значения параметра µ, при которых она положительно опре-
делена

f(x) = x2
1 − µx2

2 − µx2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.

Решение. Все по-прежнему не очень сложно. Найдем все угловые ми-
норы матрицы квадратичной формы 1 2 1

2 −µ 2
1 2 −µ

 .

и выясним при каких µ они положительны. Угловой минор первого
порядка ∆1 = 1, угловые миноры второго и третьего порядков

∆2 =
∣∣∣∣ 1 2
2 −µ

∣∣∣∣ = −µ− 4, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 −µ 2
1 2 −µ

∣∣∣∣∣∣ = µ2 + 5µ+ 4.

Теперь нужно решить систему неравенств∆1 = 1 > 0,
∆2 = −µ− 4 > 0,
∆3 = µ2 + 5µ+ 4 > 0,

⇔
{
µ < −4,
µ < −4, µ > −1.

Окончательно получаем µ < −4. При этих значениях параметра квад-
ратичная форма положительно определена.
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Пример 112 Для каждого значения параметра µ выяснить тип (знако-
определенность) квадратичной формы, не приводя ее к каноническому
виду

f(x) = µx2
1 + (µ− 3)x2

2 + µx2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3.

Решение. Найдем все главные (не только угловые) миноры матрицы
квадратичной формы  µ 2 1

2 µ− 3 −2
1 −2 µ

 .

Угловые миноры первого, второго и третьего порядка соответственно
равны ∆1 = µ, ∆2 = µ2 − 3µ − 4 = (µ + 1)(µ − 4), ∆3 = µ3 − 3µ2 −
9µ− 5 = (µ+1)2(µ− 5). Есть еще два главных минора первого порядка
δ2 = µ−3, δ3 = µ и два главных минора второго порядка δ13 = µ2−1 =
(µ+ 1)(µ− 1), δ23 = µ2 − 3µ− 4 = (µ+ 1)(µ− 4).

Найдем сначала все значения µ, при которых квадратичная фор-
ма положительно определена. Для этого нужно решить систему нера-
венств ∆1 = µ > 0,

∆2 = (µ+ 1)(µ− 4) > 0,
∆3 = (µ+ 1)2(µ− 5) > 0,

⇔

 µ > 0,
µ < −1, µ > 4,
µ > 5.

Отсюда получаем, что квадратичная форма положительно определена
при µ > 5.

Квадратичная форма неотрицательна (не строго положительно опре-
делена), если все главные миноры неотрицательны, в том числе и все
угловые миноры. Но последние неотрицательны при µ > 5. Здесь не
исследованным является лишь значение µ = 5. Вычислим значения
всех остальных главных миноров при µ = 5: δ2 = 5− 3 > 0, δ3 = 5 > 0,
δ13 = 52−1 > 0, δ23 = (5+1)(5−4) > 0. Значит, при µ = 5 квадратичная
форма неотрицательна. А так как при этом значении она не является
положительно определенной, то она квазиположительно определена.

Найдем теперь все значения µ, при которых квадратичная форма
отрицательно определена. Для этого нужно решить систему неравенств ∆1 = µ < 0,

∆2 = (µ+ 1)(µ− 4) > 0,
∆3 = (µ+ 1)2(µ− 5) < 0,

⇔

 µ < 0,
µ < −1, µ > 4,
µ < 5, µ 6= −1.

Отсюда получаем, что квадратичная форма отрицательно определена
при µ < −1.

Квадратичная форма неположительна (не строго отрицательно опре-
делена), если все главные миноры четного порядка неотрицательны и
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все главные миноры нечетного порядка неположительны. Для угло-
вых миноров это выполняется при µ 6 −1. Здесь осталось исследовать
лишь значение µ = −1. Вычислим значения всех остальных главных
миноров при µ = −1: δ2 = −1− 3 < 0, δ3 = −1 < 0, δ13 = (−1)2 − 1 = 0,
δ23 = (−1 + 1)(−1 − 4) = 0. Значит, при µ = −1 квадратичная форма
неположительна. Но при этом значении она не является отрицательно
определенной. Значит, она квазиотрицательно определена.

При остальных значениях параметра µ квадратичная форма неопре-
делена. Теперь можно подвести итог. При µ < −1 квадратичная форма
отрицательно определена. При µ = −1 квадратичная форма неположи-
тельна и, более того, квазиотрицательно определена. При −1 < µ < 5
квадратичная форма неопределена. При µ = 5 квадратичная фор-
ма неотрицательна и, более того, квазиположительно определена. При
µ > 5 квадратичная форма положительно определена.

Замечание. Так как в комплексном случае квадратичные формы
принимают, вообще говоря, комплексные значения, то для них теря-
ют смысл введенные выше понятия знакоопределенности. Эти понятия
можно перенести на комплексный случай, если рассматривать эрмито-
вые квадратичные формы

f(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

ai,jxixj ,

где ai,j = aj,i.

Приведение квадратичной формы к главным осям

Математик — это тот, кто умеет находить ана-
логии между утверждениями; лучший математик
тот, кто устанавливает аналогии доказательств;
более сильный математик тот, кто замечает ана-
логии теорий; но можно представить себе и та-
кого, кто между аналогиями видит аналогии.
С. Банах.

Пусть вещественная квадратичная форма f(x) задана матрицей
Fe в ортонормированном базисе. Тогда существует ортонормирован-
ный базис, в котором квадратичная форма имеет канонический вид.
Этот базис состоит из собственных векторов матрицы Fe. Коэффици-
енты квадратичной формы в каноническом виде являются собствен-
ными числами матрицы Fe, отвечающими собственным векторам бази-
са. Все собственные значения матрицы положительно (отрицательно)
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определенной квадратичной формы положительны (отрицательны).
Все собственные значения матрицы неотрицательной (неположитель-
ной) квадратичной формы неотрицательны (неположительны). Среди
собственных значений матрицы неопределенной квадратичной формы
имеются как положительные так и отрицательные. Число ноль явля-
ется собственным значением матрицы квадратичной формы тогда и
только тогда, когда последняя является вырожденной.
Пример 113 Найти ортогональное преобразование, приводящее следу-
ющую квадратичную форму к каноническому виду (приведение к глав-
ным осям), и написать этот канонический вид (преобразование опреде-
лено не однозначно)

f(x) = −2x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.

Решение. Оно мало чем отличается от решения задания 104 (стр. 283),
так как матрицы квадратичной формы и самосопряженного оператора
одинаково преобразуются при смене ортонормированного базиса. По-
этому сначала найдем спектр матрицы квадратичной формы∣∣∣∣∣∣

−2− λ −2 2
−2 1− λ 1

2 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
C2 + C3

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −2 2

0 2− λ 2− λ
2 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
C3 − C2

=

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −2 4

0 2− λ 0
2 1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)
∣∣∣∣ −2− λ 4

2 −λ

∣∣∣∣ = (2− λ)(λ2 + 2λ− 8).

Корни характеристического многочлена матрицы квадратичной фор-
мы равны λ1 = 2 и λ2 = −4 соответственно кратности 2 и 1. Эти
собственные значения с учетом кратности дают нам коэффициенты
квадратичной формы в каноническом виде

f(x) = 2y2
1 + 2y2

2 − 4y2
3 ,

где xu = (y1, y2, y3). Чтобы найти ортогональное преобразование, при-
водящее квадратичную форму к каноническому виду, нужно найти ор-
тонормированный базис из собственных векторов матрицы. Чем и зай-
мемся. Для собственного значения λ1 = 2

Fe − 2E =

 −4 −2 2
−2 −1 1

2 1 −1

 .

Общее решение можно записать в виде ( x1, x2, x3 уже заняты, по-
этому неизвестные системы уравнений обозначим другими буквами)
t3 = 2t1 + t2. Теперь, как обычно, найдем фундаментальную систему
решений a1 = (0, 1, 1), a2 = (1, 0, 2). Процесс ортогонализации приво-
дит к системе b1 = (0, 1, 1), b2 = (1,−1, 1). Нормируя, получим два
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первых вектора базиса u1 = 1/
√

2(0, 1, 1), u2 = 1/
√

3(1,−1, 1). Для соб-
ственного значения λ1 = −4 из

Fe + 4E =

 2 −2 2
−2 5 1

2 1 5

 C2 + C1

∼
C3 − C1

 2 −2 2
0 3 3
0 3 3


легко вычисляется собственный вектор a3 = (2, 1,−1). Нормируя, по-
лучаем последний вектор базиса u3 = 1/

√
6(2, 1,−1). Теперь можно

составить матрицу перехода, используя ее определение:

Pe→u =

 0 1√
3

2√
6

1√
2
− 1√

3
1√
6

1√
2

1√
3
− 1√

6

 .

Так как для ортогональной матрицы перехода Pu→e = P−1
e→u = P τ

e→u,
то, транспонируя, получим

Pu→e =

 0 1√
2

1√
2

1√
3
− 1√

3
1√
3

2√
6

1√
6
− 1√

6

 .

Эти матрицы перехода задают искомое ортогональное преобразова-
ние. Если нужно найти связь между координатными векторами xu =
(y1, y2, y3) и xe = (x1, x2, x3), то следует воспользоваться равенствами
xu = Pu→exe и xe = Pe→uxu. Тогда

y1 = 1√
2
(x2 + x3),

y2 = 1√
3
(x1 − x2 + x3),

y3 = 1√
6
(2x1 + x2 − x3),

x1 = 1√
3
y2 + 2√

6
y3,

x2 = 1√
2
y1 − 1√

3
y2 + 1√

6
y3,

x3 = 1√
2
y1 + 1√

3
y2 − 1√

6
y3.

Задания

Быть опровергнутым — этого опасаться нечего;
опасаться следует другого — быть непонятым.
Иммануил Кант.

118. Найти канонический (нормальный) вид следующих квадратич-
ных форм и приводящее к нему линейное невырожденное преобразо-
вание (преобразование определено не однозначно).
a). f(x) = x2

1 − 2x1x2 − 6x1x3 − 7x2
2 + 14x2x3 + 5x2

3.
b). f(x) = 2x2

1 − 4x1x2 + 12x1x3 + 14x2
2 − 48x2x3 + 45x2

3.
c). f(x) = −3x2

1 − 6x1x2 + 18x1x3 + x2
2 + 30x2x3 − 16x2

3.
d). f(x) = 2x2

1 − 8x1x2 − 8x1x3 + 16x2
2 + 24x2x3 + 11x2

3.
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e). f(x) = −x2
1 + 2x1x2 − 6x1x3 − 19x2

2 + 30x2x3 − 20x2
3.

f). f(x) = x2
1 − 6x1x2 − 2x1x3 − 6x2x3 − 3x2

3.
119. Найти нормальный вид следующих квадратичных форм и при-

водящее к нему линейное невырожденное преобразование (преобразо-
вание определено не однозначно).
a). f(x) = x2

1+4x1x2−2x1x3+2x1x4+4x2
2−2x2x3+6x2x4+x2

3−4x3x4+x2
4.

b). f(x) = x2
1−4x1x2+2x1x3+4x1x4+4x2

2−2x2x3−8x2x4+x2
3+2x3x4+

3x2
4.

c). f(x) = x1x2 − x1x3 + x1x4 + x2x3 − x3x4.
d). f(x) = 2x1x2 − 2x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 + 2x2x4 − 2x3x4.
e). f(x) = −x1x3 + x1x4 − x2x3 + x2x4.
f). f(x) = x2

1+2x1x2+2x1x3−4x1x4+x2
2+4x2x3−6x2x4+2x2

3−6x3x4+5x2
4.

120. Не находя канонического вида, выяснить, являются ли следую-
щие квадратичные формы положительно или отрицательно определен-
ными, неположительными, неотрицательными или неопределенными.
a). f(x) = 4x2

1 + 3x2
2 + 2x2

3 + 6x1x2 − 4x1x3 − 4x2x3.
b). f(x) = −3x2

1 − 4x2
2 − 4x2

3 + 4x1x2 − 6x1x3 + 2x2x3.
c). f(x) = −3x2

1 − 3x2
2 − 4x2

3 + 6x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.
d). f(x) = 2x2

1 + 2x2
2 + 3x2

3 − 4x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3.
e). f(x) = −6x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.
f). f(x) = 3x2

1 − 2x2
2 + 3x2

3 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3.
121. Не приводя к каноническому виду, для каждого значения пара-

метра µ выяснить тип следующих квадратичных форм (их знакоопре-
деленность)
a). f(x) = µx2

1 + µx2
2 + µx2

3 + 4x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.
b). f(x) = (µ2 + 3µ)x2

1 + x2
2 + 2x2

3 + 4x1x2 − 2µx1x3 − 2x2x3.
c). f(x) = µx2

1 + µx2
2 + (2µ+ 1)x2

3 + 2x1x2 − 2µx1x3 − 2x2x3.
d). f(x) = (µ− 1)x2

1 + 2µx2
2 + (µ− 2)x2

3 + 2µx1x2 − 2µx1x3 − 2µx2x3.
e). f(x) = (µ−1)x2

1 +2µx2
2 +(µ−2)x2

3 +(2µ−2)x1x2−2µx1x3−2µx2x3.
f). f(x) = (1− µ)x2

1 + (2− 2µ)x2
2 + µx2

3 − 4µx1x3.
122. Найти ортогональное преобразование, приводящее следующую

квадратичную форму к каноническому виду (приведение к главным
осям), и написать этот канонический вид (преобразование определено
не однозначно).
a). f(x) = −x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3.
b). f(x) = −2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.
c). f(x) = x2

1 + x2
2 + 4x2

3 − 2x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.
d). f(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 − 4x1x2 − 4x1x3 − 4x2x3.
e). f(x) = 2x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3 − 6x1x2 − 6x1x3 − 6x2x3.
f). f(x) = 5x2

1 + 5x2
2 + 8x2

3 − 8x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.
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g). f(x) = x2
1 + x2

2 + 2x2
3 − 2x1x3 + 2x2x3.

123. Найти ортогональное преобразование, приводящее следующую
квадратичную форму к каноническому виду (приведение к главным
осям), и написать этот канонический вид (преобразование определено
не однозначно).
a). f(x) = −x2

1 +3x2
2 +3x2

3−x2
4−4x1x2−4x1x3−4x1x4−4x2x3 +4x2x4 +

4x3x4.
b). f(x) = 2x2

1 + 3x2
2 + 3x2

3 + 2x2
4 − 2x1x2 − 2x1x3 − 4x1x4 − 4x2x3 +

2x2x4 + 2x3x4.
c). f(x) = −3x2

1−x2
2−3x2

3−x2
4 +4x1x2−8x1x3 +4x1x4−4x2x3−8x2x4−

4x3x4.
d). f(x) = x2

1+4x2
2+x

2
3+x

2
4−4x1x2−2x1x3−2x1x4+4x2x3+4x2x4+2x3x4.

e). f(x) = −3x2
1 − 3x2

4 + 4x1x2 − 4x1x3 + 2x1x4 − 8x2x3 + 4x2x4 − 4x3x4.
f). f(x) = −x2

1−4x2
2−x2

3−x2
4−4x1x2−8x1x3−8x1x4 +4x2x3 +4x2x4 +

8x3x4.



8

ОТВЕТЫ

Утверждают, будто папа Бенедикт ХII говорил:"Охотно
верю, что все мои предшественники были непогрешимы;
но я, ей-богу, не таков."Вольтер.

1.©a (−2, 3, 1).©b (−1, 1, 0).©c (−1,−2, 2).©d (1+x2, x2, x3,−1−x2−
x3), x2, x3 ∈ F.©e (−1, 1, 2, 0).©f (−1,−1, 2, 0).©g Система несовместна.
©h Система несовместна. ©i (−1, 0, 2, 1). ©j (2, 3,−3,−2). ©k (2 − x3 −
2x4−x5, 1−2x3−x4−3x5, x3, x4, x5), x3, x4, x5 ∈ F.©l (1,−3, 2).©m (−2−
10x2, x2, 0, 3+13x2, 6x2), x2 ∈ F.©n (−2,−1, 1).©o (−2−x3+x4+x5,−1−
3x3−3x4, x3, x4, x5), x3, x4, x5 ∈ F.©p (1, 3, 3).©q (1+α−2β,−α+β, α, β),
α, β ∈ F.©r (−1−α−β, 1−2α−β, α, β), α, β ∈ F.©s (−4+2β+3α, β, α, 2−
2β−2α), α, β ∈ F.©t (−α,−2−2α, α,−1−α), α ∈ F.©u (0, 1−α, 2α, α),
α ∈ F. ©v (−2− 2α, α,−2− 3α, 2 + 2α), α ∈ F.

2. ©a
(
−2 −1
−4 −3

)
. ©b

(
−1 0
−4 3

)
. ©c

(
−2 −1

3 1

)
. ©d

(
−1 −2

0 1

)
.

©e
(

0 −1
1 3

)
. ©f

(
1 0

−2 0

)
. 3.©a

(
−1 0

2 −2

)
. ©b

(
0 2
0 1

)
.

©c
(

0 −1
−1 −1

)
. ©d

(
1 1
1 −2

)
. ©e

(
0 0

−1 1

)
. ©f

(
2 0
4 0

)
.

4. ©a
(
−3 2
−1 0

)
. ©b

(
1 0

−4 1

)
. ©c

(
0 −1
0 1

)
. ©d

(
−1 2
−2 1

)
.

©e
(

0 −1
1 0

)
. ©f

(
0 0

−1 0

)
.

5.©a
 3 −3 −5
−2 3 4

3 −2 −4

 . ©b
 −4 3 −2
−5 3 −3
−4 2 −3

 . ©c
 4 1 4

4 0 3
1 1 2

 .

©d
 3 1 3
−1 −1 0
−3 0 −4

 . ©e
 0 −3 −2
−1 −9 −5

1 4 2

 . ©f Матрица
необратима.

6. ©a


1 −1 2 −3
0 1 −2 2

−2 1 −1 3
2 −2 2 −3

 . ©b


1 −1 0 1

−1 2 0 −3
1 −2 1 1

−1 1 −1 2

 .
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©c


1 0 −1 1

−2 1 2 −3
2 −1 −1 2

−2 0 −1 2

 . ©d


1 0 −1 1

−2 1 1 −1
4 −2 −1 0

−3 1 1 1

 .

©e


1 −1 −1 2
0 1 0 −1

−1 −1 2 −1
−2 2 1 −2

 . ©f Матрица необратима.

7.©a
 −1 0 −1
−2 1 0

0 −1 −1

. ©b
 1 0 3 1
−2 −1 −1 1

2 2 3 2

. ©c
 0 −1 3

1 1 −1
0 0 −1

.

©d
(

0 0 1
−1 −2 1

)
. ©e

 −1 2
−1 2

0 −2

. ©f
 −1 1 0 1

3 3 −1 1
3 2 −1 1

.

8. ©a
 2 −1 −1
−2 −2 −2
−1 1 0

. ©b


3 0 −1

−2 0 1
−1 0 1

2 −2 −1

. ©c
 0 0 −2

1 1 −1
−1 0 −2

.

©d


−1 −1

1 1
2 2
1 −1

. ©e
(

1 −2 2
−2 −1 −1

)
. ©f

 3 −2
1 −2

−2 2

.

В ответах примеров 9.a – 11.e величины α, β, γ, δ, ξ, η, ζ, ϑ, λ, µ, ν,
χ принимают любые числовые значения.

9.©a
 3− α −β −2− γ

2− α −1− β −1− γ
α β γ

.©b
 α− 2ξ β − 2η − 1 1 + γ − 2ζ

α β γ
ξ η ζ

.

©c


λ µ
α β
ξ η

−1 + λ− 2α+ 2ξ −2 + µ− 2β + 2η

.

©d
 −2− α 1− β −γ 1− δ

α −1 + β 1 + γ δ
α β γ δ

.

©e


−1 + 3λ− 2α+ 2ξ 3 + 3µ− 2β + 2η −2 + 3ν − 2γ + 2ζ

λ µ ν
α β γ
ξ η ζ

.
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©f
 2− α −β −γ
−1− α 2− β 1− γ
α β γ

.

10. ©a
 3− α α −2 + α
−2− β β 1 + β
2− γ γ γ

. ©b


3 + 2α− 2ξ α ξ
−2 + 2β − 2η β η
−1 + 2γ − 2ζ γ ζ
2 + 2δ − 2ϑ δ ϑ

.

©c
(
−α −1− α α
−β −2− β β

)
. ©d

(
ξ 2 + ξ + λ− 2α λ α
η −3 + η + µ− 2β µ β

)
.

©e
 −2− ξ + λ+ 2α ξ λ α

1− η + µ+ 2β η µ β
3− ζ + ν + 2γ ζ ν γ

. ©f
(
−1 + α α 3− 2α
−1 + β β 1− 2β

)
.

11. ©a
(

2γ − 2β + 4δ − 3 β
γ δ

)
. ©b

(
2γ + 5 5 + 2δ
γ δ

)
. ©c

(
1− 2β β
γ δ

)
.

©d
 α

1 + 2γ
γ

. ©e
 −1 β

4− ζ δ
ζ η

. ©f
 −γ + ζ − β − δ + η + 3 β

γ δ
ζ η

.

12.©a x = −1, y = −2.©b x = −1, y = 1.©c x = 4, y = −3.©d x = 2,
y = −1. ©e x = −1, y = 3. ©f x = −1, y = 3.

13. ©a x = 3 + 3i, y = 1− i. ©b x = 1 + 2i, y = 2 + 2i. ©c x = 3 + 2i,
y = 2 + 2i. ©d x = 3− i, y = 1 + i. ©e x = 2i, y = 1 + 3i. ©f x = −2 + i,
y = −2i.

15. ©a Да. ©b Да. ©c Нет. ©d Да. ©e Да. ©f Да. ©g Нет.
16. Не выполняются условия ©a 6). ©b 6). ©c 8). ©d 6), 7). ©e 6).
17. Не выполняются условия ©a 2), 3), 4), 6) при n > 1. ©b 3), 6).

©c 1), 2), 6). ©d 1), 2), 6).
18. Не выполняются условия ©a 7), 8). ©b 7), 8). ©c 7). ©d 7), 8).

©e 6), 7).
19. Не выполняются условия ©a 5), 7), 8). ©b 5), 6), 7), 8). ©c 8).

©d 7), 8).
20. ©a , ©b , ©d , ©f , ©g , ©i Нет. ©c , ©e , ©h Да.
21. ©a Нет. ©b Нет. ©c Нет. ©d Да. ©e Нет. ©f Да.
22. ©a Да. ©b Нет. ©c Нет. ©d Да. ©e Да. ©f Да.
23. ©a Да. ©b Да. ©c Нет. ©d Да. ©e Да. ©f Нет. ©g Да. ©h Да.
24. ©a (9, 8, 3). ©b (4, 2,−15). ©c −(16, 4, 4). ©d (6,−14,−3).

©e (2,−2, 3). ©f (−12, 15,−3).
25. ©a (1, 0,−1/4). ©b (−4, 7/2,−1). ©c (1/5, 1/5, 0). ©d (0, 0,−1/2).

©e (−1,−5/2, 3/2). ©f (1, 11/3, 1/3).
26. Другой вектор не является линейной комбинацией. ©a b1 =

−a1 + 2a2. ©b b2 = −2a1 + a2. ©c b1 = a1 − a2. ©d b1 = −2a1 + a2.
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©e b2 = −3a1 + a2. ©f b2 = 2a1 + a2.
27.©a При λ 6= 5 b = λ+5

λ−5a1+ 4
λ−5a2− 3λ−11

3λ−15a3. При λ = 5 разложить
нельзя. ©b При λ 6= 3 b = a1 + a3. При λ = 3 b = (1 − t)a1 + ta2 + a3

для любого t. ©c При λ 6= −4 b = −3a1 − 2a2. При λ = −4 b =
(t− 3)a1 + (t− 2)a2 + ta3 для любого t. ©d При λ 6= 11 b = − 5λ+8

λ−11a1 −
7λ+4
λ−11a2 − 9

λ−11a3. При λ = 11 разложить нельзя. ©e При λ 6= −15 b =
6

λ+15a1 − λ+6
2λ+30a2 + 2

λ+15a3. При λ = −15 разложить нельзя. ©f При
всех λ b = 9

10a1 +
(

9
20λ−

9
5

)
a2 +

(
9
20λ−

31
10

)
a3.

28. ©a , ©c , ©e Линейно независима.
©b , ©d , ©f Линейно зависима.
29. ©a , ©c , ©e Линейно зависима. ©b , ©d , ©f Линейно независима.
30. ©a , ©c , ©e Линейно независима. ©b , ©d , ©f Линейно зависима.
31. Все системы линейно независимы.
32. ©a , ©c , ©e Неполная система. ©b , ©d , ©f Полная система.
33. ©a , ©d , ©f Является базисом. ©b , ©c , ©e Базисом не является.
34. ©a , ©c , ©e Является базисом. ©b , ©d , ©f Базисом не является.
35. ©a , ©c , ©e Является базисом. ©b , ©d , ©f Базисом не является.
36. ©a , ©c , ©e Является базисом. ©b , ©d , ©f Базисом не является.
37. ©a xe = (0,−1, 1)τ , y = (−6, 0, 7)τ . ©b xe = (−4, 1,−1)τ , y =

(3, 2,−9)τ . ©c xe = (0, 1, 3)τ , y = (−3, 4,−7)τ . ©d xe = (0,−2, 3)τ , y =
(−1,−4, 6)τ . ©e xe = (3, 2, 3)τ , y = (−1, 4, 2)τ . ©f xe = (4, 2, 2)τ , y =
(−3, 6, 8)τ .

38.©a YA = (−2, 2,−1−1)τ , X =
(

4 2
−5 1

)
.©b YA = (1,−1, 20)τ , X =(

−2 0
5 −1

)
. ©c YA = (2,−2, 4 − 1)τ , X =

(
2 −2
4 1

)
. ©d YA = (3,−1, 2 −

3)τ , X =
(

2 0
0 1

)
. ©e YA = (−1,−1,−20)τ , X =

(
2 −1

−2 −4

)
. ©f YA =

(1, 1,−2− 3)τ , X =
(

3 −2
−4 2

)
.

39. ©a hf = (−1,−3, 0)τ , g(x) = 1 − 2x + 4x2. ©b hf = (−1, 1, 0)τ ,
g(x) = 3 − 2x + 4x2. ©c hf = (−1, 0,−2)τ , g(x) = 5 + 2x + x2. ©d hf =
(1,−2, 1)τ , g(x) = 4 − 5x + 3x2. ©e hf = (−3,−1, 3)τ , g(x) = 4 − x2.
©f hf = (−1,−1,−3)τ , g(x) = 3 + 2x− 2x2.

40. ©a e1 = (3, 0,−2)τ , e2 = (3, 2,−1)τ , e3 = (3, 1,−2)τ . ©b e1 =
(−1, 3, 1)τ , e2 = (−2, 2, 2)τ , e3 = (−1,−1, 3)τ . ©c e1 = (−1,−1, 2)τ , e2 =
(2,−1, 1)τ , e3 = (0, 1,−2)τ . ©d e1 = (1, 1, 0)τ , e2 = (−2,−1, 1)τ , e3 =
(3, 2, 1)τ . ©e e1 = (−1, 1, 1)τ , e2 = (−2, 1, 0)τ , e3 = (−1, 2, 1)τ . ©f e1 =
(1, 2,−2)τ , e2 = (2, 3,−1)τ , e3 = (−2,−2, 2)τ .
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41. ©a Pe→u =

 −1 0 1
−1 −1 −2
−1 −2 −1

,

xu = (0, 2,−2)τ ,
ye = (−1,−3,−1)τ .

©b Pe→u =

 0 1 −1
2 3 −1
1 1 −1

,

yu = (2,−2, 0)τ ,
xe = (−5,−7,−4)τ .

©c Pe→u =

 −1 1 2
2 −1 1

−1 1 0

,

yu = (−1, 0,−2)τ ,
xe = (−1,−6, 3)τ .

©d Pe→u =

 1 1 −2
3 0 3
1 2 2

,

xu = (0, 2,−1)τ ,
ye = (−2, 0, 3)τ .

©e Pe→u =

 3 3 3
−2 1 −2

1 3 0

,

yu = (−2, 1, 1)τ ,
xe = (0, 9, 8)τ .

©f Pe→u =

 0 2 2
−1 3 3

1 2 1

,

xu = (−2,−1,−1)τ ,
ye = (4, 7, 2)τ .

42. ©a u1 = (0,−2,−1)τ , u2 = (−2,−2,−3)τ , u3 = (2, 1, 2)τ .
f1 = (1, 3,−2)τ , f2 = (−2, 0, 3)τ , f3 = (2,−2,−2)τ . ©b u1 = (3, 1,−1)τ ,
u2 = (2, 3, 2)τ , u3 = (−1,−1,−1)τ . f1 = (1, 3,−2)τ , f2 = (2,−2, 1)τ ,
f3 = (−1, 3,−1)τ . ©c u1 = (1, 2, 3)τ , u2 = (1, 2,−1)τ , u3 = (−1, 0, 2)τ .
f1 = (−1, 3, 2)τ , f2 = (−1, 3, 1)τ , f3 = (2,−1, 0)τ .©d u1 = (2,−2, 0)τ , u2 =
(−1, 3, 2)τ , u3 = (−1, 1, 3)τ . f1 = (2, 2, 2)τ , f2 = (2, 3, 1)τ , f3 = (1, 0,−2)τ .
©e u1 = (−2,−1, 3)τ , u2 = (3, 2,−3)τ , u3 = (2,−1,−1)τ . f1 = (3, 1, 0)τ ,
f2 = (1, 1,−2)τ , f3 = (−2, 1,−1)τ .©f u1 = (−3,−3, 3)τ , u2 = (−1, 3,−1)τ ,
u3 = (−3,−1, 1)τ . f1 = (−1,−1, 2)τ , f2 = (1,−1, 3)τ , f3 = (−2, 1, 2)τ .

43. ©a
 3 2 0
−1 1 −1

3 2 −1

. ©b
 3 −2 0
−1 1 −2

1 1 3

. ©c
 −2 −1 −1

1 −1 −2
2 −1 −1

.

©d
 −2 3 2
−2 2 1

3 −1 1

. ©e
 1 −1 0

2 −2 −1
−2 1 2

. ©f
 2 2 1
−1 −2 0
−1 1 −1

.

44. ©a
 −1 0 3

1 −1 −2
1 −1 1

. ©b
 3 1 1

3 3 2
1 1 0

. ©c
 −1 −2 0

1 3 −1
−2 1 −1

.

©d
 3 1 1
−2 −2 1

3 0 1

. ©e
 0 −2 1

1 2 −1
2 3 −1

. ©f
 2 1 0

1 −1 1
−1 −2 2

.

45. ©a


3 −1 1 1

−1 −2 −2 −2
1 1 1 1
1 −1 −1 −2

.©b


−1 1 −1 2
−1 −2 −1 −1
−1 0 1 −1

3 1 2 1

. ©c


1 3 1 2
0 3 3 3
1 −1 1 −1

−1 −1 −2 0

.



323

©d


1 0 −1 1
1 −2 3 1

−2 −2 1 −1
1 −2 2 0

. ©e


1 1 1 0

−1 1 1 0
−1 −1 −1 −2

1 1 2 3

. ©f


−1 −2 1 0
−1 −1 −1 −1

3 3 1 2
2 1 1 1

.

46. ©a r = 2. ©b r = 4. ©c r = 3. ©d r = 2. ©e r = 4. ©f r = 2.
47. ©a r = 2. ©b r = 1. ©c r = 2. ©d r = 3. ©e r = 2. ©f r = 3.
48. ©a , ©c , ©e Линейно зависимая система. ©b , ©d Линейно незави-

симая система.
49. ©a , ©b , ©d Базис. ©c , ©e Не базис.
50. ©a a2, a5. ©b a1, a3, a5. ©c a1, a4. ©d a1, a2, a4. ©e a1, a3, a5, a6.

©f a2, a4, a6.
51. ©a f1, f4. ©b f1, f3, f5. ©c f1, f3. ©d f1, f2, f5. ©e f1, f4. ©f f1, f2, f5.
52. ©a A1, A3. ©b A1, A4. ©c A1, A3. ©d A1, A2. ©e A1, A2, A4. ©f A1,

A2, A3.
53. ©a a1, a2, a5, 3. ©b a1, a2, 2. ©c a1, a2, a4, a6, 4. ©d a1, a2, a6, 3.

©e a1, a2, 2. ©f a1, a2, a4, 3.
54. ©a (3, 2, 0, 1), (−2, 1, 1, 0), d = 2. ©b (2, 1, 0, 1), d = 1.

©c (0,−2, 1, 0), (1,−2, 0, 1), d = 2. ©d Система уравнений имеет только
нулевое решение, d = 0.©e (−2, 0, 1,−1), d = 1.©f (0, 2, 1, 0), (0,−4, 0, 1),
(1,−2, 0, 0), d = 3.

55. ©a , ©c , ©d Является. ©b , ©e , ©f Не является.
56. ©a a2 = 2a1, a3 = −a1, a5 = −a1 + a4, a6 = −2a1 + a4. ©b a2 =

−3a1, a4 = −a1 − 2a3, a5 = 2a1 + a3, a6 = 3a1 + a3. ©c a2 = −2a1,
a4 = 2a1 − a3, a5 = −a3, a6 = −2a1 + a3. ©d a2 = −2a1, a4 = −a1 + a3,
a5 = 2a3, a6 = a1 + 2a3. ©e a3 = −2a1, a4 = a1 + 2a2, a5 = 2a1 − a2,
a6 = a1 − a2. ©f a2 = −a1, a4 = a1 − a3, a5 = −a1 + 3a3, a6 = 3a1 − 2a3.

57. ©a x2 + 3x3 = 0, 3x3 + x4 = 0, x1 − 3x3 = 0. ©b x1 + x3 =
0, 4x1 + x2 − 3x4 = 0. ©c x1 − 5x2 + 7x4 = 0, 3x2 − x3 − 4x4 = 0.
©d 3x1 + 3x2 + 2x3 + 4x4 = 0. ©e 6x1 + x2 + 3x4 = 0, 9x1 + x3 + 3x4 = 0.
©f x1 − x3 = 0.

58. ©a s = 2, d = 2. Сумма и пересечение совпадают, их базис,
например, a1, a2.©b s = 3, d = 2. Например, базис суммы — b1, b2, b3,
базис пересечения — a1, a2. ©c s = 3, d = 1. Например, базис суммы
— a1, a2, b1, базис пересечения — (1,−2, 2, 2). ©d s = 4, d = 0. Базис
суммы, например, a1, a2, b1,b3 (или любой базис в R4).©e s = 4, d = 2.
Например, базис суммы — a1, a2, a3, b1 (или любой базис в R4), базис
пересечения — (0, 0, 0, 1), (2,−2, 2, 1). ©f s = 3, d = 1. Например, базис
суммы — a1, a2, b1, базис пересечения — (−1, 2, 1, 0).

59. ©a s = 3, d = 2. Например, базис суммы — (0, 1, 0, 1), (6, 6, 4, 0),
(5,−5, 6,−10), базис пересечения — (1,−1, 2,−2), (−2,−1, 0, 1). ©b s =
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4, d = 1. Базисом суммы является любой базис в R4, базис пересечения,
например — (3, 4, 3, 2). ©c s = 2, d = 2. Сумма и пересечение совпада-
ют, их базис, например — (−2,−2,−1,−3), (−2, 1,−2,−3). ©d s = 3,
d = 1. Например, базис суммы — (1, 2, 3,−1), (1, 3, 3, 0), (−3,−2, 3, 2),
базис пересечения — (0, 1, 0, 1). ©e s = 4, d = 0. Базисом суммы яв-
ляется любой базис в R4. ©f s = 3, d = 2. Например, базис суммы —
(3, 0,−2,−2), (5, 2,−1,−3), (−8, 4, 5, 7), базис пересечения — (−1, 2, 3, 1),
(1,−1,−1,−1).

60.©a s = 3, d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, (1, 1,−2, 0), ба-
зис пересечения — (0, 1,−3, 1). ©b s = 3, d = 2. Например, базис суммы
— (1,−1, 1, 0), (−3, 3,−4, 1), (9,−9,−2, 8), базис пересечения — a1, a2.
©c s = 3, d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, (2,−2,−1, 0), базис
пересечения — (1, 2, 1, 3). ©d s = 2, d = 2. Сумма и пересечение совпа-
дают, их базис, например, a1, a2. ©e s = 4, d = 2. Базисом суммы яв-
ляется любой базис в R4, базис пересечения, например — (−9,−6, 9, 1),
(−3,−2, 2, 1). ©f s = 3, d = 1. Например, базис суммы — (0,−1, 2,−2),
(−1,−1, 1, 1), a1, базис пересечения — (−2,−4, 6,−2).

61. ©a , ©c , ©g , ©j , ©l , ©m Нет.
©b , ©d , ©e , ©f , ©h , ©i , ©k Да.
62. ©a Да. ©b Нет при неколлинеарных векторах a и b, да при

коллинерных векторах a и b. ©c Да. ©d Нет при a 6= 0, да при a = 0
. ©e Нет при a 6= 0, да при a = 0. ©f Да. ©g Нет. ©h Да. ©i Да.
©j Да.©k Нет при неколлинеарных векторах a и b, да при коллинерных
векторах a и b. ©l Да. ©m Да. ©n Да. ©o Да. ©p Да. ©q Да. ©r Да.

63.©a Да.©b Да.©c Да.©d Нет при n > 0.©e Да.©f Нет при n > 0.
64. ©a Да. ©b Нет. ©c Да. ©d Да. ©e Да. ©f Нет.
65. ©a Да. ©b Нет при n > 1, да при n = 1. ©c Да. ©d , ©e , ©f Нет.
66. ©a a) Оператор поворота на угол 7π/6; б) оператор, по-

ворачивающий каждый вектор на угол 5π/24 и удлиняющий его в√
2 +

√
2 +

√
3 раз; в) оператор поворота на угол 5π/12; г) оператор,

поворачивающий каждый вектор на угол −7π/24 и удлиняющий его

в
√

2−
√

2 +
√

3 раз; д) оператор, поворачивающий каждый вектор
на угол π/6 и удлиняющий его в 2 раза; е) оператор поворота на
угол π/3. ©b а) Q; б) P ; в) оператор, удлиняющий каждый вектор
в два раза вдоль оси Ox; г) оператор поворота на угол π (симмет-
рии относительно начала координат); д) Q; е) O — нулевой опера-
тор. ©c i) а) 2f ′′′ + f ′′ + f ; б) −2f ′′ − 2f ′; в) −f ′′′ + f ′; г) −f ′′′ + f ′;
д) 4f ′′′+ f ′′− 2f ′+ f ; е) f ′′′. ©c ii) а) f ′′′+(x2 +1)f ′′+ f ; б) −2f ′′− 4f ;
в) (4x+2)f ′′′+(2x2+1)f ′′−2f ; г) 2f ′′′+(2x2−1)f ′′−2f ; д) (4+4x3)f ′′′+f ;
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е) 12f ′′+8f .©d а) (A+B)x = (2x1 +x2; 2x1 +x2 +4x3; 2x1); б) (3A)x =
(3x1 + 3x3; 3x1− 3x2 + 6x3; 3x1− 3x2); в) (AB)x = (2x1 + 2x2−x3; 2x1 +
x2−3x3;−x2−3x3); г) (BA)x = (x1+3x3; 5x1−4x2+5x3; 2x1−x2+3x3);
д) A2x = (2x1 − x2 + x3; 2x1 − x2 − x3;x2 − x3); е) B3x = (4x1 + 6x2 +

3x3; 15x1 + 22x2 + 9x3; 6x1 + 9x2 + 4x3). ©e а) (A− B)x =
(

2 2
1 −2

)
x;

б) (2A + 3B)x =
(
−1 2
12 1

)
x; в) (AB)x =

(
3 2

−5 −1

)
x; г) (BA)x =(

−1 −2
5 3

)
x; д) (A2)x =

(
7 0
0 7

)
x; е) B3 = B. ©f а) I — единичный

оператор; б) O — нулевой оператор; в) I +P — оператор, удлиняющий
каждый вектор в 2 раза вдоль прямой x−2y = 0; г) O — нулевой опера-
тор; д) −I — оператор поворота на угол π; е) Q. ©g а) Pxy — оператор
проектирования на плоскость Oxy; б) Pz — оператор проектирования
на прямую Oz; в) I — единичный оператор; г) Pyz — оператор проек-
тирования на плоскость Oyz; д) I— единичный оператор; е) I + Px —
оператор, удлиняющий каждый вектор в 2 раза вдоль оси Ox; ж) 2I
— оператор, удлиняющий каждый вектор в 2 раза; и) Py — оператор
проектирования на прямую Oy.

67.©a

 −3 3 −2
1 2 −1

−1 −3 2

 ,

detA = −4.

©b

 0 −2 −1
3 2 3
1 2 2

 ,

detA = 2.

©c

 2 −1 1
1 −3 0
2 −2 3

 ,

detA = −11.

©d

 −2 2 2
2 −3 2

−2 2 0

 ,

detA = −4.

©e

 −1 3 −3
3 1 3
0 3 −3

 ,

detA = 12.

©f

 1 −3 2
1 0 1

−2 2 2

 ,

detA = 14.

68.©a

 0 3 −6
0 0 6
0 0 0

 ,

detA = 0.

©b

 1 −2 4
1 2 4
1 3 9

 ,

detA = 20.

©c

 1 3 4
1 1 6
0 0 1

 ,

detA = −2.

©d

 1 1 0
1 3 6
0 0 1

 ,

detA = 2.

©e

 3 0 4
0 3 0
0 0 3

 ,

detA = 27.

©f
 1 3 4

1 −2 15
0 0 1

 ,

detA = −5.

69.©a


6 −2 1 0
3 0 0 1
0 0 4 −2
0 0 3 −2

 ,

detA = −12.

©b


11 −6 3 −2
9 −7 3 −3
0 0 5 −2
0 0 3 −1

 ,

detA = −23.

©c


2 3 1 0
1 1 0 1
2 0 4 3
0 2 1 3

 ,

detA = −39.
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©d


−2 0 2 3

0 −2 1 1
4 6 2 6
2 2 2 0

 ,

detA = −156.

©e


7 −4 3 −2
2 −1 1 −1
6 −4 7 −4
2 −2 2 −1

 ,

detA = −7.

©f


−2 2 1 0

3 −2 0 1
−2 0 −1 2

0 −2 3 −1

 ,

detA = 46.

70. ©a
 −3 0 1

1 2 1
−2 1 1

 . ©b
 −3 3 2

1 −1 1
0 1 1

 . ©c
 1 −1 −2
−1 1 3
−1 0 1

 .

©d
 1 −1 −2

1 3 0
1 1 1

 . ©e
 2 −2 3

1 1 0
1 3 1

 . ©f
 −3 3 1
−2 2 −3

0 −1 −2

 .

71.©a
 2 −1 −1

1 −3 −3
−3 0 2

 . ©b
 −4 −1 −3
−4 1 −2

1 2 4

 . ©c
 −4 1 1
−2 1 2

1 2 0

 .

©d
 2 4 −2

0 2 −1
1 1 1

 . ©e
 −1 2 1

0 −4 −2
2 3 3

 . ©f
 −1 −4 −1
−1 1 2
−1 1 4

 .

72.©a
 2 −2 −2
−1 4 4

2 −1 −2

 . ©b
 1 0 −3
−1 1 1
−3 −2 2

 . ©c
 −4 2 1

0 2 2
−3 3 1

 .

©d
 −2 1 0
−2 1 1

4 −3 3

 . ©e
 −1 4 −2
−1 3 0
−2 2 2

 . ©f
 3 2 3
−2 1 −1

0 −3 −1

 .

73.©a
 1 1 2
−2 3 1

1 −1 −1

 . ©b
 −4 1 −4
−4 −4 −2

1 −3 3

 . ©c
 −3 3 −1
−1 −1 −4

2 −2 0

 .

©d
 −1 2 3

4 2 −3
−1 −1 4

 . ©e
 −3 1 −1

3 4 2
0 −2 1

 . ©f
 −1 3 −4

4 0 1
3 1 −1

 .

74. ©a
(

2 −1
−4 1

)
,

(
−1 −1
−1 4

)
. ©b

(
4 −2

−4 −4

)
,

(
1 1

−4 −1

)
.

©c
(

1 4
1 −4

)
,

(
4 −2
1 2

)
. ©d

(
−3 2

4 1

)
,

(
3 −1

−2 4

)
.

©e
(
−3 −3
−4 4

)
,

(
3 −3

−1 −2

)
. ©f

(
2 −4

−4 −4

)
,

(
2 2
2 2

)
.

75.©a
(

4 −3
2 −2

)
,

(
−1 2
−2 3

)
. ©b

(
−4 2
−2 −2

)
,

(
3 −1

−2 6

)
.

©c
(
−2 −4
−1 −7

)
,

(
6 1
1 4

)
. ©d

(
−6 0
−1 2

)
,

(
7 4
1 5

)
.
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©e
(

1 −4
−7 3

)
,

(
3 −5

−5 6

)
. ©f

(
4 7
3 3

)
,

(
6 −6
5 −6

)
.

76.©a rang(A) = 1; kerA = ` ((1; 0; 0;−2); (0; 1; 0; 0); (0; 0; 1;−1));
imA = ` ((1;−1; 0; 2)). ©b rang(A) = 1; kerA =
` ((1; 0; 0; 0); (0; 1; 0; 1); (0; 0; 1; 1)); imA = ` ((1; 1; 1; 1)).
©c rang(A) = 3; kerA = ` ((0;−1;−1; 1)); imA =
` ((2;−1;−2;−2); (1; 0;−2; 0); (2;−1; 2; 2)). ©d rang(A) = 2;
kerA = ` ((1; 1; 0; 0); (1; 0; 0; 1)); imA = ` ((3; 0;−1;−3); (3; 2; 3; 1)).
©e rang(A) = 4; kerA = {0}; imA = R4. ©f rang(A) = 2;
kerA = ` ((−1; 3; 1; 0); (−1; 0; 0; 1)); imA = ` ((3; 3; 3; 1); (1; 2; 0; 0)).

77.©a rang(A) = 3, kerA = `

((
−1 0
−1 0

))
; imA =

`

((
−2 0

2 0

)
,

(
−3 −2

0 2

)
,

(
0 2

−3 −2

))
. ©b rang(A) = 2,

kerA = `

((
1 −2
0 0

)
,

(
0 0
1 −1

))
; imA = `

((
−2 2

0 0

)
,

(
0 0

−1 2

))
.

©c rang(A) = 3, kerA = `

((
0 1
0 1

))
; imA =

`

((
−1 −3

1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 0

−2 −3

))
. ©d rang(A) = 3, kerA =

`

((
−1 0

1 0

))
; imA = `

((
−3 0

2 0

)
,

(
1 1
0 2

)
,

(
0 −3
1 6

))
.©e rang(A) =

2, kerA = `

((
0 −1
1 0

)
,

(
0 3
0 1

))
; imA = `

((
3 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
.

©f rang(A) = 2, kerA = `

((
−1 1

0 0

)
,

(
1 0

−1 1

))
;

imA = `

((
1 −1
0 0

)
,

(
1 0
1 −1

))
. ©g rang(A) = 2; kerA =

`

((
0 2
1 0

)
,

(
0 3
0 1

))
; imA = `

((
−3 2
−1 2

)
,

(
0 0
0 1

))
. ©h rang(A) = 2;

kerA = `

((
2 −3
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
; imA = `

((
0 3

−1 3

)
,

(
0 2
0 1

))
.

©i rang(A) = 2; kerA = `

((
0 1
0 0

)
,

(
2 0
3 0

))
; imA =

`

((
1 0
0 0

)
,

(
0 2
0 3

))
. ©j rang(A) = 3; kerA = `

((
0 −3
0 2

))
;

imA = `

((
4 −1

−6 2

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 0

−5 2

))
. ©k rang(A) = 3; kerA =
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`

((
1 1

−2 −2

))
; imA = `

((
4 1
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
2 1
0 −1

))
.©l rang(A) =

3; kerA = `

((
1 0
1 0

))
; imA = `

((
0 0
1 0

)
,

(
−2 2

1 −2

)
,

(
0 0

−3 4

))
.

78. ©a rang(A) = 3;kerA = ` (1 + x); imA =
`
(
1; 6 + 4x− 3x2;−18 + 18x+ 15x2 + 4x3

)
. ©b rang(A) =

1;kerA = `
(
1;x;x3

)
; imA = ` (1 + x) . ©c rang(A) = 2;kerA =

`
(
1 + 3x; 6 + 3x2 − x3

)
; imA = `

(
1; 4x+ x2

)
. ©d rang(A) = 2;

kerA = `
(
2− 3x; 2 + 6x2 − x3

)
; imA = `

(
1;x2

)
. ©e rang(A) = 1;

kerA = `
(
1;x; 3x2 − x3

)
; imA = `

(
x2
)
. ©f rang(A) = 3;kerA =

`
(
−2 + 2x+ x2

)
; imA = `

(
−2;−1− x; 6x+ 9x2 + 13x3

)
.

79.©a A−1x = (x1 +x2 +x3;−2x1−x2− 4x3;−x1− 2x3).©b A−1x =
(x1+x3; 2x1+x2+3x3;−3x1−2x2−4x3).©c A−1x = (x1−x2−x3;−3x1+
4x2 +x3;−x1 +2x2).©d A−1x = (x1 +x2−2x3;x2−2x3;x1 +2x2−3x3).
©e A−1x = (x1 − x2 − x3;−2x1 + 3x2 + x3;−x1 + 2x2 + x3).©f A−1x =
(x1 + x2;−3x1 − 2x2 − 2x3; 2x1 + 2x2 + x3).

80. ©a A−1f = −2f ′′′ + 2f ′′ − 2f ′ + f . ©b A−1f = −f ′′′ − f ′ + f .
©c A−1f = −f ′′′ − 2f ′′ + 2f ′ − f . ©d A−1f = −f ′′′ − 2f ′′ − f . ©e A−1f =
−2f ′′ − f . ©f A−1f = −2f ′′′ − f ′′ + f .

81. ©a A−1f = 8f ′′ + 3f ′ + f . ©b A−1f = 7f ′′ + 3f ′ + f . ©c A−1f =
4f ′′ + 2f ′ + f . ©d A−1f = −4f ′′ + 2f ′ − f . ©e A−1f = 3f ′′ + 2f ′ + f .
©f A−1f = −5f ′′+2f ′−f .©g A−1f(x) = (1−2x−2x2)f ′′+(2+2x)f ′−f .
©h A−1f(x) = xf ′′ + f . ©i A−1f(x) = (2 − 2x2)f ′′ + (−2 + 2x)f ′ − f .
©j A−1f(x) = (−5 + 2x2)f ′′ + (2 − 2x)f ′ + f . ©k A−1f(x) = (−2x −
2x2)f ′′ + (1 + 2x)f ′ − f . ©l A−1f(x) = (−1− x)f ′′ + f .

82.В a–f µ ∈ R\{0}.©a λ1,2 = 1, u = µ(1;−1).©b λ1 = 0, u = µ(1;−1),
λ2 = 2, v = µ(1; 1). ©c λ1,2 = 0, u = µ(1;−1). ©d λ1 = 0, u = µ(1;−2),
λ2 = 1, v = µ(1;−1). ©e Cпектр пуст. ©f λ1 = 0, u = µ(1;−1), λ2 = 1,
v = µ(2;−1).

83.В a–l µ ∈ C \ {0}. ©a λ1 = −2 + i, u = µ(1; i), λ2 = −2 − i,
v = µ(1;−i). ©b λ1 = i, u = µ(1; 1 + i), λ2 = −i, v = µ(1; 1 − i).
©c λ1 = 2i, u = µ(1; i), λ2 = −2i, v = µ(i; 1).©d λ1 = 1+i, u = µ(1; 1+i),
λ2 = 1 − i, v = µ(1; 1 − i). ©e λ1 = 1 + 3i, u = µ(1;−i), λ2 = 1 − 3i,
v = µ(1; i). ©f λ1 = 2 + i, u = µ(1 − i; 1), λ2 = 2 − i, v = µ(1 + i; 1).
©g α1 = 2 − 2i, u = µ(−1; 1); α2 = −i, u = µ(1; 1 − i). ©h α1 = −2i,
u = µ(1; 1); α2 = 1, u = µ(−1; 2i). ©i α1 = −1, u = µ(i; 1 − i); α2 = 1,
u = µ(−1; 1). ©j α1 = 2 − i, u = µ(2;−1 + i); α2 = 1, u = µ(−1; 1).
©k α1 = 1, u = µ(1; 2i); α2 = 2 − 1i, u = µ(1; 1 + i). ©l α1 = −2i,
u = µ(1 + i;−1); α2 = −1− 2i, u = µ(−1; 1− i).

84. ©a α1,2,3 = −1, u = µ(1,−1,−1), µ 6= 0. ©b α1,2,3 = −1, u =
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µ(0, 1, 1) + ν(1,−1, 0), |µ| + |ν| 6= 0. ©c α1 = 1, u = µ(1, 0, 1), |µ| 6= 0,
α2,3 = 0, v = ν(−1, 1, 0), |ν| 6= 0. ©d α1 = 1, u = µ(1,−2,−2), |µ| 6= 0.
©e α1,2 = 1, u = µ(0, 1, 2)+ ν(1, 1, 0), |µ|+ |ν| 6= 0; α3 = 2, v = ξ(1, 1,−1),
|ξ| 6= 0. ©f α1 = 1, u = µ(1, 0, 1), |µ| 6= 0, α2 = −1,v = ν(0,−1, 1), |ν| 6= 0,
α3 = −2,w = ξ(1, 2,−2), |ξ| 6= 0.

85. ©a α1 = 1, u = µ(−1,−1, 1, 2), |µ| 6= 0; α2 = 0, v = ν(−1, 0, 1, 0),
|ν| 6= 0. ©b α1 = 1, u = µ(1, 0,−3, 4) + ν(1,−1, 0, 0), |µ|+ |ν| 6= 0; α2 = 0,
v = ξ(−1, 1,−1, 1), |ξ| 6= 0.©c α1 = −1, u = µ(0, 1,−2, 0)+ν(1, 0,−1, 0)+
η(0, 0,−1, 1), |µ| + |ν| + |η| 6= 0; α2 = 0, v = ξ(−1,−1, 1, 1), |ξ| 6= 0.
©d α1 = 1, u = µ(−1,−1, 1, 0) + ν(−1, 0, 0, 1), |µ| + |ν| 6= 0; α2 = 2,
v = ξ(−4, 0, 2, 3) + η(1, 1,−2, 0), |ξ|+ |η| 6= 0. ©e α = 1, v = ξ(0, 0, 1, 1) +
η(1,−1, 0, 0), |ξ| + |η| 6= 0. ©f α = −1, u = µ(1,−4, 0, 0) + ν(0, 2, 1, 0) +
η(0,−1, 0, 1), |µ|+ |ν|+ |η| 6= 0.

86. ©a α = −1, kg = 1. ©b α = 0, kg = 1. ©c α = 0, kg = 1. ©d α = 0,
kg = 2; α = −1, kg = 1. ©e α = 0, kg = 1; α = 1, kg = 1. ©f α = 0, kg = 1;
α = 1, kg = 1; α = −1, kg = 1.

87. ©a Au = diag(1, 1,−1), u1 = (−1, 1, 0), u2 = (1, 0, 1), u3 =
(−1, 1, 1). ©b Au = diag(−3, 1, 1), u1 = (1,−1, 1), u2 = (−1, 1, 0),
u3 = (1, 0, 1). ©c Au = diag(−1, 2, 2), u1 = (−1,−1, 1), u2 = (1, 1, 0),
u3 = (−1, 0, 1). ©d Au = diag(0, 0, 1), u1 = (1, 0, 1), u2 = (−1, 1, 0),
u3 = (1,−1, 1). ©e Au = diag(0, 0, 1), u1 = (1,−2, 0), u2 = (0,−1, 1),
u3 = (1, 1,−2). ©f Au = diag(−1, 1, 2), u1 = (−1,−2, 1), u2 = (1, 1, 0),
u3 = (1, 1, 1).

88. ©a Ae = diag(0, 0, 0, 1), e1 = (0, 0, 1, 1), e2 = (1, 0,−1, 0),
e3 = (0, 1,−1, 0), e4 = (−1, 1, 3, 2). ©b Ae = diag(0, 0, 1, 1), e1 =
(0, 1, 0,−1), e2 = (1, 0,−2, 0), e3 = (1, 0, 1, 1), e4 = (1, 1, 0, 0). ©c Ae =
diag(−1,−1, 0, 0), e1 = (2, 0, 1, 0), e2 = (0,−1, 0, 1), e3 = (0,−1, 1, 0),
e4 = (1, 0, 0, 1). ©d Ae = diag(−1,−1,−1, 1), e1 = (−2, 1, 0, 0), e2 =
(1, 0, 1, 0), e3 = (−1, 0, 0, 1), e4 = (1, 1, 1,−1). ©e Ae = diag(1, 1, 1, 2),
e1 = (0, 0, 1, 1), e2 = (0, 1, 0, 1), e3 = (1, 0, 0,−1), e4 = (1, 1, 2, 1). ©f Ae =
diag(−2,−1, 1, 1), e1 = (0, 1,−1, 0), e2 = (1,−1, 0, 1), e3 = (1, 0, 0, 1),
e4 = (0, 1,−1,−1).

89. ©a diag(0, i,−i). ©b diag(1, 2i,−2i). ©c diag(0,−1 + i,−1 − i).
©d diag(1, 1 + i, 1− i). ©e diag(0, 1 + 2i, 1− 2i). ©f diag(−1, 1 + 2i, 1− 2i).

В примерах g – l характеристические многочлены имеют только
простые корни, так как они взаимно просты со своей производной.
©g −ϕA(λ) = λ3−3λ2−6λ+22.©h −ϕA(λ) = λ3−3λ−10.©i −ϕA(λ) =
λ3 − 2λ2 + λ − 11. ©j −ϕA(λ) = λ3 + 4λ2 + 4λ + 4. ©k −ϕA(λ) = λ3 −
10λ+ λ2 + 12. ©l −ϕA(λ) = λ3 − 8λ2 + 11λ− 12.

90. ©a α1 = 0 K1 = `
(
(1;−3; 0; 5), (−1; 4; 0;−7)

)
,
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α2 = −1 K2 = `
(
(−1; 2; 1;−3), (−1; 1; 2; 0)

)
. ©b α1 = 0

K1 = `
(
(1; 1; 1; 0), (0; 1; 1; 0), (3; 3; 4;−2)

)
, α2 = 1 K2 =

`
(
(1; 2; 2; 1)

)
. ©c α1 = 0 K1 = `

(
(1; 1;−1;−1), (1; 2;−2;−3)

)
,

α2 = 1 K2 = `
(
(1; 1; 0;−2), (3; 3;−2;−3)

)
. ©d α1 = 0 K1 =

`
(
(1; 2;−3;−3), (0; 1;−1;−1)

)
, α2 = 1 K2 = `

(
(0;−1; 2; 2), (1; 2;−3;−2)

)
.

©e α1 = 1 K1 = `
(
(1; 0;−1;−1), (0; 1; 0; 0), (3; 0;−2;−3)

)
, α2 = 0

K2 = `
(
(7;−3;−4;−6)

)
. ©f α1 = 0 K1 = `

(
(1; 0; 0; 1), (3; 1; 1; 2)

)
, α2 = 1

K2 = `
(
(−3; 0; 1;−1)

)
, α3 = −1 K3 = `

(
(1; 1; 1; 1)

)
.

91.©a
 −1 0 0

0 −1 1
0 0 −1

 . ©b
 2 0 0

0 2 1
0 0 2

 . ©c
 1 0 0

0 1 1
0 0 1

 .

©d
 1 1 0

0 1 1
0 0 1

 . ©e
 −1 1 0

0 −1 1
0 0 −1

 . ©f
 1 0 0

0 1 1
0 0 1

 .

92.©a


−1 1 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .©b


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . ©c


−1 1 0 0

0 −1 1 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 .

©d


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 . ©e


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 . ©f


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

©g


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . ©h


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . ©i


−1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

©j


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . ©k


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 . ©l


2 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

93.©a


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 . ©b


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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©c


2 1 0 0 0
0 2 1 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

 . ©d


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .

©e


−2 1 0 0 0

0 −2 1 0 0
0 0 −2 1 0
0 0 0 −2 0
0 0 0 0 −2

 . ©f


−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1

 .

©g


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 . ©h


−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 .

©i


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 . ©j


2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

 .

©k


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 . ©l


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

94.©a


−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 −1

 . ©b


1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

 .

©c


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 . ©d


2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

 .
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©e


−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1

 . ©f


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

95.©a
(

1 1
1 2

)
. ©b

(
3 1

−1 −1

)
. ©c

(
−1 2

2 2

)
.

96.©a –©b . Инвариантными одномерными подпространствами явля-
ются `(v), v = µf1+νf2 для любых |µ|+|ν| 6= 0, и `(f3). Инвариантными
двумерными подпространствами являются `(v, f3), v = µf1 + νf2 для
любых |µ| + |ν| 6= 0, и `(f1, f2). ©a f1 = (1, 1, 0), f2 = (0, 1,−1), f3 =
(1, 1, 1). ©b f1 = (0, 1, 1), f2 = (1,−1, 0), f3 = (1,−1, 1). ©c Инвариант-
ными одномерными подпространствами являются `(f1), `(f2) и `(f3).
Инвариантными двумерными подпространствами являются `(f1, f2),
`(f1, f3) и `(f2, f3), f1 = (1, 0,−1), f2 = (−1, 1, 0), f3 = (2,−2, 1).

97. ©a ` ((−2, 0,−1)), ` ((1, 1, 1), (−1, 0,−1)). ©b ` ((2,−1, 3)),
` ((1, 0, 1), (−1, 1,−1)). ©c ` ((2,−1, 2)), ` ((1,−1, 0), (1, 0, 1)).
©d ` ((1,−1, 0)), ` ((1, 0,−1), (−1, 1, 1)). ©e ` ((−1, 1, 1)),
` ((1,−1, 0), (1, 0,−1)). ©f ` ((1, 1, 0)), ` ((1, 1,−1), (0, 1,−1)).

98. ©a µA(λ) = (λ + 1)2. ©b µA(λ) = (λ − 1)3. ©c µA(λ) = λ4.
©d µA(λ) = λ(λ− 1). ©e µA(λ) = λ(λ+ 1). ©f µA(λ) = λ(λ− 1)2.

99. ©a A ≈ B 6≈ C. ©b A ≈ C 6≈ B. ©c B ≈ C 6≈ A. ©d A ≈ B 6≈ C.
©e B ≈ C 6≈ A. ©f A 6≈ B 6≈ C 6≈ A.

100. ©a , ©b , ©c , ©d Матрицы подобны. ©e , ©f Матрицы не подобны.
101. Подобна матрице ©a diag(−1, 1). ©b diag(−2, 3). ©c diag(1 +√

2, 1−
√

2). ©d diag(−4, 4). ©e diag(1 + i, 1− i). ©f diag(−2, 5).
102. Подобна матрице ©a diag(0, 1, 1). ©b diag(−1, 1, 1).

©c diag(−1, 2, 2). ©d diag(1,−
√

2,
√

2). ©e diag(0,−i, i).
©f diag(0,−1,−1).

103. Подобна матрице ©a diag(0, 0, 1, 1). ©b diag(0, 1, 1, 1).
©c diag(0, 0,−i, i). ©d diag(−1, 1, 1, 1). ©e diag(−i,−i, i, i).
©f diag(0, 0,−1, 1).

104. ©a 5π
6 . ©b 3π

4 . ©c 2π
3 . ©d π

2 . ©e π
3 . ©f π

4 .
105. ©a 5π

6 . ©b 2π
3 . ©c 2π

3 . ©d 5π
6 . ©e π

6 . ©f π
3 .

106. ©a a3 = (−1,−1, 1, 0), a4 = (−1, 1, 0, 0). ©b a3 = (1,−1, 0, 0),
a4 = (1, 1, 1,−3). ©c a3 = (1, 2,−5, 0), a4 = (1, 2, 1,−2). ©d a3 =
(1, 0, 0,−2), a4 = (0,−2, 1, 0). ©e a3 = (1, 1,−2, 0), a4 = (−1, 1, 0, 0).
©f a3 = (−5, 2, 0, 1), a4 = (1, 2,−2, 1).
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107. ©a a3 = (−2/
√

6; 1/
√

6; 0; 1/
√

6), a4 =
(1/
√

12; 1/
√

12; 3/
√

12; 1/
√

12). ©b a3 = (0; 1/
√

5; 0; 2/
√

5), a4 =
(−2/

√
10; 2/

√
10; 1/

√
10;−1/

√
10). ©c a3 = (1/

√
3; 1/

√
3; 1/

√
3; 0), a4 =

(−2/
√

10; 1/
√

10; 1/
√

10;−2/
√

10). ©d a3 = (0; 1/
√

5; 0;−2/
√

5), a4 =
(1/
√

5; 0; 2/
√

5; 0). ©e a3 = (−1/
√

2; 1/
√

2; 0; 0), a4 = (0; 0; 1/
√

2; 1/
√

2).
©f a3 = (1/

√
2; 0; 0;−1/

√
2), a4 = (1/

√
6; 2/

√
6; 0; 1/

√
6).

108. ©a b1 = (1,−1, 2, 1), b2 = (0, 1, 0, 1), b3 = (−2,−1, 0, 1).
©b b1 = (2, 1,−2,−1), b2 = (0, 2, 1, 0), b3 = (−2, 1,−2, 1). ©c b1 =
(0,−1, 1, 2), b2 = (2, 1, 1, 0). ©d b1 = (1,−1, 1, 1), b2 = (1, 0,−1, 0), b3 =
(−1,−1,−1, 1). ©e b1 = (−1, 1,−1, 1), b2 = (2, 3, 1, 0). ©f b1 = (2, 3, 2, 2),
b2 = (1,−2, 2, 0).

109. ©a (−3, 1, 0, 6), (−5, 0, 1, 8). ©b (−4,−2, 1, 2). ©c (5, 7, 0,−3),
(7, 8, 3, 0). ©d (7, 6,−2,−9). ©e (5,−2, 0, 1), (−6, 3, 1, 0). ©f (3, 1, 0, 2),
(3, 0, 1, 1).

110. ©a x3− 2x4 = 0, x1− 3x2 + 7x4 = 0. ©b x1− 4x2− 2x3 + 2x4 = 0.
©c x2 + 2x3 − 2x4 = 0, x1 + 7x3 − 4x4 = 0. ©d 6x2 + 11x3 − 2x4 = 0,
2x1 + 4x2 + 7x3 = 0. ©e x2 + 2x3 = 0, 2x1 − 3x3 + x4 = 0. ©f 5x1 + 5x2 +
x3 − 3x4 = 0.

111. ©a xpr = (−1, 1, 0,−1), xort = (1, 1, 0, 0). ©b xpr =
(−5,−4,−1,−2), xort = (1,−3, 7, 0). ©c xpr = (−1, 0,−2, 0), aort =
(−6, 1, 3, 0). ©d xpr = (3, 0, 6, 0), aort = (0, 1, 0, 0). ©e xpr = (3, 7,−4,−3),
xort = (3, 1, 4, 0). ©f xpr = (−2, 4,−2,−2), xort = (1, 0,−3, 2).

112. ©a xpr = (−1, 0, 0, 1), xort = (1, 2, 3, 1). ©b xpr = (0,−1, 1, 0),
xort = (2, 3, 3,−1). ©c xpr = (1, 1, 1, 0), xort = (3, 1,−4,−1). ©d xpr =
(−4, 2, 1, 0), xort = (−1,−3, 2, 0). ©e xpr = (0,−1, 0, 1), xort =
(−3,−1,−1,−1). ©f xpr = (−2, 1, 2, 0), xort = (1, 0, 1, 1).

113. ©a π/4, 3. ©b arccos(
√

23
5 ),

√
2. ©c π/6,

√
5. ©d π/3,

√
21.

©e arccos(
√

2
3 ), 3. ©f arccos(

√
6

3 ),
√

2.
114. ©a Ae = diag(3, 0,−3), e1 = (2/3, 2/3, 1/3), e2 =

(−2/3, 1/3, 2/3), e3 = (1/3,−2/3, 2/3). ©b Ae = diag(2,−3, 3),
e1 = (1/

√
5, 2/

√
5, 0), e2 = (−2/

√
30, 1/

√
30,−5/

√
30), e3 =

(−2/
√

6, 1/
√

6, 1/
√

6). ©c Ae = diag(3, 1,−2), e1 = (1/
√

2,−1/
√

2, 0),
e2 = (1/

√
6, 1/

√
6, 2/

√
6), e3 = (1/

√
3, 1/

√
3,−1/

√
3). ©d Ae =

diag(−3, 3, 0), e1 = (1/3, 2/3,−2/3), e2 = (2/3, 1/3, 2/3), e3 =
(−2/3, 2/3, 1/3). ©e Ae = diag(2, 1,−1), e1 = (−1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3),

e2 = (1/
√

2, 1/
√

2, 0), e3 = (−1/
√

6, 1/
√

6,−2/
√

6). ©f Ae =
diag(2,−3, 3), e1 = (−2/

√
5, 0, 1/

√
5), e2 = (1/

√
30,−5/

√
30, 2/

√
30),

e3 = (1/
√

6, 1/
√

6, 2/
√

6). ©g Ae = diag(−5, 4, 4), e1 = (−2/3,−2/3, 1/3),
e2 = (

√
5/5, 0, 2

√
5/5), e3 = (−4

√
5/15,

√
5/3, 2

√
5/15). ©h Ae =
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diag(−1, 2, 2), e1 = (
√

3/3,−
√

3/3,
√

3/3), e2 = (
√

2/2,
√

2/2, 0), e3 =
(−
√

6/6,
√

6/6,
√

6/3). ©i Ae = diag(3,−3,−3), e1 = (
√

6/6,
√

6/6,
√

6/3),
e2 = (−2

√
5/5, 0,

√
5/5), e3 = (−

√
30/30,

√
30/6,−

√
30/15). ©j Ae =

diag(5,−4,−4), e1 = (1/3, 2/3,−2/3), e2 = (−2
√

5/5,
√

5/5, 0),
e3 = (2

√
5/15, 4

√
5/15,

√
5/3). ©k Ae = diag(−3, 3, 3), e1 =

(
√

6/3,−
√

6/6,
√

6/6), e2 = (0,
√

2/2,
√

2/2), e3 = (
√

3/3,
√

3/3,−
√

3/3).
©l Ae = diag(−3, 3, 3), e1 = (−

√
6/3,

√
6/6,

√
6/6), e2 = (

√
5/5, 0, 2

√
5/5),

e3 = (
√

30/15,
√

30/6,−
√

30/30).
115. ©a Ae = diag(0, 0, 0, 7), e1 = 1/

√
5(0, 1, 0,−2), e2 =

1/
√

30(5,−2, 0,−1), e3 = 1/
√

42(−1,−2, 6,−1), e4 = 1/
√

7(1, 2, 1, 1).
©b Ae = diag(5, 5, 5,−8), e1 = 1

√
5(0, 1, 0, 2), e2 = 1

√
45(0,−4, 5, 2),

e3 = 1/(3
√

13)(9, 4, 4,−2), e4 = 1/
√

13(−2, 2, 2,−1). ©c Ae =
diag(2, 2, 2,−2), e1 = 1/

√
6(1, 0,−1, 2), e2 = 1/

√
12(1, 3,−1,−1), e3 =

1/
√

2(1, 0, 1, 0), e4 = 1/2(−1, 1, 1, 1). ©d Ae = diag(−7,−7, 4, 4), e1 =
1/
√

6(−1,−2, 0, 1), e2 = 1/
√

66(5,−2, 6, 1), e3 = 1/
√

5(0, 1, 0, 2), e4 =
1/
√

55(−5, 2, 5,−1). ©e Ae = diag(5, 5,−9,−9), e1 = 1/
√

70(5, 2, 5,−4),
e2 = 1/

√
5(0, 2, 0, 1), e3 = 1/3(2,−1, 0, 2), e4 = 1/

√
126(−5,−2, 9, 4).

©f Ae = diag(2, 2,−3,−3), e1 = 1/
√

2(0, 1, 1, 0), e2 = 1/
√

10(2,−1, 1, 2),
e3 = 1/

√
3(0,−1, 1,−1), e4 = 1/

√
15(3, 1,−1,−2).

116.©a Au =

 1 0 0
0

√
3

2
1
2

0 − 1
2

√
3

2

,
u1 = (−

√
2/2,

√
2/2, 0),

u2 = (
√

2/6,
√

2/6, 2
√

2/3),
u3 = (2/3, 2/3,−1/3).

©b Au =

 1 0 0
0 1

2

√
3

2

0 −
√

3
2

1
2

,
u1 = (1/

√
2, 0, 1/

√
2),

u2 = (−1/
√

2, 0, 1/
√

2),
u3 = (0,−1, 0).

©c Au =

 1 0 0
0 1√

2
1√
2

0 − 1√
2

1√
2

,
u1 = (−

√
2/2,

√
2/2, 0),

u2 = (
√

2/6,
√

2/6, 2
√

2/3),
u3 = (2/3, 2/3,−1/3).

©d Au =

 1 0 0
0 1

2

√
3

2

0 −
√

3
2

1
2

,
u1 = (−

√
2/2,

√
2/2, 0),

u2 = (
√

2/6,
√

2/6, 2
√

2/3),
u3 = (2/3, 2/3,−1/3).

©e Au =

 1 0 0
0 1√

2
1√
2

0 − 1√
2

1√
2

,
u1 = (1/

√
2, 1/

√
2, 0),

u2 = (0, 0, 1),
u3 = (−1/

√
2, 1/

√
2, 0).

©f Au =

 1 0 0
0 2√

5
1√
5

0 − 1√
5

2√
5

,
u1 = (−

√
2/2,

√
2/2, 0),

u2 = (
√

2/6,
√

2/6, 2
√

2/3),
u3 = (2/3, 2/3,−1/3).
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117.©a Ae =


0 1 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 −3
0 0 3 0

 ,

e1 = (−1/
√

2, 1/
√

2, 0, 0),
e2 = (0, 0,−1/

√
2, 1/

√
2),

e3 = (0, 0, 1/
√

2, 1/
√

2),
e4 = (1/

√
2, 1/

√
2, 0, 0).

©b Ae =


0 3 0 0

−3 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 ,

e1 = (−1/
√

2, 1/
√

2, 0, 0),
e2 = (0, 0,−1/

√
2, 1/

√
2),

e3 = (0, 0, 1/
√

2, 1/
√

2),
e4 = (1/

√
2, 1/

√
2, 0, 0).

©c Ae =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −3
0 0 3 0

 ,

e1 = (1/
√

3,−1/
√

3, 0, 1/
√

3),
e2 = (0,−1/

√
3, 1/

√
3,−1/

√
3),

e3 = (−1/
√

3, 0, 1/
√

3, 1/
√

3),
e4 = (1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3, 0).

©d Ae =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −

√
5

0 0
√

5 0

 ,

e1 = (1/
√

10,−2/
√

10, 2/
√

10, 1/
√

10),
e2 = (−1/

√
2, 0, 0, 1/

√
2),

e3 = (−1/
√

15, 2/
√

15, 3/
√

15,−1/
√

15),
e4 = (1/

√
3, 1/

√
3, 0, 1/

√
3).

©e Ae =

 0 0 0
0 0 −3
0 3 0

 ,

e1 = (2/3,−1/3, 2/3),
e2 = (−4/

√
45, 2/

√
45, 5/

√
45),

e3 = (1/
√

5, 2/
√

5, 0).

©f Ae =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −2

√
2

0 0 2
√

2 0

 ,

e1 = (−1/
√

2, 0, 0, 1/
√

2),
e2 = (−1/2, 1/2, 1/2,−1/2),
e3 = (1/

√
12,−1/

√
12, 3/

√
12, 1/

√
12),

e4 = (1/
√

6, 2/
√

6, 0, 1/
√

6).
118. ©a t21 − 2t22 − 2t23, t1 = x1 − x2 − 3x3, t2 = −2x2 + x3, t3 = x3.

©b 2t21 +3t22, t1 = x1−x2 +3x3, t2 = 2x2−3x3, t3 = x3.©c −3t21 + t22 +2t23,
t1 = x1 + x2 − 3x3, t2 = −2x2 − 3x3, t3 = x3. ©d 2t21 + 2t22 + t23, t1 =
x1−2x2−2x3, t2 = −2x2−x3, t3 = x3.©e −t21−2t22−3t23, t1 = x1−x2+3x3,
t2 = 3x2 − 2x3, t3 = x3. ©f t21 − t22, t1 = x1 − 3x2 − x3, t2 = −3x2 − 2x3,
t3 = x3.

119.©a y2
1+y2

2+y2
3−y2

4 , y1 = x1+2x2−x3+x4, y2 = (x2+x3)/
√

2, y3 =√
2x4, y4 = (x2−x3−2x4)/

√
2.©b y2

1+y2
2−y2

3−y2
4 , y1 = x1−2x2+x3+2x4,

y2 = x2+x3, y3 = x3+x4, y4 = x2.©c y2
1+y2

2−y2
3−y2

4 , y1 = (x1+x2+x4)/2,
y2 = x3 − x4, y3 = (x1 − x2 + 2x3 − x4)/2, y4 = x4. ©d y2

1 + y2
2 − y2

3 − y2
4 ,

y1 = (x1 + x2 + 2x4)/
√

2, y2 = (2x3 − x4)/
√

2, y3 = (x1 − x2 + 2x3)/
√

2,
y4 =

√
5x4/

√
2. ©e y2

1 − y2
2 , y1 = (−x1−x2 +x3−x4)/2, y2 = (−x1−x2−

x3 + x4)/2, y3 = x2, y4 = x4. ©f y2
1 + y2

2 − y2
3 , y1 = x1 + x2 + x3 − 2x4,

y2 = x2 + x3 − x4, y3 = x2, y4 = x4.
120. ©a Положительно определена. ©b Отрицательно определена.
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©c Неположительна. ©d Неотрицательна. ©e , ©f Неопределена.
121.©a При µ < −2 кв. форма отрицательно определена, при µ = −2

кв. форма неположительна, при −2 < µ < 4 кв. форма неопределена,
при µ = 4 кв. форма неотрицательна, при µ > 4 кв. форма положи-
тельно определена.
©b При µ < 8/7 кв. форма неопределена, при µ = 8/7 кв. форма

неотрицательна, при µ > 8/7 кв. форма положительно определена.
©c При µ < −1 кв. форма отрицательно определена, при µ = −1 кв.

форма неположительна, при −1 < µ < 1 кв. форма неопределена, при
µ = 1 кв. форма неотрицательна, при µ > 1 кв. форма положительно
определена.
©d При µ < 0 кв. форма отрицательно определена, при µ = 0 кв.

форма неположительна, при 0 < µ кв. форма неопределена.
©e При µ < −1 кв. форма отрицательно определена, при µ = −1 кв.

форма неположительна, при −1 < µ кв. форма неопределена.
©f При µ < 0, 1/5 < µ кв. форма неопределена, при µ = 0, µ = 1/5

кв. форма неотрицательна, при 0 < µ < 1/5 кв. форма положительно
определена.

122. ©a f(x) = 3y2
1 + 3y2

2 − 3y2
3 , y1 = (2x1 − x2 + 5x3)/

√
30, y2 =

(x1 + 2x2)/
√

5, y3 = (−2x1 + x2 + x3)/
√

6. ©b f(x) = y2
1 + y2

2 − 2y2
3 ,

y1 = (x2 + x3)/
√

2, y2 = (2x1 − x2 + x3)/
√

6, y3 = (−x1 − x2 + x3)/
√

3.
©c f(x) = 6y2

3 , y1 = (2x1 + x3)/
√

5, y2 = (x1 + 5x2 − 2x3)/
√

30, y3 =
(x1 − x2 − 2x3)/

√
6. ©d f(x) = 3y2

1 + 3y2
2 − 3y2

3 , y1 = (−x1 + x2)/
√

2,
y2 = (−x1−x2+2x3)/

√
6, y3 = (x1+x2+x3)/

√
3.©e f(x) = 5y2

1+5y2
2−4y2

3 ,
y1 = (−x1 − x2 + 2x3)/

√
6, y2 = (x1 − x2)/

√
2, y3 = (x1 + x2 + x3)/

√
3.

©f f(x) = 9y2
1 + 9y2

2 , y1 = (x1 + 2x3)/
√

5, y2 = (−4x1 + 5x2 + 2x3)/
√

45,
y3 = (2x1 + 2x2 − x3)/3. ©g f(x) = y2

1 + 3y2
2 , y1 = (x1 + x2)/

√
2, y2 =

(−x1 + x2 + 2x3)/
√

6, y3 = (x1 − x2 + x3)/
√

3.
123. ©a f(x) = −3y2

1 − 3y2
2 + 5y2

3 + 5y2
4 , y1 = (2x1 + x2 + x3)/

√
6, y2 =

(x1−x2−x3 +3x4)/
√

12, y3 = (x2−x3)/
√

2, y4 = (−x1 +x2 +x3 +x4)/2.
©b f(x) = 5y2

1 + 5y2
2 , y1 = (x2 − x3/

√
2, y2 = (2x1 − x2 − x3 − 2x4)/

√
10,

y3 = (x2 + x3 − x4)/
√

3, y4 = (3x1 + x2 + x3 + 2x4)/
√

15. ©c f(x) =
−7y2

1−7y2
2+3y2

3+3y2
4 , y1 = (−x1+2x2+x3+2x4)/

√
10, y2 = (x1+x3)/

√
2,

y3 = (x1− 2x2−x3 +3x4)/
√

15, y4 = (−x1−x2 +x3)/
√

3. ©d f(x) = 7y2
4 ,

y1 = (2x1 + x2)/
√

5, y2 = (x1 − 2x2 − x3 + 6x4)/
√

42, y3 = (x1 − 2x2 +
5x3)/

√
30, y4 = (−x1+2x2+x3+x4)/

√
7.©e f(x) = −4y2

1−4y2
2−4y2

3+6y2
4 ,

y1 = (−2x1 + x2)/
√

5, y2 = (−x1 − 2x2 + 2x3 + 9x4)/
√

90, y3 = (2x1 +
4x2 + 5x3)/

√
45, y4 = (x1 + 2x2 − 2x3 + x4)/

√
10. ©f f(x) = −5y2

1 −
5y2

2 − 5y2
3 + 8y2

4 , y1 = (x1 + 2x2)/
√

5, y2 = (4x1 − 2x2 − 4x3 + 9x4)/
√

117,
y3 = (4x1 − 2x2 + 5x3)/

√
45, y4 = (−2x1 + x2 + 2x3 + 2x4)/

√
13.
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ПРИЛОЖЕНИЕ.

1. Решить следующие системы уравнений.

a).

 3x1 + 2x2 − 2x3 = 4,
2x1 − 2x2 + 3x3 = −3,
−2x1 + 2x2 − 2x3 = 4.

b).

 3x1 − x2 − x3 = −4,
x1 + 3x2 − x3 = −2,
x1 + x2 + 3x3 = 2.

c).

 x1 + 3x2 + x3 = −2,
−2x1 − 2x2 − 2x3 = 0,
−x1 − 2x2 + x3 = 3.

d).

 −x1 + 2x2 − 2x3 = 0,
−2x1 + 2x2 + x3 = 4,
2x1 − x2 − x3 = −1.

e).

 x1 − x2 + 2x3 = −4,
−x1 − x2 + x3 = −3,
x1 + 2x2 + 3x3 = 1.

f).

 −x1 − 2x2 − 2x3 = 4,
−2x1 − 2x2 + x3 = 3,
−2x1 − 2x2 + 3x3 = 1.

g).

 2x1 + x2 + 2x3 = 1,
2x1 + x2 + x3 = 0,
3x1 − 2x2 − x3 = 1.

h).

 −x1 + 2x2 + 2x3 = 2,
−2x1 − x2 − x3 = 4,
−2x1 − x2 + 2x3 = −2.

i).

 2x1 + 2x2 + x3 = 3,
−2x1 − x2 − x3 = −4,
3x1 + 2x2 − 2x3 = 2.

j).

 x1 + 3x2 + x3 = 2,
2x1 + 3x2 + x3 = 3,
x1 − 2x2 − 2x3 = 3.

k).

 2x1 + x2 − x3 = −3,
−x1 + 2x2 − 2x3 = 4,
−x1 − x2 + 2x3 = 1.

l).

 2x1 + 2x2 + 3x3 = 3,
−2x1 + 2x2 + x3 = 1,
3x1 − x2 + x3 = 0.

m).

 2x1 + 2x2 − x3 = −3,
2x1 + x2 + 2x3 = 2,
−2x1 − 2x2 − 2x3 = 0.

n).

 x1 − 2x2 + 3x3 = −4,
x1 − x2 − 2x3 = 2,
−2x1 − x2 − x3 = −2.

o).

 x1 − x2 + x3 = −1,
−x1 − x2 + x3 = 3,
−2x1 + 2x2 − x3 = 1.

p).

 2x1 + x2 + x3 = 2,
2x1 − 2x2 − 2x3 = 2,
−x1 + x2 + 2x3 = 2.

q).

 3x1 − 2x2 − 2x3 = −2,
2x1 + 3x2 − x3 = 4,
3x1 − x2 − x3 = 2.

r).

 −2x1 − x2 − 2x3 = 0,
x1 − 2x2 − x3 = −4,
−x1 + x2 + x3 = 4.

s).

 x1 − x2 − 2x3 = 4,
3x1 + x2 + x3 = 0,
2x1 + 2x2 − x3 = −4.

t).

 −2x1 − x2 + 2x3 = 2,
x1 + 3x2 + 2x3 = −3,
−2x1 − x2 − x3 = −1.

u).

 2x1 + 3x2 + x3 = 1,
−x1 − x2 + x3 = −1,
−2x1 − x2 + 2x3 = −3.

v).

 −x1 + 3x2 + x3 = 4,
−x1 − 2x2 − x3 = −4,
2x1 − 2x2 + x3 = −3.
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w).

 −x1 − x2 + x3 = 0,
−2x1 + x2 − x3 = 3,
2x1 + x2 + 3x3 = 3.

x).

 −2x1 − x2 + 2x3 = 0,
3x1 + x2 − 2x3 = 3,
x1 − x2 − 2x3 = 1.

2. Решить следующие системы уравнений.

a).

 −2x2 − 4x3 − 2x4 = 6,
−3x1 + 2x2 + x3 − 4x4 = 3,
−2x1 + x2 − 3x4 = 3.

b).

 −2x1 − x2 − 5x4 = −1,
−x1 + 3x2 + 7x3 + x4 = 3,
x1 + 3x2 + 5x3 + 5x4 = 3.

c).

 3x1 + x2 − x3 + 5x4 = −1,
−3x1 − 2x2 − x3 − 4x4 = 5,
x1 − x3 + 2x4 = 1.

d).

 x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 3,
−x1 + 3x2 + x3 − 5x4 = 6,
−2x1 + 2x2 − 6x4 = 6.

e).


−3x1 − x2 − 4x3 − 2x4 = −3,
−3x1 − 2x2 − 5x3 − x4 = −3,
x1 − 2x2 − x3 + 3x4 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 1.

f).


−2x1 − x2 − 4x3 − x4 = 1,
x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 1,
x1 − 3x2 − 5x3 + 4x4 = −4,
2x1 + x2 + 4x3 + x4 = −1.

g).


x1 + x2 + x3 + 2x4 = 2,
−2x1 + 2x2 + 6x3 = −4,
2x1 − 3x2 − 8x3 − x4 = 4,
3x1 + x2 − x3 + 4x4 = 6.

h).


−3x1 + 2x2 + 7x3 − x4 = 5,
−x1 + 2x2 + 5x3 + x4 = 3,
−3x2 − 6x3 − 3x4 = −3,
−2x1 − 2x2 − 2x3 − 4x4 = 0.

i).


−x1 − 3x2 − 2x3 − 4x4 = −2,
−3x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 5,
−3x1 + x2 + 4x3 − 2x4 = 4,
−3x2 − 3x3 − 3x4 = −3.

j).


−x1 − x2 + x3 − 3x4 = −3,
2x1 + x2 − 4x3 + 5x4 = 5,
−2x1 − 2x2 + 2x3 − 6x4 = −6,
x2 + 2x3 + x4 = 1.

k).


−x1 + 2x2 + 7x3 + x4 = −3,
2x1 − x2 − 8x3 + x4 = 0,
−2x1 − 2x2 + 2x3 − 4x4 = 6,
−2x2 − 4x3 − 2x4 = 4.

l).


−3x1 + 2x2 − 5x3 − 5x4 = 4,
x1 + 2x2 + 7x3 − x4 = 4,
−x1 − 3x3 − x4 = 0,
−x1 + x2 − x3 − 2x4 = 2.

m).


3x1 + x3 − 4x4 = 3,
−2x1 + 2x2 + 6x4 = −2,
x1 − x2 + 3x3 + 3x4 = 1,
−2x1 + x2 + x3 + 7x4 = −2,
2x1 + 3x2 − 2x3 − 5x4 = 2.

n).


2x1 − x2 − 2x3 − 3x4 = −4,
−2x1 + 3x2 + 3x3 + x4 = 3,
x1 + x2 − x3 − 3x4 = −5,
−2x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = −1,
x1 + 3x2 + 3x3 − 5x4 = 3.

o).


x1 + 2x2 + x3 = −4,
−x2 − 2x3 + 2x4 = 4,
2x1 + 3x2 − x3 + 3x4 = −3,
−x2 + x3 − x4 = 1,
3x1 + 2x2 + 3x4 = −1.

p).


x1 − x2 + x3 − 3x4 = 0,
3x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 = 5,
3x1 − 2x2 + 2x3 − 7x4 = 0,
−x1 − x2 − 2x3 − x4 = −3,
−2x1 + 2x2 − 2x3 + 6x4 = 0.
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q).


2x2 + 2x3 − 4x4 = 0,
x1 + 2x2 − 4x4 = −1,
−x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1,
3x1 − x2 + 2x3 − 7x4 = −3,
3x1 − x2 − 5x4 = −3.

r).


2x1 − x2 + 3x3 + 2x4 = 1,
2x2 − x3 + 2x4 = 2,
−x1 + 3x2 − 2x3 + 3x4 = 2,
2x1 + 3x2 + x3 + 6x4 = 5,
3x1 − x2 − 2x3 − 9x4 = 2.

s).


−2x1 + 2x2 + x3 + 5x4 = 3,
−x1 − x2 + x3 − 3x4 = −1,
3x2 − x3 + 8x4 = 3,
−x2 + 2x3 − x4 = 4,
−2x1 − 2x2 + 2x3 − 6x4 = −2.

t).


−x1 − 2x2 − 3x4 = −1,
−x1 + 3x2 − 2x3 − 2x4 = −5,
−x1 + x2 + 2x3 + 4x4 = 3,
−2x1 + 2x2 + 3x3 + 6x4 = 4.

u).


−2x2 + 3x3 + x4 = 1,
−x1 + 3x2 − 2x3 − 7x4 = −1,
−2x1 + 2x3 − 8x4 = −2,
x1 − 2x2 + x3 + 6x4 = 1.

v).


−2x1 + 3x2 − 8x4 = 1,
−2x1 + 2x2 − 2x3 − 8x4 = 0,
3x1 + 3x2 − 2x3 − 5x4 = 6,
2x1 − x2 − 2x3 + 2x4 = 1.

w).


3x1 + x2 − 2x3 − 2x4 = 6,
2x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = −3,
3x1 + 2x3 − 3x4 = 1,
x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 = 2.

x).


2x1 − x2 − x3 + x4 = 2,
−x1 + 3x2 − 2x4 = −1,
−x1 + 3x2 + 3x3 + 7x4 = −1,
−2x1 − 2x2 + x3 − x4 = −2.

3. Для следующих матриц второго порядка решить матричное урав-
нение X + AXB = C.

a). A =
(

3 −1
−2 2

)
, B =

(
3 2
1 4

)
, C =

(
−2 2

5 −5

)
.

b). A =
(

4 −3
−1 −1

)
, B =

(
−2 2

1 −3

)
, C =

(
−6 −6

8 8

)
.

c). A =
(

2 3
1 3

)
, B =

(
−1 2
−3 −2

)
, C =

(
−7 1
−4 0

)
.

d). A =
(

3 1
3 4

)
, B =

(
−2 4

2 1

)
, C =

(
−9 4
−5 −7

)
.

e). A =
(

2 −1
2 −1

)
, B =

(
1 3
3 4

)
, C =

(
−2 −5
−2 −7

)
.

f). A =
(
−2 2

3 −4

)
, B =

(
1 1
3 2

)
, C =

(
2 1

−9 0

)
.

g). A =
(

2 2
1 2

)
, B =

(
3 3

−3 −1

)
, C =

(
−8 −6

1 0

)
.

h). A =
(

2 2
3 −2

)
, B =

(
−4 −1
−2 −2

)
, C =

(
0 6
1 −8

)
.

i). A =
(
−3 −2

2 1

)
, B =

(
2 3
3 1

)
, C =

(
−8 4

6 −1

)
.
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j). A =
(

2 −4
−2 −2

)
, B =

(
−1 −1
−4 −3

)
, C =

(
7 3

−6 −4

)
.

k). A =
(
−4 −3
−1 −1

)
, B =

(
1 −3
4 −4

)
, C =

(
−5 7
−2 −5

)
.

l). A =
(
−2 4

4 2

)
, B =

(
−1 −2

2 4

)
, C =

(
−4 −2
−4 −2

)
.

m). A =
(

2 2
3 4

)
, B =

(
1 1
3 1

)
, C =

(
2 3
2 2

)
.

n). A =
(

4 3
4 3

)
, B =

(
−3 −2

2 −3

)
, C =

(
2 2
4 2

)
.

o). A =
(
−1 1

2 −4

)
, B =

(
−4 −4
−1 −1

)
, C =

(
2 −2

−2 −2

)
.

p). A =
(

3 −3
3 −2

)
, B =

(
3 4
1 1

)
, C =

(
1 −1

−1 1

)
.

q). A =
(

3 2
−3 4

)
, B =

(
−3 1
−3 1

)
, C =

(
5 0

−6 0

)
.

r). A =
(
−1 4
−2 3

)
, B =

(
−1 3
−2 2

)
, C =

(
6 7
8 −7

)
.

s). A =
(

4 1
4 1

)
, B =

(
4 4

−2 −2

)
, C =

(
−8 −6
−6 −8

)
.

t). A =
(

3 2
2 1

)
, B =

(
1 1
2 −1

)
, C =

(
4 3
6 −1

)
.

u). A =
(
−3 1

3 3

)
, B =

(
1 −4
1 4

)
, C =

(
−2 0
−7 −1

)
.

v). A =
(

3 1
−3 2

)
, B =

(
2 3

−1 1

)
, C =

(
7 −8
5 −9

)
.

w). A =
(

1 3
4 −3

)
, B =

(
1 −3
1 −2

)
, C =

(
−1 2

0 4

)
.

x). A =
(

2 2
4 1

)
, B =

(
2 1
1 4

)
, C =

(
3 −6
7 −1

)
.

4. Для следующих матриц второго порядка решить матричное урав-
нение AX + XB = C.

a). A =
(

3 2
1 −2

)
, B =

(
−2 3

3 3

)
, C =

(
−2 −2

4 3

)
.

b). A =
(

2 −1
−1 4

)
, B =

(
−2 1
−4 1

)
, C =

(
−8 6

5 −7

)
.

c). A =
(
−2 1

4 3

)
, B =

(
−2 −3
−4 −1

)
, C =

(
9 4

−3 −3

)
.
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d). A =
(
−1 2
−2 −4

)
, B =

(
−4 3

2 −4

)
, C =

(
4 9
4 6

)
.

e). A =
(

3 −3
3 1

)
, B =

(
3 2

−4 4

)
, C =

(
−2 −7

8 1

)
.

f). A =
(
−4 1
−4 4

)
, B =

(
2 1
1 2

)
, C =

(
7 −7

−5 2

)
.

g). A =
(
−4 −1

1 −2

)
, B =

(
1 3
2 4

)
, C =

(
3 −7
7 8

)
.

h). A =
(
−3 4

4 4

)
, B =

(
2 1
3 −4

)
, C =

(
8 0
1 −5

)
.

i). A =
(

1 4
2 −1

)
, B =

(
−3 −4
−4 4

)
, C =

(
−4 5
−8 4

)
.

j). A =
(

2 3
1 2

)
, B =

(
−2 −1
−1 2

)
, C =

(
6 −3
3 −2

)
.

k). A =
(
−1 4

3 3

)
, B =

(
−3 2

4 −3

)
, C =

(
−8 −8
−8 −4

)
.

l). A =
(
−2 −4
−4 3

)
, B =

(
2 −3

−4 3

)
, C =

(
−4 4

9 −9

)
.

m). A =
(
−1 2
−4 1

)
, B =

(
4 −2
1 2

)
, C =

(
−7 −5

4 −8

)
.

n). A =
(

2 2
3 4

)
, B =

(
−1 −1

3 4

)
, C =

(
0 3
0 6

)
.

o). A =
(
−4 2

3 −1

)
, B =

(
2 −3
4 4

)
, C =

(
−8 −5
−4 6

)
.

p). A =
(

1 2
1 −2

)
, B =

(
3 2
2 2

)
, C =

(
−4 9

4 5

)
.

q). A =
(

4 −3
3 1

)
, B =

(
1 1
1 −3

)
, C =

(
3 −2

−9 −6

)
.

r). A =
(
−4 1

4 3

)
, B =

(
1 2

−2 1

)
, C =

(
6 6
8 −4

)
.

s). A =
(

1 1
1 1

)
, B =

(
3 −1

−3 4

)
, C =

(
−2 −8
−2 −2

)
.

t). A =
(

1 −3
4 −2

)
, B =

(
4 1
4 3

)
, C =

(
7 4

−2 3

)
.

u). A =
(

3 −3
4 1

)
, B =

(
1 2
1 3

)
, C =

(
−5 −5
−5 −8

)
.

v). A =
(
−2 −1
−1 3

)
, B =

(
2 −3

−1 2

)
, C =

(
0 8

−1 −8

)
.
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w). A =
(

4 −4
3 1

)
, B =

(
4 1
1 2

)
, C =

(
−9 −3
−4 −6

)
.

x). A =
(

4 1
3 1

)
, B =

(
2 4
2 −2

)
, C =

(
−4 −6
−4 −4

)
.

5. Для следующих матриц второго порядка решить матричное урав-
нение AXB = C.

a). A =
(

3 1
1 3

)
, B =

(
4 1
3 −4

)
, C =

(
6 −8

−6 8

)
.

b). A =
(
−2 −3

1 1

)
, B =

(
−4 −3
−3 −1

)
, C =

(
6 7

−1 −2

)
.

c). A =
(

3 1
4 4

)
, B =

(
4 −4
3 3

)
, C =

(
8 −8
0 0

)
.

d). A =
(

1 −4
3 2

)
, B =

(
4 1
1 2

)
, C =

(
−3 1
−9 3

)
.

e). A =
(

2 2
1 −1

)
, B =

(
−1 −1
−2 1

)
, C =

(
8 −4
8 8

)
.

f). A =
(

4 −3
2 3

)
, B =

(
−4 3
−3 2

)
, C =

(
−6 3

6 −3

)
.

g). A =
(

2 3
−3 4

)
, B =

(
−1 −1

3 −1

)
, C =

(
6 −6
8 −8

)
.

h). A =
(
−3 2

2 3

)
, B =

(
2 2
2 3

)
, C =

(
0 −3
0 2

)
.

i). A =
(

1 3
−3 −3

)
, B =

(
2 3
4 4

)
, C =

(
−8 −6

0 −6

)
.

j). A =
(

2 4
4 4

)
, B =

(
1 −3
1 3

)
, C =

(
−6 6
−8 0

)
.

k). A =
(

1 3
3 3

)
, B =

(
2 3
4 2

)
, C =

(
−6 7

6 9

)
.

l). A =
(

2 3
1 4

)
, B =

(
−2 1
−2 −2

)
, C =

(
−6 −6

2 2

)
.

m). A =
(
−2 −1

2 2

)
, B =

(
2 4
2 1

)
, C =

(
−4 4

8 4

)
.

n). A =
(
−4 −2

3 2

)
, B =

(
2 4
2 −4

)
, C =

(
0 0
4 −8

)
.

o). A =
(

3 1
−4 2

)
, B =

(
−1 3

4 2

)
, C =

(
1 −3
2 −6

)
.

p). A =
(
−2 1

4 3

)
, B =

(
1 1

−2 −1

)
, C =

(
−1 −1

7 7

)
.
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q). A =
(

1 1
3 −4

)
, B =

(
1 −1
4 2

)
, C =

(
−1 1
−3 3

)
.

r). A =
(

4 −3
−4 4

)
, B =

(
−1 2

1 −1

)
, C =

(
4 4

−4 −8

)
.

s). A =
(

3 3
−1 1

)
, B =

(
2 −4
4 −1

)
, C =

(
6 9

−2 −3

)
.

t). A =
(

2 3
2 1

)
, B =

(
−1 −3

4 4

)
, C =

(
3 9
1 3

)
.

u). A =
(

1 1
1 2

)
, B =

(
2 4
4 −2

)
, C =

(
0 0
2 4

)
.

v). A =
(

2 3
4 4

)
, B =

(
−1 2
−4 4

)
, C =

(
−8 8
−4 8

)
.

w). A =
(

3 4
−3 3

)
, B =

(
3 1
3 −1

)
, C =

(
9 −3

−9 3

)
.

x). A =
(

1 3
4 2

)
, B =

(
4 1
2 4

)
, C =

(
4 8

−4 −8

)
.

6. Для следующих матриц третьего порядка найти их обратные.

a).

 −2 −3 −4
−3 2 −3

4 −5 3

 . b).

 −4 2 3
−4 3 4
−3 −3 −2

 . c).

 −3 −2 −2
−5 −3 −4
−4 −3 −3

 .

d).

 −3 −3 4
3 4 3
2 2 −3

 . e).

 −4 4 −5
−3 2 3
−3 3 −4

 . f).

 −4 −5 −5
−3 2 −3
−4 3 −4

 .

g).

 −3 3 5
−3 −4 3

4 2 −5

 . h).

 −5 5 2
4 −3 −2

−3 −2 3

 . i).

 5 −2 5
5 −4 4

−3 3 −2

 .

j).

 4 3 2
3 3 −5

−3 −2 −4

 . k).

 −5 2 −3
5 −4 4
4 −5 4

 . l).

 −3 −2 −3
3 3 −2
5 5 −3

 .

m).

 5 −3 −4
−5 −2 3
−2 3 2

 . n).

 −3 5 3
−2 −5 3
−3 −3 4

 . o).

 −5 4 3
−3 5 2
−5 5 3

 .

p).

 −4 5 −3
3 −4 5

−2 2 5

 . q).

 2 3 3
5 5 −3
3 3 −2

 . r).

 −4 −3 −4
2 −3 −3
5 2 3

 .

s).

 5 −2 2
2 −4 −5

−3 3 2

 . t).

 −2 −4 5
−4 3 −3

3 −2 2

 . u).

 −2 −4 3
2 5 −4
5 −2 4

 .
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v).

 3 4 −4
3 4 −3

−4 −5 5

 . w).

 −3 −3 −4
2 2 3
5 4 −3

 . x).

 −4 3 2
−5 3 −3
−2 2 5

 .

7. Для следующих матриц четвертого порядка найти их обратные.

a).


4 3 3 0
3 3 2 1
2 3 3 1
1 2 2 1

 . b).


3 1 1 0
4 3 3 2
2 1 2 1
1 1 1 1

 . c).


4 2 2 1
4 3 4 2
3 2 1 0
1 1 2 1

 .

d).


2 1 2 1
3 2 2 1
2 1 3 2
1 0 1 1

 . e).


3 4 1 0
3 3 2 1
3 2 2 1
1 1 1 1

 . f).


4 2 1 1
3 2 3 2
1 1 2 1
1 0 1 1

 .

g).


3 4 3 1
2 4 3 1
1 2 2 1
1 1 1 1

 . h).


3 3 4 2
1 2 2 1
1 3 4 3
0 1 1 1

 . i).


2 4 2 1
2 3 4 2
1 2 3 2
0 1 1 1

 .

j).


4 4 4 1
4 3 2 0
3 3 4 1
1 2 3 1

 . k).


3 1 2 0
2 3 2 1
3 4 3 2
1 2 1 1

 . l).


3 4 4 1
1 1 1 0
2 2 4 1
1 2 3 1

 .

m).


1 4 2 2
4 4 3 1
2 2 2 1
0 1 1 1

 . n).


2 1 2 1
2 2 1 1
1 2 3 2
0 1 1 1

 . o).


2 4 1 1
3 4 3 1
2 3 2 1
1 3 1 1

 .

p).


3 3 2 1
4 2 3 1
4 1 3 1
2 0 2 1

 . q).


1 2 2 0
3 3 4 1
1 2 4 1
1 1 3 1

 . r).


3 1 3 1
4 2 4 1
1 1 2 1
0 1 1 1

 .

s).


3 2 1 1
3 2 2 1
4 3 4 3
1 1 1 1

 . t).


1 2 2 0
4 4 3 3
2 3 3 2
1 1 1 1

 . u).


3 4 1 1
2 2 1 1
3 2 1 2
1 1 0 1

 .

v).


4 3 2 1
1 2 1 1
3 4 3 2
0 1 1 1

 . w).


3 3 2 0
3 4 3 1
3 4 4 3
1 1 1 1

 . x).


4 4 3 3
3 2 3 1
2 1 2 1
1 1 1 1

 .

8. Решить матричное уравнение AX = B.

a). A =

 −2 3 2
−2 2 1
−1 1 −1

 , B =

 1 −4 4
0 −3 0
3 0 −3

 .
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b). A =

 −2 −1 1
1 1 2
1 2 −2

 , B =

 −3 1 2
−1 −1 1

3 −2 −4

 .

c). A =

 −1 1 −1
3 1 1
1 −2 2

 , B =

 −1 −1 0
1 1 −2
1 2 0

 .

d). A =

 1 −1 −2
1 2 3

−1 2 1

 , B =

 −3 1 2
0 3 3
4 −3 1

 .

e). A =

 −1 −1 −1
3 1 2
1 3 3

 , B =

 0 1 0 −1
−4 −2 3 4

4 −3 −4 3

 .

f). A =

 −2 1 −1
1 −2 1
1 −1 2

 , B =

 −2 −3 −2 0
0 2 −1 1
2 3 3 3

 .

g). A =

 2 −2 −1
−1 1 −1

3 −2 1

 , B =

 0 −4 0 4
0 −1 3 1
1 −1 −2 3

 .

h). A =


3 −1 −1

−2 2 1
−1 −2 −2

2 −1 −1

 , B =


−3 0 −2

0 2 3
1 0 −4

−2 0 −2

 .

i). A =


2 1 1

−2 2 1
1 1 2
0 2 −1

 , B =


4 4 4

−3 −4 1
1 2 4
3 0 1

 .

j). A =


2 −1 2
1 −2 3

−1 2 −2
1 0 2

 , B =


1 1 2
0 3 4
2 −1 −4
4 3 0

 .

k). A =


−1 −1 1

2 1 −1
2 1 −2

−1 0 3

 , B =


2 −1 1
0 1 −3

−2 0 −1
4 3 −4

 .

l). A =


−1 1

2 −1
1 −1

−1 2

 , B =


−1 1 1 2

1 −3 1 −2
1 −1 −1 −2

−2 0 4 4

 .
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m). A =


−1 1

1 1
1 −1
1 2

 , B =


−2 4 −3 3

2 0 −1 1
2 −4 3 −3
2 2 −3 3

 .

n). A =


−1 −2
−2 1

2 1
−1 1

 , B =


1 2 2 −1

−3 4 −1 −2
1 −4 −1 2

−2 2 −1 −1

 .

o). A =


−1 1

2 −1
2 −2

−1 3

 , B =


1 1 −1 0

−1 −2 2 −1
−2 −2 2 0

3 1 −1 −2

 .

p). A =


1 −1
3 1
2 3
2 2

 , B =


1 1 3 2
3 −1 1 2
2 −3 −4 −1
2 −2 −2 0

 .

q). A =


2 −2
1 1

−1 1
−2 1

1 −1

 , B =


2 −4 4

−1 −2 2
−1 2 −2
−1 4 −4

1 −2 2

 .

r). A =


−2 3

1 −1
−1 2

3 −2
−2 2

 , B =


4 1 −2

−1 −1 0
3 0 −2

−1 −4 −2
2 2 0

 .

s). A =


−1 2

1 2
−2 −2
−2 3
−2 2

 , B =


1 1 −2

−1 −1 −2
2 2 2
2 2 −3
2 2 −2

 .

t). A =


2 1
1 1
2 3
2 −1

−1 −2

 , B =


0 0 −1
1 1 −1
4 4 −3

−4 −4 1
−3 −3 2

 .
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u). A =


1 3 −2
1 1 2
3 2 −1

−1 −2 3

 , B =


−2 −2

0 −4
1 −4
1 0

 .

v). A =


−2 2 2

1 2 3
2 −1 −1
1 −1 1

 , B =


2 4
2 0

−1 −4
−1 2

 .

w). A =


−2 2 3
−1 1 −1

1 −2 −2
3 −2 −2

 , B =


1 1

−2 −2
−3 −1

3 1

 .

x). A =


−2 1 1

3 −2 −1
−2 1 2
−1 1 −1

 , B =


−3 −3

3 3
−4 −4

1 1

 .

9. Решить матричное уравнение XA = B.

a). A =

 1 3 2
−1 −1 −2
−1 1 −1

 , B =

 0 2 −1
0 −4 0

−1 3 −2

 .

b). A =

 2 −2 3
−1 1 1

1 −2 1

 , B =

 −1 2 −1
−1 0 −2

0 −3 −4

 .

c). A =

 2 2 −2
1 −1 −2
3 2 −1

 , B =

 1 4 3
−2 1 1
−2 −3 −1

 .

d). A =

 2 2 1
2 1 3

−2 −1 −1

 , B =

 2 4 −1
−4 0 −4

2 0 1

 .

e). A =

 −2 1 2
−1 2 1

1 −1 1

 , B =


3 1 −1
5 −2 −1

−1 4 5
1 −2 5

 .

f). A =

 2 −2 −1
1 2 2

−2 1 −1

 , B =


−4 −2 −3

5 −3 −2
−2 −4 −4

1 −4 −3

 .
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g). A =

 1 2 3
−2 −1 1

1 1 2

 , B =


−5 −2 1

1 2 3
1 0 −3
0 −1 −1

 .

h). A =

 2 −1 1
3 3 2

−1 −2 −1

 , B =


0 −3 −1
4 5 3
4 5 3
0 −3 −1

 .

i). A =

 −1 −2 2 2
3 1 −2 −1
1 1 −1 −2

 , B =

 5 2 −3 −5
−4 −3 4 3
−2 −1 2 −1

 .

j). A =

 1 −2 1 −2
1 −2 3 3

−1 −1 3 2

 , B =

 1 −2 1 −2
−5 4 1 5

2 2 −4 1

 .

k). A =

 −2 −1 1 1
3 2 −1 1
1 −1 −1 2

 , B =

 −4 1 3 −3
−5 −5 1 0
−5 −4 2 5

 .

l). A =

 1 −1 3 2
−1 3 −1 2
−2 3 3 −2

 , B =

 −1 1 −3 −2
−1 0 4 −4

3 −4 0 4

 .

m). A =
(

1 2 1 1
3 2 −2 −1

)
, B =


5 2 −5 −3
3 2 −2 −1
3 2 −2 −1

−1 2 4 3

 .

n). A =
(

3 −2 −1 3
3 −1 1 1

)
, B =


−3 2 1 −3

0 −1 −2 2
−3 2 1 −3

0 1 2 −2

 .

o). A =
(

1 −1 −2 1
1 1 1 −2

)
, B =


3 −1 −3 0

−1 3 5 −4
−1 3 5 −4
−1 −3 −4 5

 .

p). A =
(

2 1 −2 1
2 −2 1 −1

)
, B =


2 −5 4 −3
0 3 −3 2

−2 2 −1 1
4 2 −4 2

 .

q). A =
(
−2 3 −2 2 −1
−2 3 −1 3 −1

)
, B =

 0 0 −2 −2 0
−2 3 1 5 −1
−2 3 −4 0 −1

 .
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r). A =
(
−2 −1 1 3 −1
−2 1 1 1 3

)
, B =

 2 3 −1 −5 5
−4 0 2 4 2
−2 −1 1 3 −1

 .

s). A =
(

2 1 1 −1 −2
1 1 −1 −2 −1

)
, B =

 −1 −1 1 2 1
1 2 −4 −5 −1

−3 −1 −3 0 3

 .

t). A =
(
−1 1 2 −2 3

3 −1 −1 2 −2

)
, B =

 4 −2 −3 4 −5
−1 −1 −3 2 −4
−5 1 0 −2 1

 .

u). A =

 −1 −2 1 1
3 1 −2 3

−2 −1 1 −1

 , B =
(
−4 −2 2 −2
−2 0 2 −4

)
.

v). A =

 1 −2 3 −1
−2 2 1 3
−2 1 −1 1

 , B =
(
−2 −1 −5 −3

1 −4 −1 −5

)
.

w). A =

 −1 1 3 3
2 2 2 3

−1 −2 −1 −2

 , B =
(
−5 −4 3 0
−2 −2 −2 −3

)
.

x). A =

 −1 1 −1 3
−2 3 1 −2

2 2 1 1

 , B =
(
−1 −4 −3 4
−4 5 −1 4

)
.

10. Решить матричное уравнение AX = B.

a). A =

 1 1 2
−2 −1 −3
−1 2 1

 , B =

 1 0 0
−1 −2 1

2 −6 3

 .

b). A =

 2 −1 1
3 0 3
0 −2 −2

 , B =

 4 3 −1
3 3 0
4 2 −2

 .

c). A =

 0 2 2
−2 3 1
−1 2 1

 , B =

 −2 0 −6
−3 4 −5
−2 2 −4

 .

d). A =
(

2 1 3
1 −2 1

)
, B =

(
−1 −3 5

0 −3 −2

)
.

e). A =
(
−1 −1 −1

2 −2 3

)
, B =

(
−3 2 −1

2 −4 −1

)
.

f). A =
(

2 −4 4
1 −2 2

)
, B =

(
−2 2 −6
−1 1 −3

)
.

g). A =
(

1 −1 2
3 −3 6

)
, B =

(
1 −2 1
3 −6 3

)
.
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h). A =
(

1 −2 2 −1
−2 4 −4 2

)
, B =

(
2 1

−4 −2

)
.

i). A =
(
−1 2 −2 1

1 −2 2 −1

)
, B =

(
5 −2

−5 2

)
.

j). A =
(
−2 1 1 −2
−1 2 3 −1

)
, B =

(
−3 −2
−2 −3

)
.

k). A =
(

3 −2 1 1
−1 −2 2 −2

)
, B =

(
6 6
4 −4

)
.

l). A =
(
−1 1 −1

2 3 −2

)
, B =

(
−2 1 2 2
−6 1 6 0

)
.

m). A =
(

1 −2 −1
−1 2 1

)
, B =

(
2 0 −2 4

−2 0 2 −4

)
.

n). A =
(
−1 −2 1
−2 −4 2

)
, B =

(
−3 3 −1 2
−6 6 −2 4

)
.

o). A =
(
−1 2 −2
−1 2 −2

)
, B =

(
−1 0 2 1
−1 0 2 1

)
.

p). A =


2 −2 −4
2 2 4
2 3 6
1 −2 −4

 , B =


4 0
4 −4
4 −5
2 1

 .

q). A =


−1 2 1

3 1 4
−1 1 0

0 −2 −2

 , B =


−3 3

2 5
−2 1

2 −4

 .

r). A =


−2 1 −1

3 −1 2
−2 3 1

3 −1 2

 , B =


3 −3

−5 4
1 −5

−5 4

 .

s). A =


1 −1 0
3 1 4
3 −1 2

−2 −1 −3

 , B =


−1 −2

5 −2
1 −4

−4 1

 .

t). A =


2 1 3

−2 3 1
0 2 2

−1 3 2

 , B =


5 4

−1 4
2 4
1 5

 .

u). A =
(

1 −2 2 0
−2 −2 1 −2

)
, B =

(
−6 −1 4
−6 −4 2

)
.
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v). A =
(

3 1 −2 −1
−2 2 3 2

)
, B =

(
2 −5 5

−2 3 −5

)
.

w). A =
(
−2 4 −4 2

1 −2 2 −1

)
, B =

(
6 4 6

−3 −2 −3

)
.

x). A =
(

1 3 −2 −1
−1 −3 2 1

)
, B =

(
−5 −4 −2

5 4 2

)
.

11. Решить матричное уравнение XA = B.

a). A =

 1 1 0
0 −1 −2

−2 0 4

, B =

 −3 −2 2
2 1 −2

−1 −4 −6

.

b). A =

 2 −1 −1
1 −1 2
3 −2 1

, B =

 −4 2 2
5 −4 5
2 −2 4

.

c). A =

 −2 −1 0
1 3 1

−1 2 1

, B =

 2 1 0
−4 3 2
−1 −3 −1

.

d). A =

 3 1 2
−2 1 0

1 2 2

, B =

 6 −3 0
3 −4 −2
2 4 4

.

e). A =

 −2 −2 0
−1 2 −2
−3 0 −2

, B =

 −3 −6 2
5 2 2

−1 2 −2

.

f). A =

 −1 1
1 −1

−2 2

, B =

 5 −5
1 −1
0 0

.

g). A =

 −2 1
4 −2

−4 2

, B =

 −6 3
−2 1

4 −2

.

h). A =

 0 −1
−1 2
−2 2

, B =

 2 −5
−4 6
−5 5

.

i). A =

 −1 2
2 −4
1 −2

, B =

 −1 2
−1 2

2 −4

.

j). A =

 1 2
−2 −4
−1 −2

, B =


0 0

−2 −4
−3 −6
−3 −6

.
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k). A =

 3 2
1 1

−1 −2

, B =


−4 −4

0 0
−1 2

5 4

.

l). A =

 1 2
−1 −2
−2 −4

, B =


2 4

−3 −6
−1 −2

2 4

.

m). A =

 −1 2
1 −1
0 −2

, B =


0 −2
2 1
0 3
1 −1

.

n). A =

 0 1 −2 1
−1 3 2 −1
−2 5 6 −3

, B =
(

0 3 −6 3
−2 5 6 −3

)
.

o). A =

 −1 0 −2 −1
2 2 −1 2
1 2 −3 1

, B =
(
−2 0 −4 −2

2 2 −1 2

)
.

p). A =

 0 3 1 1
3 1 0 1
3 4 1 2

, B =
(
−6 4 2 0

3 4 1 2

)
.

q). A =


1 −1

−2 −1
0 2
3 −2

, B =
(
−4 1

6 −4

)
.

r). A =


−1 1
−2 2

1 −1
2 −2

, B =
(

1 −1
−4 4

)
.

s). A =


1 0
1 3

−1 1
2 −2

, B =
(

6 2
−1 3

)
.

t). A =


−2 −1

4 2
−2 −1
−6 −3

, B =
(

4 2
6 3

)
.
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u). A =


3 1
6 2

−3 −1
−6 −2

, B =

 −6 −2
3 1

−3 −1

.

v). A =


3 −2

−2 −1
0 −2
1 −1

, B =

 −1 −1
2 −3
2 −1

.

w). A =


2 −1
2 −1

−4 2
4 −2

, B =

 0 0
6 −3

−2 1

.

x). A =


0 2
3 1
3 3

−2 −1

, B =

 −3 2
−4 −4

6 4

.

12. Решить матричное уравнение AXB = C.

a). A =
(

0 1
0 2

)
, B =

(
1 1
2 2

)
, C =

(
1 1
2 2

)
.

b). A =
(

1 −1
−1 1

)
, B =

(
1 2
2 −1

)
, C =

(
−3 −1

3 1

)
.

c). A =
(
−2 2

1 −1

)
, B =

(
1 1
1 1

)
, C =

(
6 6

−3 −3

)
.

d). A =
(

1 1
1 1

)
, B =

(
1 1
1 −1

)
, C =

(
1 −1
1 −1

)
.

e). A =
(

1 −2
)
, B =

(
1 0 1

−1 0 −1

)
, C =

(
2 0 2

)
.

f). A =
(
−1 3

)
, B =

(
1 2 −1

−1 −2 1

)
, C =

(
3 6 −3

)
.

g). A =
(
−2 2

)
, B =

(
2 2 −2

−2 −2 2

)
, C =

(
0 0 0

)
.

h). A =
(
−2 2

)
, B =

(
1 1 −1
1 1 −1

)
, C =

(
−4 −4 4

)
.

i). A =
(
−1 1

)
, B =

 1
1

−1

, C =
(
−3
)
.

j). A =
(

1 2
)
, B =

 2
−1

1

, C =
(

8
)
.
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k). A =
(

1 0
)
, B =

 0
−1

0

, C =
(

1
)
.

l). A =
(

1 1
)
, B =

 1
1
1

, C =
(
−2
)
.

m). A =
(

1 −1
)
, B =

 1
2
3

, C =
(

4
)
.

n). A =
(

1 1
)
, B =

(
1 −1
2 −2

)
, C =

(
6 −6

)
.

o). A =
(
−1 2

)
, B =

(
1 0
2 0

)
, C =

(
3 0

)
.

p). A =
(

1 2
)
, B =

(
1 1

−2 −2

)
, C =

(
3 3

)
.

q). A =
(

1 −1
)
, B =

(
1 −1

−1 1

)
, C =

(
1 −1

)
.

r). A =
(

1 −1 1
)
, B =

(
1 −2

)
, C =

(
2 −4

)
.

s). A =
(

1 2 −1
)
, B =

(
1 −1

)
, C =

(
2 −2

)
.

t). A =
(

1 −2 3
)
, B =

(
2 1

)
, C =

(
8 4

)
.

u). A =
(
−1 1 3

)
, B =

(
−2 1

)
, C =

(
−6 3

)
.

v). A =
(

0 1 −2
1 −1 2

)
, B =

(
−1

1

)
, C =

(
3

−5

)
.

w). A =
(

1 1 1
−1 2 −1

)
,B =

(
1

−1

)
, C =

(
4

−1

)
.

x). A =
(

0 1 −1
0 1 −1

)
, B =

(
−1

2

)
, C =

(
2
2

)
.

13. Решить систему уравнений методом Г.Крамера

a).
{

3x+ 2y = −4,
1x− y = −3. b).

{
−x+ y = −4,
4x+ 3y = 2. c).

{
−3x− y = −7,
2x− 2y = 2.

d).
{

2x+ 2y = −2,
3x− y = −7. e).

{
4x+ 2y = −2,
x+ 4y = 3. f).

{
−x+ 4y = −5,
4x+ y = 3.

g).
{

2x− 2y = 6,
3x+ 4y = −5. h).

{
4x+ y = −7,
−x+ 3y = 5. i).

{
3x− 3y = −6,
2x+ 2y = 8.

j).
{
−2x+ 4y = −2,
x+ 3y = 6. k).

{
−2x+ 4y = −4,
4x− 3y = −2. l).

{
−2x− 3y = 7,
−3x+ 2y = 4.

m).
{

3x+ 4y = 6,
4x+ 2y = −2. n).

{
−3x− 3y = 6,
−x+ 4y = 7. o).

{
−2x+ 3y = 7,
−3x+ 2y = 3.
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p).
{
−2x+ y = 5,
−3x− 2y = −3. q).

{
3x− y = −3,
−2x+ 4y = −8. r).

{
3x− y = 7,
−2x− 3y = −1.

s).
{
x− 3y = −5,
3x− 2y = −1. t).

{
4x− y = −3,
−x+ 4y = −3. u).

{
−x+ 4y = 1,
2x+ y = 7.

v).
{
−2x+ y = −4,
−x+ 3y = 3. w).

{
4x+ y = 9,
2x− 3y = 1. x).

{
−3x+ 4y = 7,
−3x− y = 2.

14. Решить систему уравнений методом Г.Крамера

a).
{

(−2 + i)x+ (1 + 3i)y = −3− 3i,
(2 + 2i)x+ (2 + i)y = −2i. b).

{
(−1− i)x+ (1− i)y = 1− 5i,
(1 + i)x+ (−1 + 3i)y = −3 + 7i.

c).
{

(−2 + 3i)x+ (3 + 2i)y = 2− 3i,
(3 + 2i)x+ (1− i)y = −4. d).

{
(3− 2i)x+ (1 + i)y = −4 + i,
(−1− i)x− (1 + i)y = 1− 3i.

e).
{

(−1 + 2i)x+ (3 + 3i)y = 7 + 5i,
(1 + 2i)x+ (1 + 2i)y = 7 + 9i. f).

{
(−1 + 2i)x+ (2 + 2i)y = 3i,
(−2 + i)x+ (3 + 3i)y = 1.

g).
{

(−1 + i)x− (2 + 2i)y = −2 + 6i,
(1 + 3i)x+ (1 + 3i)y = −3 + i.

h).
{

(−2 + 2i)x+ (−1 + 2i)y = 2− 6i,
(−2 + i)x+ (−2 + 3i)y = 1− 9i.

i).
{

(−1 + i)x+ (3 + 2i)y = 9− 7i,
(−1 + 2i)x+ 2iy = −3i. j).

{
(−1 + 3i)x+ (3 + 3i)y = 5− 5i,
(1 + 2i)x+ (1 + i)y = 4− 2i.

k).
{

(3− 2i)x+ (1 + 3i)y = 4− i,
(1 + i)x+ 3iy = 2− 2i. l).

{
(3− i)x+ (1− i)y = −4 + 4i,
(3 + 3i)x+ (−1 + i)y = −4.

m).
{

(1 + i)x+ (3 + 2i)y = 3 + 2i,
(−1− 2i)x+ (−2 + 3i)y = 7 + 9i. n).

{
(1 + i)x+ (2 + 3i)y = 8 + 2i,
(−2 + i)x− 2iy = −5 + 2i.

o).
{

(1− i)x+ (2 + i)y = −1 + 5i,
−ix+ (2 + 2i)y = −1 + i.

p).
{

(−1− 2i)x+ (1 + i)y = 2 + 7i,
(2 + 2i)x− 3iy = 3− 5i.

q).
{

(−1 + i)x+ (2 + 2i)y = 1 + i,
(1 + i)x+ (3 + 2i)y = 6 + 2i. r).

{
(1− i)x− (2 + i)y = 1 + 2i,
(1− 2i)x+ (2 + 2i)y = 5− 3i.

s).
{

(1− 2i)x+ (1− i)y = 6i,
(3 + 2i)x− (1 + i)y = −2 + 2i. t).

{
(−1− i)x− (2 + i)y = 6 + 2i,
(2 + i)x− (2− i)y = −4 + 5i.

u).
{

(3 + i)x− (2 + 2i)y = −6− 2i,
(1 + 3i)x+ (3− i)y = −3 + i.

v).
{

(−2− 2i)x− (1− 3i)y = −3− i,
(1 + i)x− (2 + i)y = 2 + 3i.
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w).
{

(−1 + i)x− iy = 3− 3i,
(1 + 3i)x+ (1− 2i)y = −3 + i.

x).
{

(−1− 2i)x+ iy = 2− 4i,
(2 + i)x+ (1 + 3i)y = 3− i.

15. Для системы векторов a1 = (2, 2,−2); a2 = (−2,−1,−2); a3 =
(−3,−1, 3) вычислить следующие линейные комбинации.

a). b2 = −a1 + a2 + a3; b). b3 = 3a1 − 3a2 + 3a1; c). b4 = −2a1 +
3a2 − 3a3; d). b5 = −2a1 − 2a2 − a3.

16. Для системы векторов a1 = (1,−1,−2), a2 = (−2,−2, 3), a3 =
(−3, 1,−3); вычислить следующие линейные комбинации.

a). b1 = −2a1−3a2+3a3; b). b2 = 3a1−3a2+a3; c). b3 = a1−a2−2a3;
d). b4 = 3a1 − a2 + 2a3.

17. Для системы векторов a1 = (3, 1, 2), a2 = (−2,−2,−2), a3 =
(−2, 2, 3) вычислить следующие линейные комбинации.

a). b1 = −a1 − 2a2 − 3a3; b). b2 = −a1 − 3a2 + 2a3; c). b3 =
−2a1 − a2 − 2a3; d). b4 = −3a1 + 3a2 + 3a3.

18. Для системы векторов a1 = (2, 2, 3), a2 = (−2, 3,−2), a3 =
(2,−3,−2) вычислить следующие линейные комбинации.

a). b1 = −a1 − 3a2 − 2a3; b). b2 = −3a1 − 2a2 − a3; c). b3 =
2a1 − 3a2 − 2a3; d). b4 = −2a1 − 2a2 + 2a3.

19. Для системы векторов a1 = (−3, 3, 1), a2 = (−2, 2, 1), a3 =
(0, 0, 3) вычислить следующие линейные комбинации.

a). b1 = −2a1 − a2 − 3a3; b). b2 = −3a1 − 2a2 − a3; c). b3 =
−3a1 − a2 − 3a3; d). b4 = −3a1 + 2a2 − a3.

20. Для системы векторов a1 = (3, 2, 2), a2 = (3,−3, 3), a3 =
(3,−2,−2) вычислить следующие линейные комбинации.

a). b1 = −2a1 + 2a2 − 2a3; b). b2 = −2a1 + a2 + 3a3; c). b3 =
3a1 + a2 + a3; d). b4 = −a1 + 3a2 − 3a3.

21. Найти вектор x из векторного уравнения α(a+βx)+γ(b+δx) =
c− x.
a). a = (−3, 1, 3), b = (1, 2, 0), c = (2,−3, 0), α = 2, β = −1, γ = 2,
δ = 2.
b). a = (−1, 2,−1), b = (0, 3,−2), c = (3,−3, 1), α = −2, β = −1,
γ = −1, δ = −1.
c). a = (−2, 0,−2), b = (−3, 3, 2), c = (−2,−2,−2), α = 2, β = 1, γ = 1,
δ = 2.
d). a = (−2, 3, 3), b = (−1, 0,−3), c = (−2,−1, 0), α = −1, β = −1,
γ = −1, δ = 2.
e). a = (1, 1, 1), b = (1,−1, 2), c = (−2,−2, 1), α = 2, β = 1, γ = 2, δ = 1.
f). a = (1,−1, 0), b = (2,−3,−2), c = (−1, 3, 2), α = 2, β = 2, γ = 1,
δ = 2.
g). a = (−1, 0, 2), b = (−3, 3,−1), c = (0, 3, 0), α = −1, β = 1, γ = −1,
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δ = 2.
h). a = (3, 2,−2), b = (−3,−2,−3), c = (3,−2,−1), α = 1, β = 2, γ = 2,
δ = 2.
i). a = (1,−2,−1), b = (1, 1,−3), c = (0,−1,−2), α = 2, β = 1, γ = −1,
δ = 1.
j). a = (−2,−2,−3), b = (1,−1,−1), c = (−2, 0, 0), α = 1, β = −1,
γ = −2, δ = 1.
k). a = (0,−3,−1), b = (0,−3,−3), c = (3,−2, 2), α = −1, β = 1,
γ = −2, δ = −2.
l). a = (−1, 1,−2), b = (1, 2, 3), c = (−2, 3, 1), α = −2, β = −2, γ = 2,
δ = −1.
m). a = (−1, 2,−3), b = (0,−2,−3), c = (−2, 2, 3), α = −1, β = 2, γ = 2,
δ = 2.
n). a = (2,−1,−3), b = (3,−2, 0), c = (3, 3,−1), α = 1, β = −1, γ = −1,
δ = −2.
o). a = (1,−1, 2), b = (3,−1,−2), c = (3, 2, 2), α = 1, β = −2, γ = −1,
δ = −2.
p). a = (−1, 3, 3), b = (−3, 0, 1), c = (2, 3,−2), α = −1, β = −2, γ = 2,
δ = 2.
q). a = (3, 2, 2), b = (−3, 0, 2), c = (0, 3, 0), α = 2, β = 2, γ = 2, δ = 1.
r). a = (−3, 1, 2), b = (−1,−2,−1), c = (0, 2, 3), α = 1, β = 2, γ = −2,
δ = −2.
s). a = (1,−1,−2), b = (2, 1, 2), c = (−1,−2,−3), α = −1, β = 2, γ = −2,
δ = 1.
t). a = (0, 0, 3), b = (2, 1, 3), c = (−1, 3, 1), α = 1, β = −1, γ = −2,
δ = −2.
u). a = (3, 0, 0), b = (−1,−3,−1), c = (−2, 3,−1), α = 2, β = −2,
γ = −1, δ = 2.
v). a = (−2,−2, 2), b = (2,−3,−1), c = (0, 3,−3), α = −2, β = 1,
γ = −2, δ = 1.
w). a = (2,−2, 3), b = (−1,−3,−1), c = (3,−1, 0), α = 2, β = −1,
γ = −2, δ = −1.
x). a = (0, 3, 1), b = (0, 2, 2), c = (1, 2, 3), α = −1, β = −1, γ = 2, δ = −2.

22. Будет ли каждый из векторов b1 и b2 линейной комбинацией
векторов a1, a2, a3?
a). a1 = (1,−1,−1), a2 = (0, 2, 2), a3 = (2,−4,−4), b1 = (−3, 7, 7),

b2 = (1, 2, 2).
b). a1 = (−2, 0,−3), a2 = (3, 2, 1), a3 = (7, 6, 0), b1 = (2,−4,−5), b2 =

(−3, 2,−8).
c). a1 = (2, 3, 2), a2 = (0,−1,−1), a3 = (−2,−5,−4), b1 = (2, 0,−1),
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b2 = (6,−2, 5).
d). a1 = (−1, 1,−3), a2 = (1, 1, 2), a3 = (2, 4, 3), b1 = (1,−3, 4), b2 =

(−4, 0, 1).
e). a1 = (1, 1,−3), a2 = (2, 1,−1), a3 = (−4,−1,−3), b1 = (−3,−1,−1),
b2 = (9, 6, 2).
f). a1 = (−2, 2, 1), a2 = (1, 2, 1), a3 = (5, 4, 2), b1 = (7,−4,−2), b2 =

(1,−5, 4).
g). a1 = (−1, 0,−3), a2 = (1,−3,−3), a3 = (5,−9,−3), b1 = (0,−9, 1),

b2 = (4,−9,−6).
h). a1 = (1, 2,−1), a2 = (2,−3, 1), a3 = (1, 9,−4), b1 = (2, 1, 4), b2 =

(5,−4, 1).
i). a1 = (−3,−1,−2), a2 = (2,−2, 3), a3 = (0,−8, 5), b1 = (3,−7, 7),

b2 = (4, 0,−7).
j). a1 = (−3,−1, 2), a2 = (0, 2,−3), a3 = (6,−4, 5), b1 = (3,−5, 7),

b2 = (3, 7, 2).
k). a1 = (2, 2, 2), a2 = (−3,−1,−2), a3 = (8, 4, 6), b1 = (2,−3,−4),

b2 = (7, 1, 4).
l). a1 = (−1, 3, 2), a2 = (0, 1, 2), a3 = (−1, 6, 8), b1 = (−3, 7, 2), b2 =

(2, 3,−6).
m). a1 = (−3,−1, 1), a2 = (−1, 2,−2), a3 = (−5,−4, 4), b1 = (−6, 5,−5),
b2 = (2, 1,−1).
n). a1 = (3,−2, 0), a2 = (3, 1,−3), a3 = (3, 7,−9), b1 = (5, 2, 6), b2 =

(−6, 1, 3).
o). a1 = (−1,−3,−1), a2 = (2,−1,−2), a3 = (−4, 9, 8), b1 = (5, 4, 1),

b2 = (−1, 4, 3).
p). a1 = (1, 2, 1), a2 = (−1, 0, 2), a3 = (−1,−6,−7), b1 = (1,−4, 5),

b2 = (1, 4, 4).
q). a1 = (−1, 2,−1), a2 = (−3, 1, 3), a3 = (−6, 7, 0), b1 = (−9, 8, 3),

b2 = (−6,−3, 4).
r). a1 = (0,−2, 1), a2 = (−3,−1, 1), a3 = (3,−3, 1), b1 = (3,−5, 2),

b2 = (4,−1, 2).
s). a1 = (−3, 3, 3), a2 = (3, 3,−1), a3 = (−9,−3, 5), b1 = (2, 3, 7), b2 =

(−3,−9,−1).
t). a1 = (2,−1, 2), a2 = (3, 0, 1), a3 = (7, 1, 1), b1 = (−8, 1,−4), b2 =

(5,−3, 7).
u). a1 = (−3,−1,−2), a2 = (−1, 2,−1), a3 = (−4, 1,−3), b1 = (6,−5, 5),
b2 = (3,−2, 6).
v). a1 = (3, 2, 2), a2 = (1, 1, 0), a3 = (1, 0, 2), b1 = (8, 5, 6), b2 = (−2, 7, 4).
w). a1 = (2, 3, 3), a2 = (−1, 1, 2), a3 = (7, 3, 0), b1 = (3, 7, 8), b2 =

(1, 9, 2).
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x). a1 = (0, 3, 1), a2 = (−3,−1, 1), a3 = (3,−5,−3), b1 = (6, 5,−1),
b2 = (3,−1, 2).

23. Найти все значения λ, при которых вектор b является линейной
комбинацией векторов a1, a2, a3.
a). a1 = (3,−1, 4), a2 = (−4, 0,−2), a3 = (λ,−1,−3), b = (1,−1,−2).
b). a1 = (2,−4, 4), a2 = (−1,−3, 1), a3 = (λ,−4, 3), b = (0,−4, 1).
c). a1 = (λ,−1, 3), a2 = (−3, 0, 2), a3 = (−1, 2,−1), b = (−1,−1,−1).
d). a1 = (λ,−3,−4), a2 = (4, 2,−3), a3 = (−1,−1,−1), b = (−2, 2, 4).
e). a1 = (4,−3,−4), a2 = (−4, 1, 0), a3 = (2,−1, λ), b = (−2, 4, 7).
f). a1 = (0, λ, 3), a2 = (−4, 3, 3), a3 = (3, 1,−3), b = (−2,−3,−4).
g). a1 = (2, λ, 1), a2 = (−3, 0,−1), a3 = (−4, 4, 2), b = (1, 0, 0).
h). a1 = (−2,−1,−4), a2 = (−4, λ, 3), a3 = (−2, 1,−3), b = (4,−2, 1).
i). a1 = (−1,−4,−1), a2 = (−1,−2, λ), a3 = (4, 3, 4), b = (2, 4, 4).
j). a1 = (2, 1,−3), a2 = (2, 3, λ), a3 = (1, 2,−2), b = (4, 0, 1).
k). a1 = (λ,−3,−2), a2 = (−3, 3, 3), a3 = (1,−4,−4), b = (−3,−1,−1).
l). a1 = (−4, 3,−2), a2 = (4, 1, 1), a3 = (2,−3, λ), b = (2, 0,−3).
m). a1 = (1, 4,−1), a2 = (−3, 0,−1), a3 = (2,−1, λ), b = (3, 4, 1).
n). a1 = (λ, 4, 1), a2 = (2,−2,−3), a3 = (2, 3, 2), b = (−3,−4, 4).
o). a1 = (λ,−3, 1), a2 = (0, 1,−1), a3 = (3,−2, 4), b = (3, 2,−3).
p). a1 = (0, 3, 2), a2 = (−4, 2, λ), a3 = (3, 3, 0), b = (2,−1, 2).
q). a1 = (−2, 1, 1), a2 = (λ,−2, 2), a3 = (−4, 1, 2), b = (−4, 5, 2).
r). a1 = (−3,−3,−3), a2 = (2, 3, λ), a3 = (2,−2, 4), b = (−4,−1,−1).
s). a1 = (1,−4,−1), a2 = (−2,−3, λ), a3 = (0,−2,−2), b = (−4, 0,−3).
t). a1 = (2, 2,−4), a2 = (−2, 1, λ), a3 = (−2, 0,−2), b = (2, 1,−2).
u). a1 = (2, 2, λ), a2 = (2,−4, 1), a3 = (4, 4, 1), b = (−4, 3,−4).
v). a1 = (−2,−4, λ), a2 = (−2,−4, 1), a3 = (0,−3, 1), b = (4, 0, 2).
w). a1 = (−1, 1, 2), a2 = (λ,−4, 2), a3 = (1, 2,−4), b = (2, 4, 2).
x). a1 = (−2,−3, 4), a2 = (λ, 2,−4), a3 = (−4, 1,−1), b = (2, 4,−3).

24. Проверить, будут ли следующие системы векторов линейно неза-
висимыми в линейном пространстве R3.
a). a1 = (−3,−3,−1)τ , a2 = (−1,−1,−1)τ , a3 = (−3, 2,−1)τ .
b). a1 = (−2, 2, 1)τ , a2 = (−1, 0,−3)τ , a3 = (5,−2, 8)τ .
c). a1 = (3, 1, 1)τ , a2 = (−1, 3,−3)τ , a3 = (1,−3,−2)τ .
d). a1 = (0,−1, 2)τ , a2 = (3, 1,−1)τ , a3 = (−3,−3, 5)τ .
e). a1 = (2,−2,−1)τ , a2 = (−3, 1,−3)τ , a3 = (1,−2, 1)τ .
f). a1 = (−2, 1,−1)τ , a2 = (1, 3, 2)τ , a3 = (−3, 5, 0)τ .
g). a1 = (2,−2,−1)τ , a2 = (−3, 1,−3)τ , a3 = (1,−2, 1)τ .
h). a1 = (1, 2,−2)τ , a2 = (1,−1,−2)τ , a3 = (2, 1,−4)τ .
i). a1 = (−2,−3, 1)τ , a2 = (−2, 2, 1)τ , a3 = (2, 1, 1)τ .
j). a1 = (−3,−2, 3)τ , a2 = (−1, 3, 1)τ , a3 = (−5, 4, 5)τ .
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k). a1 = (3, 3, 2)τ , a2 = (3,−3, 1)τ , a3 = (2,−1,−2)τ .
l). a1 = (1, 1,−1)τ , a2 = (−2,−1,−2)τ , a3 = (−5,−2,−7)τ .
m). a1 = (−1,−3,−1)τ , a2 = (−1, 1,−1)τ , a3 = (−3,−1, 2)τ .
n). a1 = (1, 0, 1)τ , a2 = (−1, 2, 1)τ , a3 = (1, 2, 3)τ .
o). a1 = (−3,−1,−3)τ , a2 = (2, 1,−2)τ , a3 = (−2, 2, 3)τ .
p). a1 = (2, 1, 0)τ , a2 = (1, 0, 3)τ , a3 = (−1,−2, 9)τ .
q). a1 = (0,−2,−1)τ , a2 = (2,−3,−1)τ , a3 = (−2, 1,−2)τ .
r). a1 = (−1, 3,−3)τ , a2 = (1,−1, 3)τ , a3 = (1,−5, 3)τ .
s). a1 = (3,−2, 3)τ , a2 = (2,−3, 3)τ , a3 = (2, 1,−1)τ .
t). a1 = (−1, 1,−3)τ , a2 = (1, 1, 2)τ , a3 = (2, 4, 3)τ .
u). a1 = (2,−3, 2)τ , a2 = (−2, 2, 1)τ , a3 = (1, 1, 3)τ .
v). a1 = (−2, 3,−1)τ , a2 = (2,−3, 0)τ , a3 = (−2, 3, 2)τ .
w). a1 = (3, 3, 1)τ , a2 = (1, 2,−2)τ , a3 = (−3,−3,−2)τ .
x). a1 = (1,−1, 1)τ , a2 = (−1, 2,−3)τ , a3 = (2,−1, 0)τ .

25. Проверить, будут ли следующие системы многочленов линейно
независимыми в линейном пространстве R[x]2.
a). f1(x) = 3x2 − 2, f2(x) = x2 − 2x+ 1, f3(x) = 4x2 − 2x− 1.
b). f1(x) = x2 + 3x− 2, f2(x) = 3x+ 2, f3(x) = 4x2 − 4x− 3.
c). f1(x) = 4x2 − 3x− 3, f2(x) = 3x2 + x− 3, f3(x) = x2 + 9x− 3.
d). f1(x) = 2x2 − x, f2(x) = x+ 2, f3(x) = 2x2 + x− 1.
e). f1(x) = x2 + 2x+ 1, f2(x) = 4x2 + 4x− 1, f3(x) = 5x2 + 2x− 5.
f). f1(x) = 3x2 + 2x− 4, f2(x) = x2 − 2x− 1, f3(x) = x2 − 2.
g). f1(x) = x2 − 3x+ 4, f2(x) = 2x2 − x+ 1, f3(x) = 5x2 + 5x− 8.
h). f1(x) = 4x2 − x, f2(x) = x2 + 2x− 4, f3(x) = 2x2 − 3x+ 1.
i). f1(x) = 3x2 − x− 4, f2(x) = x2 + 3x, f3(x) = x2 − 7x− 4.
j). f1(x) = x2 − 2x− 3, f2(x) = 4x2 + x+ 2, f3(x) = 4x2 + 4x− 1.
k). f1(x) = 3x2 + x+ 2, f2(x) = 4x2 − x+ 3, f3(x) = x2 + 5x.
l). f1(x) = x2 − 2x− 4, f2(x) = 3x2 + 4x+ 4, f3(x) = 2x2 + 4x+ 3.
m). f1(x) = 4x2 − x− 3, f2(x) = x2 + 1, f3(x) = x2 − x− 6.
n). f1(x) = 3x2 + x, f2(x) = x− 4, f3(x) = 2x2 + x− 3.
o). f1(x) = 2x2 − 4x− 3, f2(x) = 2x2 − 3x, f3(x) = 2x2 − 6x− 9.
p). f1(x) = x2 + 2x− 2, f2(x) = 3x2 + 2x− 4, f3(x) = 2x2 + x+ 3.
q). f1(x) = x+ 1, f2(x) = x2 − 4x, f3(x) = x2 − 3x+ 1.
r). f1(x) = x2 − 3x+ 1, f2(x) = 3x2 − x− 4, f3(x) = x2 − 3x.
s). f1(x) = 2x2 + 2x− 1, f2(x) = −x− 3, f3(x) = 6x2 + 4x− 9.
t). f1(x) = 2x2 − 4x+ 2, f2(x) = 4x2 − x− 2, f3(x) = x2 − 3x+ 3.
u). f1(x) = 4x2 − 3x− 3, f2(x) = 3x2 − 2x− 3, f3(x) = 6x2 − 5x− 3.
v). f1(x) = 4x2 + 3x− 1, f2(x) = 2x2 − 1, f3(x) = 2x2 + x+ 3.
w). f1(x) = 4x− 3, f2(x) = x2 + x− 3, f3(x) = x2 + 5x− 6.
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x). f1(x) = x2 − 2x+ 1, f2(x) = 4x2 − 3, f3(x) = 3x2 − x+ 2.
26. Проверить, будут ли следующие системы матриц линейно неза-

висимыми в линейном пространстве M2(R).

a). A1 =
(

0 2
−1 1

)
, A2 =

(
−3 0

1 2

)
, A3 =

(
1 3

−3 2

)
.

b). A1 =
(

2 0
−3 0

)
, A2 =

(
−1 −1

0 3

)
, A3 =

(
0 −2

−3 6

)
.

c). A1 =
(

3 −3
−3 −1

)
, A2 =

(
0 3

−4 −2

)
, A3 =

(
−3 4

2 1

)
.

d). A1 =
(
−2 1

2 −3

)
, A2 =

(
−3 −2
−3 −3

)
, A3 =

(
1 3
5 0

)
.

e). A1 =
(
−1 2

0 0

)
, A2 =

(
4 1
1 2

)
, A3 =

(
1 −2

−2 −1

)
.

f). A1 =
(

2 0
−3 −2

)
, A2 =

(
1 −1
1 −1

)
, A3 =

(
1 3

−9 −1

)
.

g). A1 =
(

4 −1
−3 2

)
, A2 =

(
−2 3

3 0

)
, A3 =

(
3 −2

−4 4

)
.

h). A1 =
(
−3 −1

1 1

)
, A2 =

(
−3 2

1 −1

)
, A3 =

(
3 −8

−1 5

)
.

i). A1 =
(
−2 2

1 −3

)
, A2 =

(
1 −4

−1 −3

)
, A3 =

(
1 −3

−2 0

)
.

j). A1 =
(

1 −2
−3 −3

)
, A2 =

(
−2 2

1 1

)
, A3 =

(
0 −2

−5 −5

)
.

k). A1 =
(

0 −2
−3 1

)
, A2 =

(
1 −4
4 1

)
, A3 =

(
4 −3

−4 −4

)
.

l). A1 =
(
−1 0
−3 1

)
, A2 =

(
−3 −3

0 −2

)
, A3 =

(
2 3

−3 3

)
.

m). A1 =
(
−1 −2
−1 −4

)
, A2 =

(
−4 −3

1 0

)
, A3 =

(
2 −4
2 −1

)
.

n). A1 =
(
−2 −2

3 1

)
, A2 =

(
−1 −3

2 1

)
, A3 =

(
−1 −7

3 2

)
.

o). A1 =
(
−3 −4

3 4

)
, A2 =

(
−2 4

2 1

)
, A3 =

(
−1 −2

2 3

)
.

p). A1 =
(

2 −2
−1 0

)
, A2 =

(
3 3

−2 −1

)
, A3 =

(
−1 7

0 −1

)
.

q). A1 =
(

4 3
0 0

)
, A2 =

(
1 0

−1 −4

)
, A3 =

(
−3 −2
−4 −4

)
.

r). A1 =
(

3 1
−3 3

)
, A2 =

(
0 −1

−2 −1

)
, A3 =

(
3 0

−5 2

)
.
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s). A1 =
(
−1 3

3 0

)
, A2 =

(
0 −4

−3 2

)
, A3 =

(
4 −2

−4 3

)
.

t). A1 =
(
−2 3

2 3

)
, A2 =

(
1 3
2 −1

)
, A3 =

(
4 3
2 −5

)
.

u). A1 =
(
−4 −1
−4 −4

)
, A2 =

(
−2 −2
−4 4

)
, A3 =

(
−4 −3
−4 −3

)
.

v). A1 =
(
−2 0

1 −2

)
, A2 =

(
−2 −3
−1 −3

)
, A3 =

(
−4 −9
−4 −7

)
.

w). A1 =
(

2 3
−4 2

)
, A2 =

(
−1 1

2 −1

)
, A3 =

(
−3 −2
−2 2

)
.

x). A1 =
(

2 0
−2 −2

)
, A2 =

(
−3 −2

0 3

)
, A3 =

(
−1 −2
−2 1

)
.

27. Установить линейную независимость следующих систем функ-
ций в линейном пространстве всех непрерывных функций на (0,∞).
a). sinx, cosx, cos 2x. b). sinx, cosx, lnx.
c). 1

x+1 , 1
x+2 , 1

x+3 . d). sinx, cosx, ex.
e). x, 1

x , 1
x2 . f). | sinx|, | cosx|, | sin 2x|.

g). | lnx|, | sinx|, | cos 2x|. h). 1
(x+1)2 , 1

(x+2)2 , 1
(x+3)2 .

i). 1, ex, 32x. j). ex, x, e2x.
k). x, x2, 2x. l). ex, lnx, e2x.
m). 1, 1

x , 1
x2 . n). 3

√
(x− 1)2, 3

√
(x− 2)2, 3

√
(x− 3)2.

o). x, lnx, sinx. p). x, ex, cosx.
q). x, sinx, cosx. r). x,

√
x, | sinx|.

s). | sinx|, sin 2x, sinx. t). sinx, cosx, sin
√
x.

u). x−1
x , | sinx|, cosx. v). x+1

x3 , x3

x+1 , x.
w). x,

√
x, 3
√
x. x). sin x

x , cos x
x , 1.

28. Проверить, будут ли следующие системы функций линейно неза-
висимыми в линейном пространстве всех непрерывных функций на от-
резке [a, b], при 0 < a < b <∞.
a). ex, e2x,. . . , enx. b). cosx, cos 2x,. . . , cosnx.
c). sinx, sin 2x,. . . , sinnx. d). log x, log 2x,. . . , log nx.
e). ex+1, ex+2,. . . , ex+n. f). cos(x+ 1), cos(x+ 2),. . . , cos(x+ n).
g). sin(x+ 1), sin(x+ 2),. . . , sin(x+ n). h). 2x2+1, 2x2+2,. . . , 2x2+n.
i). cosx, cos2 x,. . . , cosn x. j). sinx, sin2 x,. . . , sinn x.
k). log x, log2 x,. . . , logn x. l). (x+ 1)2, (x+ 2)2,. . . , (x+ n)2.
m). (x− 1)3, (x− 2)3,. . . , (x− n)3. n).

√
x, 3
√
x,. . . , n

√
x.

o). log(x+ 1), log(x+ 1)2,. . . , log(x+ 1)n.
29. Проверить, будут ли следующие системы векторов полными в ли-
нейном пространстве R3.
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a). a1 = (−3,−1,−1)τ , a2 = (1, 2,−1)τ , a3 = (3,−4, 5)τ , a4 = (0,−5, 4)τ .
b). a1 = (−4, 0, 3)τ , a2 = (−3, 1,−2)τ , a3 = (−4,−1, 2)τ , a4 = (2, 3, 3)τ .
c). a1 = (2,−1,−3)τ , a2 = (−2,−1,−1)τ , a3 = (2, 5, 9)τ , a4 = (−2, 3, 7)τ .
d). a1 = (−3,−2, 1)τ , a2 = (1,−3,−2)τ , a3 = (2,−4, 1)τ , a4 = (2, 3, 2)τ .
e). a1 = (0,−2,−3)τ , a2 = (1,−2, 2)τ , a3 = (2,−6, 1)τ , a4 = (1,−4,−1)τ .
f). a1 = (−4, 2,−1)τ , a2 = (4, 1, 4)τ , a3 = (−3,−3,−2)τ , a4 = (3, 2,−1)τ .
g). a1 = (2,−3,−2)τ , a2 = (−1, 0,−2)τ , a3 = (−6, 6, 0)τ , a4 =

(5,−9,−8)τ .
h). a1 = (1, 2, 2)τ , a2 = (0, 1,−3)τ , a3 = (−1,−2,−2)τ , a4 = (−3, 4,−1)τ .
i). a1 = (−1, 0, 2)τ , a2 = (−2,−3, 2)τ , a3 = (5, 3,−8)τ , a4 =

(−1,−6,−2)τ .
j). a1 = (1, 2, 1)τ , a2 = (3,−3, 2)τ , a3 = (3,−3,−3)τ , a4 = (−1, 0, 3)τ .
k). a1 = (−1,−1, 3)τ , a2 = (0, 2,−3)τ , a3 = (1,−3, 3)τ , a4 = (2, 0,−3)τ .
l). a1 = (1, 2, 1)τ , a2 = (−2,−2,−1)τ , a3 = (4,−1,−3)τ , a4 = (2,−2, 3)τ .
m). a1 = (0, 3, 2)τ , a2 = (−2,−1, 0)τ , a3 = (−2,−7,−4)τ , a4 = (−6, 6, 6)τ .
n). a1 = (3, 0, 3)τ , a2 = (−2,−4, 4)τ , a3 = (2,−1,−1)τ , a4 = (−2, 1, 1)τ .
o). a1 = (−1,−2, 0)τ , a2 = (3, 3,−1)τ , a3 = (−2,−4, 0)τ , a4 = (6, 9,−1)τ .
p). a1 = (−1,−3, 1)τ , a2 = (−3,−2, 0)τ , a3 = (0,−2,−3)τ , a4 =

(1, 1,−4)τ .
q). a1 = (−3, 0, 1)τ , a2 = (0,−1,−1)τ , a3 = (9,−1,−4)τ , a4 = (−3, 2, 3)τ .
r). a1 = (4, 1, 4)τ , a2 = (−3,−4,−4)τ , a3 = (−1,−2,−1)τ , a4 =

(−4,−4,−3)τ .
s). a1 = (1, 1, 0)τ , a2 = (−3, 3,−1)τ , a3 = (−4, 2,−1)τ , a4 = (9,−9, 3)τ .
t). a1 = (2, 1,−1)τ , a2 = (−2, 2, 3)τ , a3 = (−1, 0, 2)τ , a4 = (0,−1,−3)τ .
u). a1 = (3, 2,−1)τ , a2 = (−1,−2, 2)τ , a3 = (6, 8,−7)τ , a4 = (−8,−8, 6)τ .
v). a1 = (4, 1,−3)τ , a2 = (−2, 3,−2)τ , a3 = (3,−1,−3)τ , a4 = (0,−3, 4)τ .
w). a1 = (3,−2,−2)τ , a2 = (−2,−3, 1)τ , a3 = (−1, 5, 1)τ , a4 =

(−9,−7, 5)τ .
x). a1 = (−3, 3,−2)τ , a2 = (−1, 3,−1)τ , a3 = (−3,−1, 1)τ , a4 =

(2, 4,−1)τ .
y). a1 = (1,−2,−3)τ , a2 = (2,−2,−3)τ , a3 = (−4, 2, 3)τ , a4 =

(2,−4,−6)τ .
30. В следующих примерах проверить является ли система векторов

a1, a2, a3 базисом в линейном пространстве R3.
a). a1 = (3,−3,−1)τ , a2 = (1, 0,−1)τ , a3 = (−3, 6,−1)τ .
b). a1 = (3,−4,−1)τ , a2 = (4, 1,−3)τ , a3 = (−1,−3, 2)τ .
c). a1 = (1,−2,−1)τ , a2 = (0,−3, 1)τ , a3 = (3,−1, 4)τ .
d). a1 = (1, 1, 0)τ , a2 = (1,−3, 2)τ , a3 = (2,−4, 3)τ .
e). a1 = (2, 0,−1)τ , a2 = (2, 3, 1)τ , a3 = (2, 6, 3)τ .
f). a1 = (−1, 2, 1)τ , a2 = (3, 1,−1)τ , a3 = (−8,−5, 2)τ .
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g). a1 = (−3,−4,−2)τ , a2 = (−4, 2, 1)τ , a3 = (−4,−1,−3)τ .
h). a1 = (−1, 3, 2)τ , a2 = (3, 0, 2)τ , a3 = (1, 6, 6)τ .
i). a1 = (1,−4, 1)τ , a2 = (1, 1, 4)τ , a3 = (3, 2, 2)τ .
j). a1 = (−3, 2,−4)τ , a2 = (−2, 3, 4)τ , a3 = (3, 2,−1)τ .
k). a1 = (0, 3, 1)τ , a2 = (3, 1,−3)τ , a3 = (1, 1, 4)τ .
l). a1 = (3,−2, 0)τ , a2 = (3,−3,−3)τ , a3 = (−3, 5, 9)τ .
m). a1 = (−2, 2,−1)τ , a2 = (1,−1,−3)τ , a3 = (−5, 5,−6)τ .
n). a1 = (4,−1, 4)τ , a2 = (−1, 4,−1)τ , a3 = (1, 1,−3)τ .
o). a1 = (1, 1,−2)τ , a2 = (−2,−1,−3)τ , a3 = (−4,−3, 1)τ .
p). a1 = (−4, 1, 0)τ , a2 = (−4, 4, 3)τ , a3 = (−3,−3, 2)τ .
q). a1 = (−3,−1,−2)τ , a2 = (−2,−1, 2)τ , a3 = (1, 0, 4)τ .
r). a1 = (4, 1, 2)τ , a2 = (−3,−2,−2)τ , a3 = (−1,−1, 4)τ .
s). a1 = (0,−4, 1)τ , a2 = (1,−1, 3)τ , a3 = (−3, 0, 2)τ .
t). a1 = (2,−3, 3)τ , a2 = (2, 1,−1)τ , a3 = (1,−1, 1)τ .
u). a1 = (−1, 2,−1)τ , a2 = (−1,−1,−1)τ , a3 = (0,−3,−2)τ .
v). a1 = (−1, 0,−2)τ , a2 = (−2, 2, 3)τ , a3 = (−5, 4, 4)τ .
w). a1 = (1, 2, 2)τ , a2 = (−3,−3,−4)τ , a3 = (4, 2,−3)τ .
x). a1 = (3, 1, 0)τ , a2 = (1,−1, 2)τ , a3 = (5,−1, 4)τ .

31. В следующих примерах проверить является ли система векторов
a1, a2, a3, a4 базисом в линейном пространстве R4.
a). a1 = (−1, 3, 1, 0)τ , a2 = (−3,−2, 3,−1)τ , a3 = (2, 1,−2, 3)τ , a4 =

(−4, 8, 4, 2)τ .
b). a1 = (−1,−3, 2, 1)τ , a2 = (1,−1,−1, 1)τ , a3 = (−1,−2,−2,−2)τ ,

a4 = (3,−3, 1,−3)τ .
c). a1 = (−3, 2, 2, 0)τ , a2 = (−2, 2,−2,−3)τ , a3 = (1, 1, 2, 2)τ , a4 =

(−5,−2, 8, 5)τ .
d). a1 = (1, 1, 3,−3)τ , a2 = (1, 3,−3, 1)τ , a3 = (1,−1,−2, 3)τ , a4 =

(−1, 2, 3, 1)τ .
e). a1 = (3, 2,−3, 3)τ , a2 = (3, 2, 2, 3)τ , a3 = (−2, 3,−2, 2)τ , a4 =

(−3,−2, 2, 3)τ .
f). a1 = (−3, 0, 2,−1)τ , a2 = (−3,−2,−2,−2)τ , a3 = (2, 1, 3, 0)τ ,

a4 = (−3, 3, 1,−2)τ .
g). a1 = (0, 1, 2, 3)τ , a2 = (−2,−3, 0,−2)τ , a3 = (−2, 1,−2,−3)τ ,

a4 = (8,−2, 2, 5)τ .
h). a1 = (2,−2,−3, 2)τ , a2 = (−3, 2, 0,−3)τ , a3 = (1, 1, 3,−1)τ , a4 =

(−6,−1,−9, 0)τ .
i). a1 = (0,−3,−2, 0)τ , a2 = (−1, 2, 1, 3)τ , a3 = (−2,−1,−3, 2)τ ,

a4 = (3,−5, 1,−1)τ .
j). a1 = (−1, 0,−3, 3)τ , a2 = (2, 2, 3,−3)τ , a3 = (3, 3,−2,−2)τ , a4 =

(−2, 3, 0,−2)τ .
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k). a1 = (1,−1, 3, 0)τ , a2 = (3, 3, 2, 3)τ , a3 = (−3, 1,−2,−2)τ , a4 =
(1, 3, 3, 1)τ .
l). a1 = (−1, 3, 1, 1)τ , a2 = (−1, 3,−3, 1)τ , a3 = (−3,−2, 2, 1)τ , a4 =

(−2,−2, 3, 0)τ .
m). a1 = (−3,−1, 3, 2)τ , a2 = (−1, 3, 2, 0)τ , a3 = (−2, 2, 0, 3)τ , a4 =

(4, 0, 4,−9)τ .
n). a1 = (2, 2,−3,−3)τ , a2 = (1, 1,−2,−1)τ , a3 = (0,−2,−3,−2)τ ,

a4 = (2,−2,−1,−3)τ .
o). a1 = (0, 3, 0, 2)τ , a2 = (2, 1, 2,−2)τ , a3 = (1, 1, 1,−1)τ , a4 =

(−2, 0,−2, 3)τ .
p). a1 = (0, 3, 1,−3)τ , a2 = (−1, 2,−1, 0)τ , a3 = (1, 3, 0, 3)τ , a4 =

(3,−1,−2,−3)τ .
q). a1 = (−1,−3,−2, 1)τ , a2 = (−2,−2,−2,−1)τ , a3 = (−1, 0,−2,−3)τ ,
a4 = (4, 5, 6, 3)τ .
r). a1 = (3, 2, 3,−3)τ , a2 = (1, 2,−1,−2)τ , a3 = (−3, 3, 3, 2)τ , a4 =

(3, 1,−2, 0)τ .
s). a1 = (0,−1,−3,−1)τ , a2 = (−1, 1,−1,−3)τ , a3 = (−1, 2,−1, 1)τ ,

a4 = (3, 1,−1, 3)τ .
t). a1 = (3,−3,−1, 1)τ , a2 = (0,−1,−2, 3)τ , a3 = (−1, 1, 3, 2)τ , a4 =

(−7, 9, 9,−6)τ .
u). a1 = (−3, 2,−3,−1)τ , a2 = (−3, 2, 1,−2)τ , a3 = (−2, 2, 3, 0)τ ,

a4 = (−2,−1, 2,−3)τ .
v). a1 = (1,−2, 1, 1)τ , a2 = (0,−3, 3,−1)τ , a3 = (−3,−1, 0, 1)τ , a4 =

(−1,−1, 2,−2)τ .
w). a1 = (−1,−2,−2,−1)τ , a2 = (2,−1, 1, 2)τ , a3 = (0, 1, 3,−1)τ ,

a4 = (−2, 0,−3, 3)τ .
x). a1 = (0, 2, 2, 1)τ , a2 = (−2,−2,−2,−1)τ , a3 = (−1, 3, 3,−2)τ ,

a4 = (1,−1,−1, 1)τ .
32. В следующих примерах проверить является ли система много-

членов f1, f2, f3 базисом в линейном пространстве R[x]2.
a). f1(x) = −1− 2x+ 3x2, f2(x) = −2 + 3x2, f3(x) = 5− 2x− 6x2.
b). f1(x) = −1− 2x− 2x2, f2(x) = −3 + 4x− x2, f3(x) = −3− 4x− 2x2.
c). f1(x) = 1− 3x, f2(x) = 1 + 2x+ x2, f3(x) = 3− 3x+ 2x2.
d). f1(x) = 2 + x2, f2(x) = 2 + x+ 3x2, f3(x) = 2− 2x− 3x2.
e). f1(x) = 4 + 2x+ x2, f2(x) = −1 + 2x, f3(x) = 4x+ x2.
f). f1(x) = 1− 2x− x2, f2(x) = 1− x− 3x2, f3(x) = −1 + 3x− x2.
g). f1(x) = 1 + 2x+ x2, f2(x) = −2− 2x− x2, f3(x) = 4− x− 3x2.
h). f1(x) = −1− 2x, f2(x) = −1− x+ x2, f3(x) = 3 + 4x− 2x2.
i). f1(x) = −1− 3x+ x2, f2(x) = −3− 2x, f3(x) = −2x− 3x2.
j). f1(x) = 1 + x− 4x2, f2(x) = 4 + x+ 4x2, f3(x) = −3− 4x− 4x2.
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k). f1(x) = −3− 2x+ 3x2, f2(x) = −1 + 2x+ 2x2, f3(x) = −5 + 2x+ 7x2.
l). f1(x) = 1− 3x− 3x2, f2(x) = 3− 2x− x2, f3(x) = 1 + 4x+ 5x2.
m). f1(x) = −1− 2x− x2, f2(x) = −4− 4x− 3x2, f3(x) = 1 + 2x2.
n). f1(x) = −2 + x+ x2, f2(x) = x− x2, f3(x) = −3 + 2x+ x2.
o). f1(x) = 2 + x− x2, f2(x) = −2 + 2x+ 3x2, f3(x) = −1 + 2x2.
p). f1(x) = −2 + 3x+ 2x2, f2(x) = 3 + x+ 3x2, f3(x) = −7 + 5x+ x2.
q). f1(x) = −1x− 3x2, f2(x) = 2− x+ x2, f3(x) = −3− x2.
r). f1(x) = −3 + 2x+ 4x2, f2(x) = −2− 4x+ 3x2, f3(x) = −3 + 2x+ x2.
s). f1(x) = 1− x+ x2, f2(x) = −1 + 2x− 3x2, f3(x) = 2− x.
t). f1(x) = −3− x+ x2, f2(x) = 1− 3x+ 2x2, f3(x) = −4 + 2x− x2.
u). f1(x) = 3− x− 3x2, f2(x) = −3x+ 4x2, f3(x) = −1− 4x2.
v). f1(x) = −2 + 3x− x2, f2(x) = 2− 3x, f3(x) = −2 + 3x+ 2x2.
w). f1(x) = −3 + x+ 4x2, f2(x) = −1− x− 2x2, f3(x) = −1− 2x− 4x2.
x). f1(x) = −1 + x− 3x2, f2(x) = 1 + x+ 2x2, f3(x) = 2 + 4x+ 3x2.

33. В следующих примерах проверить является ли система матриц
A1, A2, A3, A4 базисом в линейном пространстве M2(R).

a). A1 =
(

1 −2
2 3

)
, A2 =

(
−1 −1

2 2

)
, A3 =

(
1 1

−1 −1

)
, A4 =

(
2 3
1 −2

)
.

b). A1 =
(

2 1
2 −2

)
, A2 =

(
3 1

−2 −1

)
, A3 =

(
1 −2
0 0

)
, A4 =

(
−3 4

4 −1

)
.

c). A1 =
(

3 1
2 1

)
, A2 =

(
−1 −2

2 3

)
, A3 =

(
−1 2

0 3

)
, A4 =

(
−1 0

1 3

)
.

d). A1 =
(

1 0
3 1

)
, A2 =

(
1 2
0 2

)
, A3 =

(
−1 2

2 −2

)
, A4 =

(
0 2
1 −2

)
.

e). A1 =
(

0 −1
1 1

)
, A2 =

(
1 3
3 3

)
, A3 =

(
3 2

−1 0

)
, A4 =

(
3 0
1 2

)
.

f). A1 =
(

2 1
3 2

)
, A2 =

(
3 0
2 1

)
, A3 =

(
2 −1

−1 3

)
, A4 =

(
3 −1
3 −2

)
.

g). A1 =
(

1 −2
2 2

)
, A2 =

(
2 1
2 −1

)
, A3 =

(
−1 2

3 2

)
, A4 =

(
3 3

−1 −2

)
.

h). A1 =
(

0 1
3 1

)
, A2 =

(
1 −2
2 1

)
, A3 =

(
1 1
1 1

)
, A4 =

(
0 −2
4 1

)
.

i). A1 =
(

2 1
−1 0

)
, A2 =

(
1 −2
2 3

)
, A3 =

(
−3 1

0 2

)
, A4 =

(
2 3
3 −2

)
.

j). A1 =
(
−2 2

2 −1

)
, A2 =

(
0 −1
0 2

)
, A3 =

(
3 3
2 3

)
, A4 =

(
−1 3
−2 1

)
.

k). A1 =
(

1 −2
−2 3

)
, A2 =

(
1 3
0 3

)
, A3 =

(
2 1
1 −2

)
, A4 =

(
3 2
2 0

)
.
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l). A1 =
(

0 2
1 −2

)
, A2 =

(
2 0

−3 −1

)
, A3 =

(
3 3
2 −1

)
, A4 =

(
−2 2

4 −1

)
.

m). A1 =
(

0 1
0 −1

)
, A2 =

(
1 1

−1 2

)
, A3 =

(
1 2
2 −2

)
, A4 =

(
6 7
3 2

)
.

n). A1 =
(

1 −1
−1 3

)
, A2 =

(
1 −1
2 −1

)
, A3 =

(
−1 1

1 2

)
, A4 =

(
3 0
2 −1

)
.

o). A1 =
(
−1 3
−1 2

)
, A2 =

(
2 2
0 2

)
, A3 =

(
0 −2
3 2

)
, A4 =

(
3 3

−5 −4

)
.

p). A1 =
(

1 1
1 0

)
, A2 =

(
−2 3

1 −2

)
, A3 =

(
3 0

−1 3

)
, A4 =

(
2 −3
0 2

)
.

q). A1 =
(
−2 −1

3 2

)
, A2 =

(
1 2
2 1

)
, A3 =

(
1 0
1 −1

)
, A4 =

(
−1 2

0 3

)
.

r). A1 =
(

3 3
0 2

)
, A2 =

(
−2 2

3 2

)
, A3 =

(
2 −1

−2 3

)
, A4 =

(
−2 0

1 2

)
.

s). A1 =
(

1 2
0 3

)
, A2 =

(
−1 3
−1 1

)
, A3 =

(
0 2
3 1

)
, A4 =

(
4 1

−2 7

)
.

t). A1 =
(
−1 0

2 2

)
, A2 =

(
2 −1
2 2

)
, A3 =

(
1 −2
3 1

)
, A4 =

(
2 3
3 −1

)
.

u). A1 =
(

1 1
0 2

)
, A2 =

(
−1 3
−1 3

)
, A3 =

(
−2 3

1 2

)
, A4 =

(
−6 5

4 1

)
.

v). A1 =
(
−2 1

1 0

)
, A2 =

(
−2 3

2 −1

)
, A3 =

(
−1 2

3 0

)
, A4 =

(
1 −1
1 1

)
.

w). A1 =
(

3 0
−1 −1

)
, A2 =

(
3 2

−2 −1

)
, A3 =

(
3 0
2 2

)
, A4 =

(
2 −1
2 −1

)
.

x). A1 =
(

1 −1
2 −2

)
, A2 =

(
0 1
1 1

)
, A3 =

(
3 1
3 −1

)
, A4 =

(
1 −2
1 −3

)
.

34. В следующих примерах проверить, что система векторов e1, e2,
e3 является базисом в линейном пространстве R3 и найти координа-
ты вектора x в этом базисе. По известному координатному вектору ye

найти вектор y.
a). e1 = (−1, 1, 1)τ , e2 = (4, 2, 2)τ , e3 = (−4, 1, 2)τ , x = (−5, 5, 7)τ ,

ye = (1, 2, 2)τ .
b). e1 = (2, 2,−1)τ , e2 = (2, 4, 1)τ , e3 = (3,−2,−3)τ , x = (5,−8,−5)τ ,

ye = (−3, 2,−2)τ .
c). e1 = (1,−4,−3)τ , e2 = (−1, 3,−1)τ , e3 = (−1,−2, 4)τ , x = (1, 1,−8)τ ,
ye = (0,−2,−2)τ .
d). e1 = (3, 2, 1)τ , e2 = (−4, 3,−1)τ , e3 = (−4, 1,−2)τ , x = (1,−3, 1)τ ,

ye = (3,−2, 4)τ .
e). e1 = (3, 3,−2)τ , e2 = (1, 0, 3)τ , e3 = (−4,−1, 3)τ , x = (−8,−8,−6)τ ,
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ye = (4, 3, 2)τ .
f). e1 = (4, 1,−4)τ , e2 = (−4, 2, 0)τ , e3 = (4, 3,−2)τ , x = (8,−1,−4)τ ,

ye = (−4,−2, 4)τ .
g). e1 = (−4, 3,−3)τ , e2 = (0,−2, 1)τ , e3 = (4,−1,−2)τ , x = (−4, 7,−9)τ ,
ye = (2, 2, 2)τ .
h). e1 = (4, 4, 4)τ , e2 = (2, 0, 3)τ , e3 = (0, 1, 3)τ , x = (2,−3,−6)τ ,

ye = (0,−1,−1)τ .
i). e1 = (1, 2, 0)τ , e2 = (0,−4, 1)τ , e3 = (−3, 3, 3)τ , x = (−7, 5, 11)τ ,

ye = (1, 2, 1)τ .
j). e1 = (−3, 0,−1)τ , e2 = (−1, 0,−2)τ , e3 = (−1,−2, 2)τ , x =

(−1,−8, 4)τ , ye = (−1, 4, 0)τ .
k). e1 = (1, 2, 2)τ , e2 = (−1, 0,−3)τ , e3 = (4,−2, 0)τ , x = (0,−6, 3)τ ,

ye = (1, 1,−2)τ .
l). e1 = (2, 1, 2)τ , e2 = (−3,−1,−1)τ , e3 = (−3, 2, 1)τ , x = (2,−5,−2)τ ,
ye = (−2, 1,−2)τ .
m). e1 = (−2,−2, 2)τ , e2 = (−3, 3,−3)τ , e3 = (−1, 3,−2)τ , x =

(1, 7,−7)τ , ye = (−2, 1,−2)τ .
n). e1 = (2, 1,−2)τ , e2 = (0,−1,−4)τ , e3 = (1, 2, 3)τ , x = (2, 4, 2)τ ,

ye = (2, 2, 2)τ .
o). e1 = (1,−3,−2)τ , e2 = (−4,−1, 2)τ , e3 = (3,−3,−1)τ , x =

(7,−1,−7)τ , ye = (−1, 2, 2)τ .
p). e1 = (2,−1, 2)τ , e2 = (−4,−4, 0)τ , e3 = (0,−2, 3)τ , x = (6, 3, 2)τ ,

ye = (−3, 0, 1)τ .
q). e1 = (0, 2,−3)τ , e2 = (−4,−4,−4)τ , e3 = (4, 2,−3)τ , x = (4, 6, 1)τ ,

ye = (4,−1,−3)τ .
r). e1 = (0, 2, 1)τ , e2 = (2,−2, 1)τ , e3 = (−1, 2, 1)τ , x = (−2, 0, 2)τ ,

ye = (1,−3,−2)τ .
s). e1 = (−1,−2,−3)τ , e2 = (0, 2, 4)τ , e3 = (1,−1,−1)τ , x = (−8, 2, 4)τ ,
ye = (1, 0,−2)τ .
t). e1 = (−1,−4,−3)τ , e2 = (−2,−2,−1)τ , e3 = (1, 1, 2)τ , x =

(−6, 0,−4)τ , ye = (1, 1, 1)τ .
u). e1 = (4, 1, 3)τ , e2 = (2, 3, 3)τ , e3 = (−1, 1,−1)τ , x = (−8, 3,−7)τ ,

ye = (0, 2,−2)τ .
v). e1 = (−3, 1,−1)τ , e2 = (−3, 3, 3)τ , e3 = (−1, 2, 2)τ , x = (5, 2, 8)τ ,

ye = (−2, 3, 0)τ .
w). e1 = (1, 2, 2)τ , e2 = (−3, 0,−2)τ , e3 = (−2,−1, 1)τ , x = (−1, 7, 1)τ ,
ye = (−2,−3,−2)τ .
x). e1 = (1, 0, 4)τ , e2 = (−2, 4, 3)τ , e3 = (−1, 2, 3)τ , x = (8,−8, 10)τ ,
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ye = (−1, 3,−2)τ .
35. В следующих примерах проверить, что система матриц A1, A2,

A3, A4 является базисом в линейном пространстве M2(R) и найти в этом
базисе координаты матрицы Y. По известному координатному вектору
XA найти матрицу X.

a). A1 =
(

3 3
−2 4

)
, A2 =

(
4 −2
3 1

)
, A3 =

(
2 3

−2 3

)
, A4 =

(
−1 3

1 4

)
,

XA = (2, 1,−30)τ , Y =
(

3 −3
−1 −2

)
.

b). A1 =
(

1 0
−3 −1

)
, A2 =

(
2 −2

−2 −1

)
, A3 =

(
3 −3
4 4

)
, A4 =(

3 −1
−2 3

)
, XA = (4, 0, 2− 3)τ , Y =

(
−3 1

4 −3

)
.

c). A1 =
(

0 −2
−2 2

)
, A2 =

(
3 3

−3 2

)
, A3 =

(
−2 −1

2 −1

)
, A4 =(

−1 1
−3 −3

)
, XA = (−1, 1, 20)τ , Y =

(
0 3

−4 −2

)
.

d). A1 =
(

2 2
−1 4

)
, A2 =

(
1 1

−3 4

)
, A3 =

(
−3 −1

3 −2

)
, A4 =

(
3 0

−2 2

)
,

XA = (1,−1,−3− 2)τ , Y =
(
−1 3

5 −2

)
.

e). A1 =
(
−2 3

0 3

)
, A2 =

(
−1 −1

3 −2

)
, A3 =

(
−2 −3
−1 −3

)
, A4 =

(
1 3

−2 4

)
,

XA = (−1, 1,−20)τ , Y =
(

3 −3
3 −4

)
.

f). A1 =
(

0 −1
−1 3

)
, A2 =

(
2 −1
1 3

)
, A3 =

(
−2 −1

1 −2

)
, A4 =

(
3 −1
2 4

)
,

XA = (−2, 3, 0− 1)τ , Y =
(

3 5
−4 −1

)
.

g). A1 =
(

0 −1
−3 1

)
, A2 =

(
3 −3
3 3

)
, A3 =

(
−3 −3

2 −2

)
, A4 =

(
4 −1
4 1

)
,

XA = (−1, 2, 0− 2)τ , Y =
(
−2 5

2 0

)
.

h). A1 =
(
−3 −1

4 3

)
, A2 =

(
3 4
3 4

)
, A3 =

(
1 −1
1 3

)
, A4 =

(
4 3
0 4

)
,

XA = (−1, 1, 1− 2)τ , Y =
(

4 −3
2 2

)
.

i). A1 =
(
−2 1

2 −1

)
, A2 =

(
4 3
2 3

)
, A3 =

(
2 −3
3 2

)
, A4 =

(
−2 −1

3 0

)
,
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XA = (−3, 1,−34)τ , Y =
(
−4 2
−4 −2

)
.

j). A1 =
(
−2 −2

1 −1

)
, A2 =

(
2 3

−3 0

)
, A3 =

(
−2 −3

1 1

)
, A4 =

(
−2 1
−2 −2

)
,

XA = (3, 2, 0− 1)τ , Y =
(

4 1
−4 2

)
.

k). A1 =
(

1 0
3 1

)
, A2 =

(
1 −3

−3 4

)
, A3 =

(
3 4
1 −3

)
, A4 =

(
1 1
3 −3

)
,

XA = (1,−2, 0− 3)τ , Y =
(

4 3
4 2

)
.

l). A1 =
(
−1 −1

3 3

)
, A2 =

(
−3 −2
−3 −1

)
, A3 =

(
3 3

−1 1

)
, A4 =

(
−2 0

3 −3

)
,

XA = (0,−2,−3− 2)τ , Y =
(

2 −1
1 3

)
.

m). A1 =
(

3 1
−1 −1

)
, A2 =

(
4 1
0 2

)
, A3 =

(
−2 −2
−3 −1

)
, A4 =

(
1 1
1 4

)
,

XA = (1,−1, 01)τ , Y =
(
−3 1

2 −4

)
.

n). A1 =
(

3 4
4 −1

)
, A2 =

(
2 −3
1 −2

)
, A3 =

(
−2 −2
−3 0

)
, A4 =

(
4 4

−1 1

)
,

XA = (−3, 0,−31)τ , Y =
(
−4 −1
−3 4

)
.

o). A1 =
(
−2 1
−2 3

)
, A2 =

(
−2 3

4 4

)
, A3 =

(
4 3

−3 3

)
, A4 =

(
−1 3

2 0

)
,

XA = (1,−1,−11)τ , Y =
(
−1 4
−4 −5

)
.

p). A1 =
(

0 3
3 2

)
, A2 =

(
3 3

−2 4

)
, A3 =

(
4 −2
2 1

)
, A4 =

(
−2 3

4 1

)
,

XA = (4,−1, 0− 3)τ , Y =
(
−5 −1
−1 −4

)
.

q). A1 =
(

4 2
4 4

)
, A2 =

(
−3 −2
−3 0

)
, A3 =

(
−3 2

4 −3

)
, A4 =

(
3 1

−2 4

)
,

XA = (−1,−2,−2− 1)τ , Y =
(

3 −1
1 −1

)
.

r). A1 =
(
−2 4
−3 −1

)
, A2 =

(
−1 −2

2 −2

)
, A3 =

(
0 −3

−2 −3

)
, A4 =(

1 1
−2 −1

)
, XA = (−1,−1, 0− 2)τ , Y =

(
0 −3

−4 3

)
.
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s). A1 =
(
−3 2
−2 2

)
, A2 =

(
−3 2

1 −2

)
, A3 =

(
4 −3

−1 0

)
, A4 =

(
3 3

−3 4

)
,

XA = (−3,−1,−31)τ , Y =
(

3 −1
4 2

)
.

t). A1 =
(
−3 −3
−1 1

)
, A2 =

(
4 0

−3 3

)
, A3 =

(
2 −2
3 3

)
, A4 =

(
1 −1
4 2

)
,

XA = (1, 1,−32)τ , Y =
(
−3 −5

1 5

)
.

u). A1 =
(

4 1
4 −2

)
, A2 =

(
1 3

−2 0

)
, A3 =

(
−3 2

3 3

)
, A4 =

(
4 −2

−2 1

)
,

XA = (0, 1,−1− 2)τ , Y =
(
−5 −1
−5 −2

)
.

v). A1 =
(

1 −1
−1 4

)
, A2 =

(
1 −2
2 −2

)
, A3 =

(
4 0
1 3

)
, A4 =

(
−3 −3
−1 −2

)
,

XA = (1, 1,−1− 2)τ , Y =
(

0 4
3 −3

)
.

w). A1 =
(
−3 −2

4 −3

)
, A2 =

(
−3 3
−2 −2

)
, A3 =

(
−1 −1
−2 0

)
, A4 =(

3 4
−3 −1

)
, XA = (1,−2, 11)τ , Y =

(
4 1

−4 −3

)
.

x). A1 =
(

1 −1
−2 0

)
, A2 =

(
−3 1

4 −1

)
, A3 =

(
−3 4

1 −2

)
, A4 =

(
1 4
3 1

)
,

XA = (−1,−2, 10)τ , Y =
(
−5 4
−3 −4

)
.

36. В следующих примерах проверить, что система многочленов f1,
f2, f3 является базисом в линейном пространстве R[x]2 и найти коор-
динаты многочлена h в этом базисе. По известному координатному
вектору gf найти многочлен g.
a). f1(x) = 2 + 2x − x2, f2(x) = 3 + x + 3x2, f3(x) = −2 − 2x − 3x2,

gf = (−2,−1,−1)τ , h(x) = −4− 3x2.
b). f1(x) = 4 + 2x − x2, f2(x) = 1 + 2x − 3x2, f3(x) = −1 + 2x2,

gf = (1,−1,−1)τ , h(x) = 1− 2x− x2.
c). f1(x) = −3 − x + 2x2, f2(x) = −2x + 4x2, f3(x) = −3 + 2x + 2x2,

gf = (3,−1,−2)τ , h(x) = −x− 4x2.
d). f1(x) = 1 − 3x + 2x2, f2(x) = −3 + 4x, f3(x) = 1 + x − x2,

gf = (−3,−2,−3)τ , h(x) = −4 + x2.
e). f1(x) = 4 + x + 3x2, f2(x) = −1 − 2x − x2, f3(x) = 4 − 2x + 3x2,

gf = (−1,−3, 0)τ , h(x) = −5 + x− 3x2.
f). f1(x) = 3 + 2x + 3x2, f2(x) = 1 + x − 2x2, f3(x) = −1 − x − x2,
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gf = (1,−1, 2)τ , h(x) = 2 + 5x2.
g). f1(x) = 2 − x + 3x2, f2(x) = 4 − 2x2, f3(x) = −1 + 3x + x2,

gf = (−2, 0, 1)τ , h(x) = −5 + 3x+ 3x2.
h). f1(x) = 4 + 3x + x2, f2(x) = 4 + x − 2x2, f3(x) = −2 − 3x − 2x2,

gf = (1, 0, 2)τ , h(x) = 2− 2x− 4x2.
i). f1(x) = 3x−x2, f2(x) = 2−3x+3x2, f3(x) = 2+x−3x2, gf = (−2, 0, 2)τ ,
h(x) = −2− 2x2.
j). f1(x) = x − 2x2, f2(x) = −1 + 4x − 3x2, f3(x) = 4 − 3x + 2x2,

gf = (1,−2,−1)τ , h(x) = 1− 5x2.
k). f1(x) = 4+x2, f2(x) = −2−3x−3x2, f3(x) = 4−3x+3x2, gf = (1, 1, 0)τ ,
h(x) = 4 + 3x− x2.
l). f1(x) = −3 − x, f2(x) = 1 + 3x + 3x2, f3(x) = 1 − x − x2,

gf = (−2,−2,−2)τ , h(x) = 2 + 2x+ 2x2.
m). f1(x) = 1 + 4x − 3x2, f2(x) = 3 + 4x + x2, f3(x) = −3 − 3x − x2,

gf = (−1, 1, 1)τ , h(x) = −4− 4x+ 2x2.
n). f1(x) = −3 + x + 2x2, f2(x) = −2 + 3x − x2, f3(x) = 3 + 2x − x2,

gf = (0,−1,−1)τ , h(x) = −3− 5x.
o). f1(x) = 2 − 2x + x2, f2(x) = 4 − 2x − 3x2, f3(x) = 2 − 2x + 2x2,

gf = (3,−1,−1)τ , h(x) = −2 + x2.
p). f1(x) = −3 − 2x, f2(x) = −1 − x + 4x2, f3(x) = 4 − 3x + 2x2,

gf = (1, 0, 1)τ , h(x) = −4− 3x+ 4x2.
q). f1(x) = −2 − 2x + 3x2, f2(x) = 1 + x + 4x2, f3(x) = 3x + x2,

gf = (−1, 2,−2)τ , h(x) = 2− x− 4x2.
r). f1(x) = −1 − 2x2, f2(x) = 4 − 2x + 4x2, f3(x) = −3 + 3x + 2x2,

gf = (2, 0, 1)τ , h(x) = 1− 2x− 2x2.
s). f1(x) = 3 − 3x + x2, f2(x) = −3 − x − 2x2, f3(x) = 4 + 4x − x2,

gf = (1, 2, 1)τ , h(x) = 1− 5x− 5x2.
t). f1(x) = 1 − 2x + 4x2, f2(x) = −2 − x + 3x2, f3(x) = −2 − 3x + x2,

gf = (1, 0, 1)τ , h(x) = −2− 5x− x2.
u). f1(x) = 1 + 3x, f2(x) = 3 + x + 2x2, f3(x) = −1 + 3x − 2x2,

gf = (−1, 2, 0)τ , h(x) = 5 + 5x+ 2x2.
v). f1(x) = 1 + 2x − 2x2, f2(x) = −2x − x2, f3(x) = −2 + 4x + 2x2,

gf = (−1, 2, 1)τ , h(x) = −4 + 4x+ 2x2.
w). f1(x) = −3 + 3x + x2, f2(x) = −2 + x2, f3(x) = −1 + x + 3x2,

gf = (−2, 1, 2)τ , h(x) = −3 + x+ 4x2.
x). f1(x) = 2 − x, f2(x) = −2 − 2x + 2x2, f3(x) = −3 − 2x + 2x2,

gf = (0, 1,−1)τ , h(x) = −3− x+ 2x2.
37. В следующих примерах по элементам a, b, c линейного про-

странства R3 и их координатным векторам ae, be, ce в базисе (e1, e2,
e3) найти векторы этого базиса.
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a). ae = (0, 1, 1)τ , be = (−1, 1, 3)τ , ce = (−1, 1,−2)τ , a = (−2,−2, 2)τ ,
b = (−3,−1,−3)τ , c = (2,−1, 2)τ .
b). ae = (−1,−2,−1)τ , be = (0, 2, 1)τ , ce = (3, 2, 2)τ , a = (0,−2,−1)τ ,

b = (1, 3, 2)τ , c = (1, 1,−3)τ .
c). ae = (1,−1,−1)τ , be = (0, 2,−1)τ , ce = (1,−2,−1)τ , a = (−2, 0,−1)τ ,
b = (−1, 3, 1)τ , c = (−3,−2,−2)τ .
d). ae = (0,−2, 2)τ , be = (1,−2, 2)τ , ce = (−1, 1, 1)τ , a = (−2,−2,−2)τ ,
b = (−2,−3, 1)τ , c = (3,−2, 2)τ .
e). ae = (−1,−1,−1)τ , be = (−1, 1, 1)τ , ce = (1, 0,−1)τ , a = (−3, 2, 2)τ ,
b = (1, 0, 2)τ , c = (2,−1,−3)τ .
f). ae = (−2, 0,−1)τ , be = (3,−1, 3)τ , ce = (3, 1, 1)τ , a = (0, 1, 2)τ ,

b = (−1, 2,−1)τ , c = (−1,−2,−3)τ .
g). ae = (1, 1, 1)τ , be = (−1, 0,−2)τ , ce = (−1, 1,−1)τ , a = (−2, 1, 1)τ ,

b = (2,−3, 2)τ , c = (−2,−1, 1)τ .
h). ae = (2, 1, 1)τ , be = (1,−1, 1)τ , ce = (−1,−1, 0)τ , a = (3,−1, 2)τ ,

b = (−2, 0, 2)τ , c = (−2, 1,−1)τ .
i). ae = (−1, 2, 1)τ , be = (−2, 2,−1)τ , ce = (−1, 0,−1)τ , a = (−3, 3, 1)τ ,
b = (2, 1,−2)τ , c = (3,−1,−1)τ .
j). ae = (3,−2,−2)τ , be = (−1,−1, 1)τ , ce = (0,−1,−1)τ , a =

(−3, 3,−1)τ , b = (3,−2,−3)τ , c = (0,−3,−2)τ .
k). ae = (2,−2, 1)τ , be = (−1, 0,−2)τ , ce = (1,−2,−2)τ , a =

(−2,−2,−1)τ , b = (−1, 2, 3)τ , c = (−3, 2, 3)τ .
l). ae = (0, 3, 1)τ , be = (−1, 3,−1)τ , ce = (1, 1, 1)τ , a = (1,−1, 1)τ ,

b = (3, 2, 2)τ , c = (1,−2, 2)τ .
m). ae = (3, 3, 1)τ , be = (−1,−2,−1)τ , ce = (2, 3, 0)τ , a = (3, 1, 1)τ ,

b = (−2, 0,−3)τ , c = (−1, 3, 2)τ .
n). ae = (1,−1,−1)τ , be = (−1, 2, 3)τ , ce = (1,−2,−1)τ , a = (2, 1, 1)τ ,

b = (−1,−3,−2)τ , c = (1,−1,−2)τ .
o). ae = (0, 1, 2)τ , be = (−1, 2, 2)τ , ce = (−1, 1, 3)τ , a = (−1, 3, 1)τ ,

b = (2,−1, 3)τ , c = (−3, 2,−1)τ .
p). ae = (0, 2,−1)τ , be = (−1,−1, 1)τ , ce = (1,−1, 1)τ , a = (1, 2,−1)τ ,

b = (0,−3,−1)τ , c = (2,−1, 1)τ .
q). ae = (−2, 1,−1)τ , be = (0,−1, 1)τ , ce = (3,−2, 3)τ , a = (1,−2,−1)τ ,
b = (1,−2,−3)τ , c = (2, 1, 0)τ .
r). ae = (−1,−1, 1)τ , be = (1,−1,−2)τ , ce = (1,−1,−1)τ , a = (2, 3,−3)τ ,
b = (−2,−1,−1)τ , c = (0, 1,−3)τ .
s). ae = (−2, 1, 1)τ , be = (3,−1, 1)τ , ce = (1, 0,−1)τ , a = (3,−3,−3)τ ,

b = (2, 3, 0)τ , c = (−1, 3, 3)τ .
t). ae = (−1, 3, 3)τ , be = (−2,−1, 0)τ , ce = (−2, 3, 2)τ , a = (−1, 1,−2)τ ,
b = (3, 1, 1)τ , c = (3, 3, 1)τ .
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u). ae = (2, 3,−2)τ , be = (−2, 0, 1)τ , ce = (1, 3,−1)τ , a = (1,−3,−1)τ ,
b = (2, 2, 1)τ , c = (2,−3, 1)τ .
v). ae = (1, 1,−1)τ , be = (1, 2,−1)τ , ce = (−2,−1, 1)τ , a = (−2, 1,−1)τ ,
b = (−3, 3,−1)τ , c = (0, 1,−1)τ .
w). ae = (−1, 3, 3)τ , be = (1,−2,−2)τ , ce = (1,−1, 0)τ , a = (3, 2,−1)τ ,
b = (−1,−1, 1)τ , c = (2, 3, 0)τ .
x). ae = (1,−1,−1)τ , be = (0, 2,−1)τ , ce = (1, 1,−1)τ , a = (3,−2,−1)τ ,
b = (−2, 2, 0)τ , c = (1, 2, 1)τ .

38. В следующих примерах проверить, что системы векторов e1, e2,
e3 и u1, u2, u3 являются базисами в линейном пространстве R3. Найти
матрицу перехода Pe→u от первого базиса ко второму. По известным
координатам векторов x, y в одном базисе найти их координаты в дру-
гом базисе.
a). e1 = (2, 0,−1)τ , e2 = (−2,−1, 2)τ , e3 = (−1, 1,−1)τ ; u1 = (1, 1,−1)τ ,
u2 = (2,−2, 1)τ , u3 = (−2, 3,−3)τ ; xe = (1, 1, 3)τ , yu = (−2, 0,−1)τ .
b). e1 = (−2, 0, 2)τ , e2 = (1, 1, 1)τ , e3 = (−1, 1, 1)τ ; u1 = (−2, 2, 0)τ ,

u2 = (−3,−3, 1)τ , u3 = (3,−1,−3)τ ; xu = (1,−2, 2)τ , ye = (−2,−4, 6)τ .
c). e1 = (−2, 1,−1)τ , e2 = (1,−1, 3)τ , e3 = (1, 2,−1)τ ; u1 = (−1, 2, 3)τ ,
u2 = (2, 1, 2)τ , u3 = (0, 2, 1)τ ; xu = (−1, 3,−1)τ , ye = (−2,−2, 0)τ .
d). e1 = (−2, 1, 3)τ , e2 = (1, 0, 1)τ , e3 = (−2,−1, 1)τ ; u1 = (1,−3, 2)τ ,

u2 = (−2, 2, 0)τ , u3 = (−1, 2, 1)τ ; xe = (3,−1,−1)τ , yu = (2,−2, 1)τ .
e). e1 = (0,−1,−1)τ , e2 = (1, 3,−1)τ , e3 = (−2, 2, 1)τ ; u1 = (−1, 3,−2)τ ,
u2 = (−2,−1,−2)τ , u3 = (−1, 2,−3)τ ; xe = (3, 2, 2)τ , yu = (−2,−1, 2)τ .
f). e1 = (1, 3,−1)τ , e2 = (2,−2, 0)τ , e3 = (−2, 2,−2)τ ; u1 = (3, 1, 1)τ ,

u2 = (−1,−3,−3)τ , u3 = (−1,−3, 3)τ ; xu = (1, 1,−2)τ , ye = (0, 2, 1)τ .
g). e1 = (3,−2, 1)τ , e2 = (−2, 1,−1)τ , e3 = (−1, 2,−1)τ ; u1 =

(−1, 1,−2)τ , u2 = (1,−1, 0)τ , u3 = (−2, 3,−3)τ ; xu = (1, 2, 2)τ , ye =
(−2,−2, 2)τ .
h). e1 = (0,−1,−2)τ , e2 = (1, 2, 3)τ , e3 = (−1,−1, 3)τ ; u1 = (3, 3,−1)τ ,
u2 = (−1,−2, 1)τ , u3 = (0,−1, 2)τ ; xu = (−2,−1, 0)τ , ye = (2, 0, 3)τ .
i). e1 = (1, 2, 2)τ , e2 = (−1, 1, 3)τ , e3 = (−1,−2,−1)τ ; u1 = (−2,−1, 1)τ ,
u2 = (2,−2,−3)τ , u3 = (−3, 0, 3)τ ; xe = (−3, 4, 0)τ , yu = (0,−2,−2)τ .
j). e1 = (1, 2, 1)τ , e2 = (2, 1, 1)τ , e3 = (−2, 0,−1)τ ; u1 = (−2,−2,−1)τ ,
u2 = (−3, 3,−1)τ , u3 = (3,−1, 1)τ ; xe = (2, 0, 3)τ , yu = (−2, 2,−1)τ .
k). e1 = (−2, 1, 3)τ , e2 = (3,−1,−2)τ , e3 = (1, 0,−1)τ ; u1 = (−1, 1, 0)τ ,
u2 = (3,−1, 2)τ , u3 = (3,−2,−3)τ ; xu = (−1, 3, 0)τ , ye = (−2,−5, 6)τ .
l). e1 = (−1, 2,−1)τ , e2 = (−1,−1, 1)τ , e3 = (−2,−1, 2)τ ; u1 =

(1,−1, 1)τ , u2 = (−1, 3,−3)τ , u3 = (−2, 3,−2)τ ; xe = (−1, 1,−1)τ ,
yu = (0, 3,−1)τ .
m). e1 = (1, 3,−1)τ , e2 = (0, 2, 1)τ , e3 = (−1,−2,−1)τ ; u1 = (−3,−3, 1)τ ,
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u2 = (0,−3, 1)τ , u3 = (−1, 2, 1)τ ; xe = (−3,−7,−5)τ , yu = (1,−2, 2)τ .
n). e1 = (−2, 3,−2)τ , e2 = (3,−2, 2)τ , e3 = (−2, 0,−1)τ ; u1 =

(−2, 1,−1)τ , u2 = (1, 3,−1)τ , u3 = (−2,−3, 0)τ ; xu = (3, 1, 0)τ , ye =
(−1,−1,−2)τ .
o). e1 = (−2,−2,−1)τ , e2 = (1, 1,−1)τ , e3 = (1, 0, 3)τ ; u1 = (2, 0, 3)τ ,

u2 = (−2,−1,−2)τ , u3 = (2, 1,−1)τ ; xu = (0, 3,−1)τ , ye = (−2,−4,−2)τ .
p). e1 = (−2, 1, 1)τ , e2 = (3,−2, 1)τ , e3 = (−2, 2, 0)τ ; u1 = (−2, 3,−1)τ ,
u2 = (−3, 1, 0)τ , u3 = (2, 1, 1)τ ; xu = (3, 2, 1)τ , ye = (4,−1,−4)τ .
q). e1 = (1,−1, 3)τ , e2 = (3,−1, 3)τ , e3 = (−1,−1, 0)τ ; u1 = (−1,−1, 3)τ ,
u2 = (−3, 1, 0)τ , u3 = (−1, 1, 3)τ ; xu = (−2, 1,−2)τ , ye = (2,−3,−2)τ .
r). e1 = (2, 1, 2)τ , e2 = (−1,−2,−1)τ , e3 = (−2, 1,−1)τ ; u1 = (1,−2, 2)τ ,
u2 = (−3,−1,−2)τ , u3 = (−1, 2, 1)τ ; xu = (−1,−2,−2)τ , ye = (6, 5, 8)τ .
s). e1 = (2,−1,−2)τ , e2 = (1,−1, 0)τ , e3 = (3,−1,−2)τ ; u1 = (−3, 2, 0)τ ,
u2 = (3,−3,−2)τ , u3 = (−2, 2, 2)τ ; xu = (1, 3, 1)τ , ye = (−3, 3, 2)τ .
t). e1 = (2,−1,−1)τ , e2 = (3,−2, 0)τ , e3 = (−2,−1, 1)τ ; u1 =

(2,−3,−1)τ , u2 = (−3,−3, 3)τ , u3 = (1, 1, 1)τ ; xu = (3, 2, 1)τ , ye =
(1,−2,−2)τ .
u). e1 = (1, 2,−2)τ , e2 = (−1, 1,−1)τ , e3 = (3, 0,−2)τ ; u1 = (−2,−1, 3)τ ,
u2 = (2,−2,−2)τ , u3 = (−2,−1,−1)τ ; xu = (0, 3,−2)τ , ye = (4,−3,−3)τ .
v). e1 = (1,−1, 1)τ , e2 = (3,−1,−1)τ , e3 = (1,−1,−1)τ ; u1 =

(−1,−1,−3)τ , u2 = (−1, 1,−3)τ , u3 = (1,−3,−1)τ ; xu = (3,−1,−1)τ ,
ye = (3,−1, 4)τ .
w). e1 = (0,−2, 1)τ , e2 = (−2, 3,−2)τ , e3 = (−1, 3,−2)τ ; u1 =

(−1, 2,−2)τ , u2 = (1, 1,−1)τ , u3 = (−1, 0,−1)τ ; xe = (7, 0, 6)τ , yu =
(0, 2, 1)τ .
x). e1 = (−1,−2, 2)τ , e2 = (−2,−1,−1)τ , e3 = (2, 1, 0)τ ; u1 =

(1, 2, 0)τ , u2 = (−1,−2,−1)τ , u3 = (−3,−3,−1)τ ; xe = (0, 2,−1)τ ,
yu = (−1, 1,−1)τ .

39. В следующих примерах даны базисы (e1, e2, e3), (g1, g2, g3) и
матрица A. Найти базисы (u1, u2, u3) и (f1, f2, f3) такие, что матрицы
перехода Pe→u = A и Pf→g = A.

a).
e1 = (2, 3, 2)τ ,
e2 = (2, 3, 3)τ ,
e3 = (1, 1, 1)τ ;

g1 = (3,−2, 3)τ ,
g2 = (3, 3,−1)τ ,
g3 = (3,−1, 1)τ ;

A =

 −2 2 0
1 −2 −2
2 1 3

.

b).
e1 = (−2,−2, 3)τ ,
e2 = (1, 1,−2)τ ,
e3 = (0, 2,−2)τ ;

g1 = (2,−2, 2)τ ,
g2 = (3,−1, 3)τ ,
g3 = (0, 2, 3)τ ;

A =

 1 2 −1
1 1 −2
1 1 1

.

c).
e1 = (−1,−2, 1)τ ,
e2 = (−2, 3,−1)τ ,
e3 = (−1, 0, 2)τ ;

g1 = (3,−1,−2)τ ,
g2 = (2,−2,−2)τ ,
g3 = (−1, 0, 3)τ ;

A =

 −2 −1 2
−1 −1 1

2 1 −1

.
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d).
e1 = (−1,−2, 1)τ ,
e2 = (2,−2, 2)τ ,
e3 = (0,−2, 3)τ ;

g1 = (−3,−1,−2)τ ,
g2 = (2, 2, 2)τ ,
g3 = (1,−2, 0)τ ;

A =

 −2 1 1
−2 2 −1

3 −2 0

.

e).
e1 = (1,−1,−2)τ ,
e2 = (0, 1,−2)τ ,
e3 = (2,−1,−1)τ ;

g1 = (−2,−3, 1)τ ,
g2 = (3,−1, 3)τ ,
g3 = (−1,−3, 2)τ ;

A =

 1 1 1
1 −1 0

−2 1 −1

.

f).
e1 = (−2,−1, 2)τ ,
e2 = (2, 0, 2)τ ,
e3 = (−1, 1,−1)τ ;

g1 = (2,−1, 1)τ ,
g2 = (3,−1, 2)τ ,
g3 = (0,−3,−2)τ ;

A =

 0 −1 1
1 1 1
1 1 2

.

g).
e1 = (1, 1, 1)τ ,
e2 = (3, 0,−2)τ ,
e3 = (−2, 2, 1)τ ;

g1 = (1,−2,−3)τ ,
g2 = (1, 1, 1)τ ,
g3 = (0,−1,−1)τ ;

A =

 −1 1 −1
1 −1 2
2 −1 2

.

h).
e1 = (0, 1, 1)τ ,
e2 = (−1, 1,−2)τ ,
e3 = (2,−1, 1)τ ;

g1 = (−2,−1, 1)τ ,
g2 = (3, 2,−3)τ ,
g3 = (3, 2, 3)τ ;

A =

 −1 1 −2
−1 2 −1

0 1 −2

.

i).
e1 = (2, 1, 2)τ ,
e2 = (0, 1, 2)τ ,
e3 = (1, 1, 1)τ ;

g1 = (2, 2,−1)τ ,
g2 = (1, 1, 2)τ ,
g3 = (3,−1,−2)τ ;

A =

 −1 2 0
1 −2 1
3 −1 1

.

j).
e1 = (−2,−1, 1)τ ,
e2 = (−1,−2, 1)τ ,
e3 = (−2,−1,−2)τ ;

g1 = (2,−1,−2)τ ,
g2 = (−1, 1,−2)τ ,
g3 = (1, 2,−2)τ ;

A =

 2 1 1
−1 −1 −2
−1 −1 0

.

k).
e1 = (3, 2,−1)τ ,
e2 = (−2,−1, 1)τ ,
e3 = (0,−1, 1)τ ;

g1 = (−2,−2,−2)τ ,
g2 = (−3,−1,−3)τ ,
g3 = (0,−2, 2)τ ;

A =

 2 2 1
2 2 2
0 1 −2

.

l).
e1 = (2,−1, 2)τ ,
e2 = (−1, 3, 1)τ ,
e3 = (1, 0, 2)τ ;

g1 = (−3,−3,−2)τ ,
g2 = (3,−2,−1)τ ,
g3 = (2, 1, 1)τ ;

A =

 −2 1 1
0 1 1
1 −2 −1

.

m).
e1 = (3,−1, 2)τ ,
e2 = (−1, 3, 1)τ ,
e3 = (−2, 3, 0)τ ;

g1 = (1,−2, 0)τ ,
g2 = (3,−3,−1)τ ,
g3 = (3,−2,−2)τ ;

A =

 1 2 1
−2 −2 0

3 3 1

.

n).
e1 = (1, 1, 2)τ ,
e2 = (2, 2, 2)τ ,
e3 = (−2, 3, 1)τ ;

g1 = (2, 3, 1)τ ,
g2 = (−1, 1, 2)τ ,
g3 = (−2, 0,−2)τ ;

A =

 −2 3 2
1 −2 −2
1 1 0

.

o).
e1 = (0, 2, 2)τ ,
e2 = (1, 1, 1)τ ,
e3 = (−2, 2, 3)τ ;

g1 = (0, 1, 1)τ ,
g2 = (1,−1,−1)τ ,
g3 = (1,−2,−1)τ ;

A =

 −1 −2 3
1 0 −2
1 1 −2

.

p).
e1 = (−1,−1, 2)τ ,
e2 = (−2, 1, 2)τ ,
e3 = (2, 0,−1)τ ;

g1 = (3, 3,−2)τ ,
g2 = (2, 3, 1)τ ,
g3 = (0, 2, 1)τ ;

A =

 2 0 1
−1 −2 1
−1 −1 3

.
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q).
e1 = (1, 1,−1)τ ,
e2 = (−2,−1,−2)τ ,
e3 = (2, 0, 2)τ ;

g1 = (−1, 0,−2)τ ,
g2 = (−1,−1, 2)τ ,
g3 = (1, 2,−3)τ ;

A =

 −1 1 −1
1 −2 1
1 −1 0

.

r).
e1 = (−2,−2, 2)τ ,
e2 = (−1, 2, 1)τ ,
e3 = (1,−1,−2)τ ;

g1 = (0, 3,−1)τ ,
g2 = (−1,−2,−1)τ ,
g3 = (−3, 3, 2)τ ;

A =

 0 −1 1
−2 −1 −1
−1 −2 −1

.

s).
e1 = (−1, 1, 0)τ ,
e2 = (1,−1, 3)τ ,
e3 = (−2, 1, 1)τ ;

g1 = (−2, 1, 2)τ ,
g2 = (3, 2, 3)τ ,
g3 = (2, 0, 1)τ ;

A =

 −1 −2 −1
0 −1 −1

−1 1 1

.

t).
e1 = (2, 3,−2)τ ,
e2 = (3, 2, 0)τ ,
e3 = (1, 3,−1)τ ;

g1 = (2, 1,−1)τ ,
g2 = (−2, 1, 1)τ ,
g3 = (1, 0,−2)τ ;

A =

 0 2 −1
1 −1 1

−1 −1 1

.

u).
e1 = (1, 1,−1)τ ,
e2 = (1, 1,−2)τ ,
e3 = (−1, 1,−1)τ ;

g1 = (2,−1, 1)τ ,
g2 = (−1,−2,−2)τ ,
g3 = (−2,−2,−3)τ ;

A =

 3 1 −1
−2 −2 −1
−1 0 1

.

v).
e1 = (−1, 1,−1)τ ,
e2 = (−1, 2, 0)τ ,
e3 = (3,−2, 1)τ ;

g1 = (2, 0, 2)τ ,
g2 = (−2,−2,−3)τ ,
g3 = (−3, 1,−2)τ ;

A =

 1 −1 −1
1 −1 −2
1 0 −2

.

w).
e1 = (3, 1, 2)τ ,
e2 = (2,−1, 1)τ ,
e3 = (0,−1,−2)τ ;

g1 = (1,−2, 1)τ ,
g2 = (−1,−2, 3)τ ,
g3 = (0, 2, 1)τ ;

A =

 −1 1 −1
1 −1 2
1 1 0

.

x).
e1 = (2, 3, 1)τ ,
e2 = (1, 0, 1)τ ,
e3 = (2, 1, 1)τ ;

g1 = (2,−2,−1)τ ,
g2 = (−3,−2,−2)τ ,
g3 = (−1,−1,−1)τ ;

A =

 1 1 1
−2 −1 −1

0 −2 −1

.

40. В следующих примерах найти матрицу перехода Pe→u, если из-
вестны координатные векторы xe, ye, ze xu, yu, zu.
a). xe = (−1, 3, 2)τ , ye = (2, 0, 1)τ , ze = (3, 1, 2)τ . xu = (−1, 0, 3)τ ,

yu = (−1,−1, 1)τ , zu = (−1,−2, 1)τ .
b). xe = (2,−2, 0)τ , ye = (−1,−1, 1)τ , ze = (2, 1,−3)τ . xu = (1,−2, 1)τ ,
yu = (0, 1,−1)τ , zu = (−2, 1,−2)τ .
c). xe = (2, 1,−3)τ , ye = (1, 1,−1)τ , ze = (2, 1, 0)τ . xu = (−1, 1, 3)τ ,

yu = (0, 1, 1)τ , zu = (2, 2,−1)τ .
d). xe = (3,−1,−1)τ , ye = (−3, 1,−2)τ , ze = (−2,−2,−1)τ . xu =

(1, 2, 2)τ , yu = (−1, 1, 1)τ , zu = (0, 3, 2)τ .
e). xe = (−1, 3,−2)τ , ye = (2,−2, 0)τ , ze = (−2, 2,−3)τ . xu = (1, 1, 0)τ ,
yu = (−2, 1,−1)τ , zu = (−1, 2,−2)τ .
f). xe = (−1, 2, 2)τ , ye = (−1, 2, 1)τ , ze = (−2, 3, 0)τ . xu = (0,−1, 3)τ ,

yu = (1,−1, 2)τ , zu = (2,−1, 2)τ .
g). xe = (1,−2, 3)τ , ye = (−3, 2, 3)τ , ze = (3, 2, 1)τ . xu = (0, 2,−1)τ ,

yu = (−1, 2,−2)τ , zu = (−2,−2, 3)τ .
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h). xe = (−3, 2, 1)τ , ye = (−3, 3,−1)τ , ze = (2, 0, 1)τ . xu = (2,−1, 2)τ ,
yu = (2, 0,−1)τ , zu = (3, 2,−1)τ .
i). xe = (2, 0, 1)τ , ye = (2,−3, 2)τ , ze = (−1, 3,−2)τ . xu = (2, 3, 2)τ ,

yu = (−1, 1, 1)τ , zu = (2, 0,−1)τ .
j). xe = (3,−1, 2)τ , ye = (2,−2, 2)τ , ze = (3, 1,−2)τ . xu = (1,−1, 1)τ ,

yu = (1,−1, 2)τ , zu = (0,−2, 1)τ .
k). xe = (2, 0,−1)τ , ye = (1,−1,−3)τ , ze = (−2,−1, 3)τ . xu = (−2, 3, 1)τ ,
yu = (−2, 1,−2)τ , zu = (1, 1, 1)τ .
l). xe = (2,−3,−1)τ , ye = (1,−1, 2)τ , ze = (−2, 0,−2)τ . xu = (1,−1, 0)τ ,
yu = (−1,−1,−1)τ , zu = (2, 1, 3)τ .
m). xe = (2,−3,−2)τ , ye = (−1,−1, 3)τ , ze = (3, 2,−1)τ . xu =

(−1,−1,−2)τ , yu = (3, 0, 2)τ , zu = (−2, 1,−2)τ .
n). xe = (2, 3, 1)τ , ye = (2,−3, 3)τ , ze = (0, 1,−1)τ . xu = (3, 3, 1)τ ,

yu = (−1, 1, 1)τ , zu = (1, 1, 1)τ .
o). xe = (0, 2,−2)τ , ye = (1, 3,−3)τ , ze = (−1, 1,−2)τ . xu = (−1,−1, 2)τ ,
yu = (−2,−2, 3)τ , zu = (0,−1, 3)τ .
p). xe = (2, 2,−2)τ , ye = (3, 3,−1)τ , ze = (−1, 0, 2)τ . xu = (2, 2, 0)τ ,

yu = (2, 2, 1)τ , zu = (−1,−2, 2)τ .
q). xe = (2,−1,−1)τ , ye = (0, 3,−2)τ , ze = (−2,−3, 1)τ . xu = (2, 2,−1)τ ,
yu = (−2,−1,−1)τ , zu = (2, 2, 1)τ .
r). xe = (−3,−1,−1)τ , ye = (0,−2,−1)τ , ze = (−1, 3, 2)τ . xu =

(1, 2,−2)τ , yu = (1, 0,−1)τ , zu = (2, 2,−1)τ .
s). xe = (3,−3,−1)τ , ye = (−3, 1,−3)τ , ze = (−2, 3, 3)τ . xu = (1, 0, 2)τ ,
yu = (−1,−1,−1)τ , zu = (−1, 1,−2)τ .
t). xe = (1,−1, 1)τ , ye = (−2, 1,−1)τ , ze = (1, 3, 1)τ . xu = (1,−1, 0)τ ,

yu = (−2, 1, 1)τ , zu = (−1, 1, 1)τ .
u). xe = (0, 2,−2)τ , ye = (−1, 3, 2)τ , ze = (2,−1, 1)τ . xu = (2,−2, 2)τ ,

yu = (2, 1, 1)τ , zu = (1, 3,−2)τ .
v). xe = (2,−2, 2)τ , ye = (−3, 2,−3)τ , ze = (−2, 0,−3)τ . xu = (2,−2, 2)τ ,
yu = (−2, 0, 1)τ , zu = (−1,−2, 3)τ .
w). xe = (−1, 3, 3)τ , ye = (−1, 3,−2)τ , ze = (3, 1, 1)τ . xu = (1,−2, 2)τ ,

yu = (0,−2, 1)τ , zu = (−1, 1, 1)τ .
x). xe = (3,−2,−1)τ , ye = (3, 3, 0)τ , ze = (1,−3,−2)τ . xu = (3,−2, 1)τ ,
yu = (−1, 0,−2)τ , zu = (3,−2, 2)τ .

41. В следующих примерах найти матрицу перехода от базиса f1, f2,
f3 к базису g1, g2, g3 линейного пространства R[x]2.
a). f1(x) = 3 + x+ x2, f2(x) = −2− x+ 2x2, f3(x) = 2 + x2.
g1(x) = −1 + x− x2, g2(x) = −x− 2x2, g3(x) = −3− 2x+ 2x2.
b). f1(x) = 3 + 3x+ 2x2, f2(x) = −1 + 2x+ x2, f3(x) = 2 + 3x+ 2x2.
g1(x) = 2− x, g2(x) = −1− 3x− 2x2, g3(x) = 2 + x+ x2.
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c). f1(x) = 2− 2x− x2, f2(x) = 2 + 2x2, f3(x) = 3− x+ 2x2.
g1(x) = 1− 3x− 3x2, g2(x) = −2 + 2x, g3(x) = 1− x− x2.
d). f1(x) = −1 + 2x− x2, f2(x) = −2− x, f3(x) = −2 + 3x− 2x2.
g1(x) = −3− 3x+ x2, g2(x) = 2− 2x+ 2x2, g3(x) = −1− x+ x2.
e). f1(x) = 2 + 3x− 2x2, f2(x) = −1 + x, f3(x) = 1 + 2x− x2.
g1(x) = −3 + x2, g2(x) = 2 + 2x− x2, g3(x) = −3 + 2x+ x2.
f). f1(x) = 2 + x− x2, f2(x) = −2 + 2x2, f3(x) = −2− 2x+ x2.
g1(x) = 2− x− 2x2, g2(x) = −2− x+ 3x2, g3(x) = −2 + 2x+ 3x2.
g). f1(x) = 1− 2x+ x2, f2(x) = −1− x+ x2, f3(x) = −2 + x− x2.
g1(x) = −1 + 2x− 3x2, g2(x) = 3 + 3x− x2, g3(x) = −1− x− x2.
h). f1(x) = −1 + x− x2, f2(x) = 1 + x+ 2x2, f3(x) = −x+ 2x2.
g1(x) = −2− 2x+ x2, g2(x) = 3 + 2x2, g3(x) = −2 + 3x+ x2.
i). f1(x) = 2 + 2x+ 2x2, f2(x) = −x− 2x2, f3(x) = 1 + 2x+ x2.
g1(x) = 3 + 2x+ 3x2, g2(x) = x− 2x2, g3(x) = 3 + x+ x2.
j). f1(x) = −1 + x+ 2x2, f2(x) = −1 + x− x2, f3(x) = 1− 2x− x2.
g1(x) = 2− 3x+ 3x2, g2(x) = 1 + x+ 2x2, g3(x) = −1− x+ x2.
k). f1(x) = 1 + 2x− 2x2, f2(x) = 2 + 2x2, f3(x) = 3 + x− x2.
g1(x) = −1− x+ 3x2, g2(x) = 3 + 3x+ x2, g3(x) = 2− 2x.
l). f1(x) = 1− 2x+ x2, f2(x) = −2 + x, f3(x) = −1 + x+ x2.
g1(x) = −1 + x− 3x2, g2(x) = −1 + 2x+ 3x2, g3(x) = 1 + 3x− x2.
m). f1(x) = 3 + 2x+ x2, f2(x) = 1 + x, f3(x) = 1 + x+ x2.
g1(x) = 2 + x+ 2x2, g2(x) = 2 + x− x2, g3(x) = −1− 2x2.
n). f1(x) = −1− x− x2, f2(x) = 3 + 3x+ x2, f3(x) = −2− x− x2.
g1(x) = 1 + 2x− 2x2, g2(x) = −2− 3x+ x2, g3(x) = −3− 2x2.
o). f1(x) = 2− 2x+ x2, f2(x) = 3− x+ x2, f3(x) = −1− 2x+ x2.
g1(x) = 2 + 3x− x2, g2(x) = 2− x2, g3(x) = −3− x+ x2.
p). f1(x) = x− x2, f2(x) = 2 + x− 2x2, f3(x) = 1− x+ x2.
g1(x) = −1 + 3x− 3x2, g2(x) = −2x+ 3x2, g3(x) = −2− x+ 3x2.
q). f1(x) = −x− x2, f2(x) = −1 + x− x2, f3(x) = 3− x+ 2x2.
g1(x) = −1− 3x− 2x2, g2(x) = 2x− x2, g3(x) = −2− x− 2x2.
r). f1(x) = 1− x+ x2, f2(x) = 2 + x− 2x2, f3(x) = −1 + x2.
g1(x) = 2− x, g2(x) = −2 + x− 2x2, g3(x) = −3 + x− x2.
s). f1(x) = 1− x+ 2x2, f2(x) = 1− 2x, f3(x) = −2 + 3x− x2.
g1(x) = −2 + 2x− x2, g2(x) = 1− x, g3(x) = 1− 2x+ 2x2.
t). f1(x) = 3 + x+ 2x2, f2(x) = −1− x− 2x2, f3(x) = −1 + 2x− x2.
g1(x) = 3x+ x2, g2(x) = −3 + 2x− x2, g3(x) = −1− 2x+ x2.
u). f1(x) = −1− x− x2, f2(x) = 1 + x, f3(x) = 2 + x+ 2x2.
g1(x) = 1− x+ 2x2, g2(x) = 3 + 2x, g3(x) = 2 + 2x− x2.
v). f1(x) = −1 + 2x+ x2, f2(x) = 2− 2x+ x2, f3(x) = 2x− x2.
g1(x) = 3− 2x− x2, g2(x) = 3 + 2x− 3x2, g3(x) = 3 + 2x+ x2.
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w). f1(x) = −2 + 3x+ x2, f2(x) = −1 + 3x+ 2x2, f3(x) = −1− 2x− x2.
g1(x) = −3 + 2x+ 3x2, g2(x) = −1− x2, g3(x) = −2− 3x+ x2.
x). f1(x) = −1− x+ x2, f2(x) = 2 + 3x, f3(x) = 1− 2x+ x2.
g1(x) = 3x− 2x2, g2(x) = 3− 2x+ 3x2, g3(x) = −1 + x− 3x2.

42. В следующих примерах найти матрицу перехода от базиса A1,
A2, A3, A4 к базису B1, B2, B3, B4 линейного пространства M2(R).

a). A1 =
(

3 −2
0 −1

)
, A2 =

(
1 2
0 1

)
, A3 =

(
−1 −2
−1 −2

)
, A4 =

(
2 3
2 3

)
,

B1 =
(

3 −4
2 −1

)
, B2 =

(
−3 2
−3 −2

)
, B3 =

(
4 −1

−1 −2

)
, B4 =

(
2 −3
0 −1

)
.

b). A1 =
(

2 −2
1 1

)
, A2 =

(
−2 3

0 1

)
, A3 =

(
1 −2
2 −1

)
, A4 =

(
1 −1

−1 2

)
,

B1 =
(

1 −1
1 −3

)
, B2 =

(
1 0

−1 2

)
, B3 =

(
−1 2

4 4

)
, B4 =

(
3 −4
4 2

)
.

c). A1 =
(
−2 −1
−1 −2

)
, A2 =

(
2 0
1 −2

)
, A3 =

(
3 −2
0 −2

)
, A4 =

(
1 1
1 3

)
,

B1 =
(

1 −2
−2 0

)
, B2 =

(
−2 0
−2 2

)
, B3 =

(
4 3
3 −1

)
, B4 =

(
−1 3

2 4

)
.

d). A1 =
(
−1 −2

2 3

)
, A2 =

(
3 0

−2 −2

)
, A3 =

(
1 −2
3 2

)
, A4 =(

−1 1
−1 −1

)
, B1 =

(
3 −1

−2 −2

)
, B2 =

(
−1 2

2 −2

)
, B3 =

(
0 2

−1 −3

)
,

B4 =
(
−2 0

1 2

)
.

e). A1 =
(

3 1
−2 3

)
, A2 =

(
−1 0
−1 −1

)
, A3 =

(
2 2

−1 2

)
, A4 =

(
−1 0

1 1

)
,

B1 =
(
−2 3

3 4

)
, B2 =

(
1 3
2 3

)
, B3 =

(
3 −2

−1 3

)
, B4 =

(
−3 4

0 −1

)
.

f). A1 =
(
−1 2

1 3

)
, A2 =

(
2 −2
0 −2

)
, A3 =

(
0 −1

−1 −1

)
, A4 =

(
1 −1

−1 3

)
,

B1 =
(

3 0
4 −2

)
, B2 =

(
4 −1
4 −4

)
, B3 =

(
3 −2
1 −3

)
, B4 =

(
1 1
3 −3

)
.

g). A1 =
(
−1 −1
−2 −1

)
, A2 =

(
−2 2

1 −1

)
, A3 =

(
1 1
2 −1

)
, A4 =(

0 −1
−1 1

)
, B1 =

(
−3 3

1 0

)
, B2 =

(
3 −3

−2 −1

)
, B3 =

(
2 1
3 −3

)
, B4 =(

−2 4
3 −1

)
.
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h). A1 =
(
−1 1

1 0

)
, A2 =

(
−1 −2

1 1

)
, A3 =

(
−1 2

3 −2

)
, A4 =(

0 −2
−1 1

)
, B1 =

(
2 1

−2 −2

)
, B2 =

(
−2 3

4 −3

)
, B3 =

(
2 −4

−3 1

)
,

B4 =
(
−1 −3
−4 4

)
.

i). A1 =
(

0 1
1 1

)
, A2 =

(
1 2

−2 −2

)
, A3 =

(
0 2
2 −2

)
, A4 =

(
1 −1
1 −2

)
,

B1 =
(

3 2
−4 1

)
, B2 =

(
1 −2
0 1

)
, B3 =

(
−2 −3
−1 2

)
, B4 =

(
2 −2

−4 1

)
.

j). A1 =
(
−1 0
−1 1

)
, A2 =

(
3 1

−1 −1

)
, A3 =

(
2 1
0 −1

)
, A4 =

(
1 1
2 −2

)
,

B1 =
(
−2 2

1 0

)
, B2 =

(
4 1

−1 −1

)
, B3 =

(
1 2

−1 −1

)
, B4 =

(
2 1
2 −2

)
.

k). A1 =
(

3 2
2 1

)
, A2 =

(
−2 −1
−1 −1

)
, A3 =

(
0 1

−1 2

)
, A4 =

(
−1 −1

0 2

)
,

B1 =
(
−2 −4

1 −2

)
, B2 =

(
3 3
1 −4

)
, B3 =

(
0 −2
3 −2

)
, B4 =

(
2 4
0 −3

)
.

l). A1 =
(
−2 −2

2 −1

)
, A2 =

(
1 0
0 1

)
, A3 =

(
−2 −2

2 −2

)
, A4 =

(
−2 −2

3 −1

)
,

B1 =
(

3 0
−1 1

)
, B2 =

(
1 −2
3 0

)
, B3 =

(
−2 −4

4 −2

)
, B4 =

(
1 −2
1 −1

)
.

m). A1 =
(

1 3
3 0

)
, A2 =

(
2 −2
2 2

)
, A3 =

(
2 2
1 3

)
, A4 =

(
1 −2

−2 3

)
,

B1 =
(

4 −3
4 4

)
, B2 =

(
2 0
2 2

)
, B3 =

(
1 −4

−1 2

)
, B4 =

(
1 0
4 −1

)
.

n). A1 =
(
−1 −2

3 −2

)
, A2 =

(
1 −2

−1 2

)
, A3 =

(
−1 −2

3 1

)
, A4 =

(
1 2
0 1

)
,

B1 =
(

2 4
−3 −3

)
, B2 =

(
2 −4
1 0

)
, B3 =

(
−1 2

1 4

)
, B4 =

(
−3 2
−1 −1

)
.

o). A1 =
(

1 −2
−1 −2

)
, A2 =

(
−2 3

2 2

)
, A3 =

(
1 1
1 1

)
, A4 =

(
0 0
1 −1

)
,

B1 =
(
−2 3

3 1

)
, B2 =

(
−2 −1

0 −2

)
, B3 =

(
−4 0

1 −3

)
, B4 =

(
2 1
4 −2

)
.

p). A1 =
(
−1 2

2 1

)
, A2 =

(
2 1

−1 2

)
, A3 =

(
1 1
0 −1

)
, A4 =

(
1 1
1 1

)
,

B1 =
(

1 −3
1 −3

)
, B2 =

(
−1 −2

3 −1

)
, B3 =

(
−2 −4

0 0

)
, B4 =

(
1 3

−1 −1

)
.
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q). A1 =
(

3 −2
1 1

)
, A2 =

(
1 −1

−1 −1

)
, A3 =

(
1 1
3 3

)
, A4 =

(
−2 1

2 1

)
,

B1 =
(
−2 −1
−2 −3

)
, B2 =

(
4 −3

−4 −2

)
, B3 =

(
−4 −1

4 1

)
, B4 =

(
−1 −3

1 −1

)
.

r). A1 =
(

0 3
−2 2

)
, A2 =

(
−1 −2
−1 2

)
, A3 =

(
3 0
1 −1

)
, A4 =

(
−1 2
−1 3

)
,

B1 =
(
−1 −3
−3 3

)
, B2 =

(
3 4
1 0

)
, B3 =

(
−2 3

2 −2

)
, B4 =

(
−3 4
−3 −2

)
.

s). A1 =
(

2 −1
0 1

)
, A2 =

(
−1 −1

1 −2

)
, A3 =

(
1 2
1 1

)
, A4 =

(
2 0

−1 2

)
,

B1 =
(
−2 0

4 −4

)
, B2 =

(
2 −1
3 −1

)
, B3 =

(
2 −3
4 −3

)
, B4 =

(
−4 0

1 −4

)
.

t). A1 =
(
−2 2

0 1

)
, A2 =

(
−1 3
−1 3

)
, A3 =

(
−1 0

1 −1

)
, A4 =

(
2 −2
1 −2

)
,

B1 =
(

3 −2
4 −4

)
, B2 =

(
−2 1

1 0

)
, B3 =

(
−1 1

3 −2

)
, B4 =

(
−2 1

3 −2

)
.

u). A1 =
(
−2 −1

0 1

)
, A2 =

(
−2 −1
−2 1

)
, A3 =

(
0 1

−1 −1

)
, A4 =(

1 −1
−2 2

)
, B1 =

(
0 −1

−2 3

)
, B2 =

(
−3 −1
−1 0

)
, B3 =

(
1 −1

−4 2

)
,

B4 =
(
−2 −2
−4 4

)
.

v). A1 =
(
−1 1

2 1

)
, A2 =

(
−2 −1

0 3

)
, A3 =

(
−1 1

1 2

)
, A4 =

(
0 1
2 1

)
,

B1 =
(
−2 −3
−1 4

)
, B2 =

(
1 −3

−2 −1

)
, B3 =

(
2 3
2 1

)
, B4 =

(
2 −1
0 −3

)
.

w). A1 =
(

2 2
2 −2

)
, A2 =

(
−1 0
−1 2

)
, A3 =

(
1 −1

−1 1

)
, A4 =

(
−1 −1
−2 1

)
,

B1 =
(

4 1
−3 1

)
, B2 =

(
−1 0

1 2

)
, B3 =

(
−4 −2
−1 2

)
, B4 =

(
−1 −1

3 −3

)
.

x). A1 =
(
−2 2
−2 1

)
, A2 =

(
2 −1

−2 −1

)
, A3 =

(
−2 −2
−1 3

)
, A4 =

(
1 3
0 −2

)
,

B1 =
(

3 −2
−1 −2

)
, B2 =

(
−1 0

3 2

)
, B3 =

(
−1 −3

0 3

)
, B4 =

(
−4 −1

1 3

)
.

43. Найти ранг r для каждой из следующих матриц.

a).


−2 −2 −2 2
−1 2 −4 −5

0 3 −3 −6
−2 1 −5 −4

 . b).


1 −1 −2 2

−2 2 4 −4
−1 1 2 −2

2 −2 −4 4

 .c).


1 3 −1 −5

−2 0 −4 −2
−2 −2 −2 2

2 −1 5 4

 .



383

d).


−2 0 −4 −2
−3 −1 −5 −1
−3 −2 −4 1

1 −3 5 7

 .e).

 1 0 −2 −1
−1 0 2 1
−2 0 4 2

 . f).


3 2 4 −1
2 1 3 0

−3 −1 −5 −1
3 3 3 −3

 .

g).

 −2 −3 −1 4
−3 −3 −3 3

1 1 1 −1

 . h).

 1 −1 3 3
−2 −3 −1 4
−2 −2 −2 2

 . i).

 −2 1 −5 −4
3 1 5 1
3 2 4 −1

 .

j).

 1 2 0 −3
−2 1 −3 −1
−2 −1 −1 1

 . k).

 −2 −3 −1 4
0 −3 3 6
3 2 4 −1

 . l).

 3 2 −2 1
−3 −1 1 −2

0 1 1 −3

 .

m).

 1 1 1 −1
2 3 1 −4
0 −1 1 2

 . n).

 −3 −1 3 −2
−2 2 3 −2

0 1 1 −1

 . o).


1 −1 −1 −4
1 3 −3 2
0 1 −1 1
1 1 2 3

 .

p).


−1 1 2 −1
−2 −3 1 2

2 1 3 −2
−1 1 −2 −1

 .q).


1 −3 5 7
0 2 −2 −4
1 0 2 1

−2 −2 −2 2

 . r).


−2 2 3 −3
−1 1 −3 −1

0 −3 1 1
−3 2 −1 −3

 .

s).


1 2 −1 3

−2 2 −3 2
2 1 −3 1
0 −1 −3 −3

 . t).


−1 0 −3 −2
−3 −3 0 −3

3 1 −2 −3
−1 −3 1 −4

 . u).


−1 0 1
−2 3 8
−1 1 3

2 −3 −8

 .

v).


0 −1 0 −2
1 3 −2 3
0 −1 −2 −4
2 2 −3 −1

 . w).


−3 −3 −1 −4
−2 1 −3 1

0 1 −1 1
−2 −2 2 0

 .x).


0 −2 6

−1 −2 7
2 −2 4
3 −2 3

 .

44. Найти ранг r для каждой из следующих систем векторов
a). e1 = (−1, 0,−1)τ , e2 = (1,−1,−1)τ , e3 = (−1,−1,−3)τ , e4 =

(2,−3,−4)τ , e5 = (−2,−1,−4)τ .
b). e1 = (3,−1, 2)τ , e2 = (4, 4, 1)τ , e3 = (0, 4,−2)τ , e4 = (−3, 1, 1)τ ,

e5 = (1, 5,−4)τ .
c). e1 = (1,−1, 2)τ , e2 = (1, 2,−1)τ , e3 = (−4,−2,−2)τ , e4 = (2, 1, 1)τ ,
e5 = (−3, 0,−3)τ .
d). e1 = (−1,−1,−1)τ , e2 = (−1, 3, 0)τ , e3 = (−1, 2, 1)τ , e4 =

(5,−2,−3)τ , e5 = (5, 3, 2)τ .
e). e1 = (2, 0,−1)τ , e2 = (3,−1, 2)τ , e3 = (2,−1, 3)τ , e4 = (−3, 1,−4)τ ,
e5 = (5,−2, 4)τ .
f). e1 = (2, 3, 1)τ , e2 = (1, 3, 3)τ , e3 = (−4,−3, 3)τ , e4 = (−1, 0, 2)τ ,

e5 = (3, 3,−1)τ .
g). e1 = (−2, 2, 0)τ , e2 = (1, 1,−1)τ , e3 = (3,−2,−1)τ , e4 = (−3, 3, 1)τ ,
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e5 = (−5,−1, 5)τ .
h). e1 = (−2, 0, 2)τ , e2 = (4,−1, 1)τ , e3 = (1, 1,−2)τ , e4 = (4, 3,−3)τ ,

e5 = (1,−2, 5)τ .
i). e1 = (−1, 1,−2)τ , e2 = (−2, 4,−1)τ , e3 = (−3, 5,−3)τ , e4 =

(0,−2,−3)τ , e5 = (1,−3,−1)τ .
j). e1 = (−1, 3, 1)τ , e2 = (4,−1,−1)τ , e3 = (1,−2,−1)τ , e4 =

(5,−1,−2)τ , e5 = (4,−5,−1)τ .
k). e1 = (−2, 1,−2)τ , e2 = (3, 1, 4)τ , e3 = (1, 2, 2)τ , e4 = (−3, 4,−2)τ ,

e5 = (0, 5, 2)τ .
l). e1 = (−1, 1,−1)τ , e2 = (1, 0,−1)τ , e3 = (3,−1,−1)τ , e4 = (2,−3, 4)τ ,
e5 = (−1, 2,−3)τ .
m). e1 = (2, 2,−2)τ , e2 = (1, 4,−1)τ , e3 = (−1,−2, 4)τ , e4 = (−2, 2,−1)τ ,
e5 = (5, 0, 1)τ .
n). e1 = (−1, 3, 3)τ , e2 = (1,−1,−2)τ , e3 = (−2, 4, 5)τ , e4 = (−3,−1, 4)τ ,
e5 = (0,−4,−2)τ .
o). e1 = (2, 3, 4)τ , e2 = (1, 3, 4)τ , e3 = (−2, 2, 3)τ , e4 = (4,−2,−3)τ ,

e5 = (2, 2, 3)τ .
p). e1 = (1, 0,−2)τ , e2 = (1,−1,−1)τ , e3 = (−2, 5,−1)τ , e4 =

(2,−3,−1)τ , e5 = (−4, 3, 5)τ .
q). e1 = (2, 1, 0)τ , e2 = (3, 4,−1)τ , e3 = (1,−2, 1)τ , e4 = (3,−1, 1)τ ,

e5 = (−5,−5, 1)τ .
r). e1 = (3, 2, 2)τ , e2 = (1, 2, 1)τ , e3 = (4, 2, 2)τ , e4 = (1,−4, 0)τ ,

e5 = (−2, 4, 1)τ .
s). e1 = (−1,−1, 3)τ , e2 = (−2, 4, 2)τ , e3 = (−2, 3, 1)τ , e4 = (−1, 3,−3)τ ,
e5 = (1,−2, 4)τ .
t). e1 = (−1, 1,−2)τ , e2 = (1, 3, 1)τ , e3 = (0,−4, 1)τ , e4 = (−3,−5,−4)τ ,
e5 = (3, 1, 5)τ .
u). e1 = (4,−2, 3)τ , e2 = (2,−2, 3)τ , e3 = (−2, 1,−2)τ , e4 = (−4,−2, 2)τ ,
e5 = (−4,−3, 2)τ .
v). e1 = (−1, 1, 1)τ , e2 = (−1, 0, 3)τ , e3 = (−1,−1, 5)τ , e4 = (−2, 1, 4)τ ,
e5 = (2,−4, 2)τ .
w). e1 = (−1, 1,−2)τ , e2 = (−2, 2, 4)τ , e3 = (1, 0, 2)τ , e4 = (−2, 1, 4)τ ,

e5 = (2, 2,−4)τ .
x). e1 = (−2, 1,−1)τ , e2 = (−1, 0,−2)τ , e3 = (4,−1, 5)τ , e4 =

(1,−1,−1)τ , e5 = (−1,−1,−5)τ .
45. Найти максимальные линейно независимые подсистемы следу-

ющих систем векторов (вообще говоря, находятся неоднозначно).
a). a1 = (−2,−2, 0, 3), a2 = (−6,−6, 0, 9), a3 = (4, 4, 0,−6), a4 =

(−1, 3, 3, 1), a5 = (3,−1, 2,−1), a6 = (−1,−5, 2, 5).
b). a1 = (−2, 1, 0,−2), a2 = (−2, 1,−1, 2), a3 = (2,−1,−1, 6), a4 =
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(−4, 2,−1, 0), a5 = (−2, 1,−2, 6), a6 = (0, 0,−1, 4).
c). a1 = (0, 0, 0, 0), a2 = (1, 3, 1, 1), a3 = (−2,−6,−2,−2), a4 =

(1, 0,−2,−2), a5 = (−3,−6, 0, 0), a6 = (4, 6,−2,−2).
d). a1 = (−2,−1, 0, 0), a2 = (2, 1, 0, 0), a3 = (0, 1,−2, 1), a4 =

(−6,−4, 2,−1), a5 = (2, 3,−4, 2), a6 = (−1, 2, 0, 2).
e). a1 = (−1,−1, 1,−1), a2 = (−1, 1, 3,−2), a3 = (−3, 1, 7,−5), a4 =

(0, 2, 2,−1), a5 = (2, 2,−2, 2), a6 = (−1, 2, 2,−1).
f). a1 = (−2, 1,−2,−2), a2 = (2,−1, 2, 2), a3 = (4,−2, 4, 4), a4 =

(−2,−1, 1,−2), a5 = (−2,−3, 4,−2), a6 = (3,−2, 1, 1).
g). a1 = (1, 3,−1, 1), a2 = (2, 6,−2, 2), a3 = (−1, 1,−1, 3), a4 =

(3, 9,−3, 3), a5 = (0,−4, 2,−4), a6 = (−1, 3,−2, 5).
h). a1 = (0, 0, 0, 0), a2 = (−2, 2,−2, 0), a3 = (−6, 6,−6, 0), a4 = (1, 1, 3, 1),
a5 = (−2, 2,−2, 0), a6 = (3, 2,−2, 1).
i). a1 = (0, 0, 0, 0), a2 = (0,−1, 1,−2), a3 = (−2, 0,−2,−2), a4 =

(−4,−1,−3,−6), a5 = (2,−3, 5,−4), a6 = (−2, 2,−4, 2).
j). a1 = (−2, 1, 0,−2), a2 = (1, 2, 1, 1), a3 = (4, 3, 2, 4), a4 =

(−2,−2, 2,−2), a5 = (5, 8, 1, 5), a6 = (2, 0,−2, 3).
k). a1 = (1, 1,−1, 1), a2 = (−2,−2, 2,−2), a3 = (2, 2, 3, 3), a4 = (1, 1, 4, 2),
a5 = (0, 3,−2, 1), a6 = (2, 1, 2, 1).
l). a1 = (2,−1, 0, 2), a2 = (4,−2, 0, 4), a3 = (−2, 1, 2,−2), a4 =

(−4, 2, 6,−4), a5 = (8,−4,−4, 8), a6 = (−6, 3, 2,−6).
m). a1 = (0, 0, 0, 0), a2 = (−1, 1,−1,−1), a3 = (2,−2, 2, 2), a4 =

(−2, 2,−2,−2), a5 = (1, 0, 2, 0), a6 = (−1, 1,−1,−1).
n). a1 = (0,−1,−1, 0), a2 = (−1, 1, 0, 0), a3 = (0,−2,−2, 0), a4 =

(1, 0,−2, 0), a5 = (1, 0, 4, 0), a6 = (0,−2,−5, 0).
o). a1 = (2,−1,−1, 1), a2 = (−1, 1, 3, 0), a3 = (−3, 2, 4,−1), a4 =

(0, 1, 5, 1), a5 = (−2, 1, 1,−1), a6 = (2, 0, 4, 2).
p). a1 = (3, 1, 2, 0), a2 = (9, 3, 6, 0), a3 = (−3,−1,−2, 0), a4 =

(0,−2,−2, 3), a5 = (6,−4,−2, 9), a6 = (−2, 2,−2, 3).
q). a1 = (1, 3,−2,−2), a2 = (−2,−6, 4, 4), a3 = (−1, 0, 3,−2), a4 =

(−2,−3, 5, 0), a5 = (−2,−2, 3, 1), a6 = (5, 7,−8,−4).
r). a1 = (−1, 3, 1,−2), a2 = (−2, 6, 2,−4), a3 = (1,−3,−1, 2), a4 =

(−1,−2,−1, 1), a5 = (−2, 2, 2,−2), a6 = (−2,−2, 2, 0).
s). a1 = (1, 3, 1,−1), a2 = (−1,−3,−1, 1), a3 = (3, 1, 0, 2), a4 =

(2,−2,−1, 3), a5 = (0, 8, 3,−5), a6 = (0, 1,−1, 0).
t). a1 = (0, 0, 0, 0), a2 = (1, 2,−2,−1), a3 = (1, 2, 1, 1), a4 =

(5, 10,−4,−1), a5 = (−3,−6, 0,−1), a6 = (1, 2, 7, 5).
u). a1 = (2,−2, 2,−1), a2 = (1,−2, 0, 1), a3 = (−1, 0,−2, 2), a4 =

(4,−6, 2, 1), a5 = (−3, 4,−2, 0), a6 = (−2,−1, 2, 1).
v). a1 = (0, 0, 0, 0), a2 = (0, 1, 3,−1), a3 = (0,−2,−6, 2), a4 = (3, 3,−2, 0),
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a5 = (−3,−5,−4, 2), a6 = (−6,−8,−2, 2).
w). a1 = (1,−2, 3, 3), a2 = (−1, 0, 1,−2), a3 = (0, 2,−4,−1), a4 =

(2, 2, 3, 1), a5 = (3, 2, 2, 3), a6 = (0, 3, 2, 2).
x). a1 = (1,−1, 0, 2), a2 = (3,−3, 0, 6), a3 = (2,−2, 0, 4), a4 = (2, 0,−2, 0),
a5 = (5, 1,−6,−2), a6 = (0,−2, 2, 4).

46. Найти максимальные линейно независимые подсистемы следу-
ющих систем многочленов (вообще говоря, находятся неоднозначно).
a). f1(x) = 2x2 + 3x + 1, f2(x) = 4x2 + 6x + 2, f3(x) = x2 − x + 2,

f4(x) = 6x2 + 4x+ 6, f5(x) = 5x2 + 10x+ 1.
b). f1(x) = 3 − 2x − 2x2, f2(x) = 4x2 + 4x − 6, f3(x) = 2x2 + 2x − 3,

f4(x) = x2 + x+ 3, f5(x) = −5x2 − 5x+ 12.
c). f1(x) = 3x2 + 2x − 1, f2(x) = 6x2 + 4x − 2, f3(x) = 2x2 − 2x + 3,

f4(x) = 13x2 + 2x+ 3, f5(x) = 4x2 + 6x− 5.
d). f1(x) = −2x2 + x + 3, f2(x) = 4x2 − 2x − 6, f3(x) = 3x2 + 2x + 1,

f4(x) = −5x2 − x+ 2, f5(x) = −x2 + x− 2.
e). f1(x) = 3x2 − x − 1, f2(x) = −6x2 + 2x + 2, f3(x) = −3x2 + x + 1,

f4(x) = 3x2 − x, f5(x) = −9x2 + 3x+ 1.
f). f1(x) = x2 + 2x + 2, f2(x) = 2x2 + 4x + 4, f3(x) = −2x2 + 3x + 2,

f4(x) = −5x2 + 4x+ 2, f5(x) = −3x2 + 8x+ 6.
g). f1(x) = 2x2 + 2x − 2, f2(x) = −4x2 − 4x + 4, f3(x) = 2x2 − x + 2,

f4(x) = −2x2 − 5x+ 6, f5(x) = −2x2 + 3x− 2.
h). f1(x) = x2 + x − 1, f2(x) = −2x2 − 2x + 2, f3(x) = −x2 − x + 1,

f4(x) = −x2 + 2x+ 1, f5(x) = −3x2 + 3.
i). f1(x) = 2x2 + 2x − 1, f2(x) = 4x2 + 4x − 2, f3(x) = 2x2 + 2x,

f4(x) = 2x2 + 2x+ 1, f5(x) = 12x2 + 12x− 3.
j). f1(x) = −x2 + 3x + 1, f2(x) = 2x2 − 6x − 2, f3(x) = 2x2 − x + 3,

f4(x) = 2x2 − x+ 3, f5(x) = 2x2 + 2x− 2.
k). f1(x) = −x2 + 3x + 3, f2(x) = 2x2 − 6x − 6, f3(x) = x2 − 3x − 3,

f4(x) = −2x2 − x− 1, f5(x) = x2 + 4x+ 4.
l). f1(x) = 3x2 + 2x + 3, f2(x) = −6x2 − 4x − 6, f3(x) = −x2 + x + 1,

f4(x) = 9x2 + 6x+ 9, f5(x) = −8x2 − 2x− 4.
m). f1(x) = x2 − 2x + 2, f2(x) = x2 + 3x + 1, f3(x) = 4x2 − 3x + 7,

f4(x) = −2x2 + 4x− 4, f5(x) = 2x2 + 2x+ 2.
n). f1(x) = −x2 + x − 2, f2(x) = 2x2 − 2x + 4, f3(x) = x2 − x + 2,

f4(x) = x2 + 2x, f5(x) = −x2 + x− 2.
o). f1(x) = −x2 − 2x + 1, f2(x) = 2x2 + 4x − 2, f3(x) = −2x2 − x − 2,

f4(x) = −8x2 − 7x− 4, f5(x) = −5x2 − 4x− 3.
p). f1(x) = −2x2 + 2, f2(x) = x2 + x − 2, f3(x) = 2x2 + 2x − 4,

f4(x) = −3x2 + 2 + x, f5(x) = 2x2 − x− 2.
q). f1(x) = 3x2 + 2x + 1, f2(x) = −6x2 − 4x − 2, f3(x) = −3x2 − 2x − 1,
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f4(x) = x2 + 3x+ 1, f5(x) = 8x2 + 3x+ 2.
r). f1(x) = x2 + 2x + 2, f2(x) = −2x2 − 4x − 4, f3(x) = 2x2 + 3x + 2,

f4(x) = −2x2 − 3x− 2, f5(x) = 4x2 + 5x+ 2.
s). f1(x) = x2 + 2x − 2, f2(x) = x2 + 3x + 2, f3(x) = −4x2 − 10x,

f4(x) = −x2 − 4x− 6, f5(x) = −x2 − x+ 2.
t). f1(x) = −x2 + x − 1, f2(x) = −2x2 + 2x − 2, f3(x) = 2x2 + 2x − 1,

f4(x) = −7x2 − x− 1, f5(x) = 2x2 + 6x− 4.
u). f1(x) = −2x2 + x + 3, f2(x) = 4x2 − 2x − 6, f3(x) = x2 + 3x + 2,

f4(x) = −2x2 − 6x− 4, f5(x) = 3x2 + 3x− 2.
v). f1(x) = 2x2 + 3x − 2, f2(x) = −4x2 − 6x + 4, f3(x) = −2x2 − 3x + 2,
f4(x) = 3x2 + 2x+ 1, f5(x) = 12x2 + 13x− 4.
w). f1(x) = x2 + x − 1, f2(x) = −2x2 − 2x + 2, f3(x) = −x2 − x + 1,

f4(x) = 3x2 − 2x− 2, f5(x) = 4x2 − x− 3.
x). f1(x) = x2 + 2x + 2, f2(x) = −2x2 − 4x − 4, f3(x) = 3x2 − x + 2,

f4(x) = 2x2 + 4x+ 4, f5(x) = −8x2 − 2x− 8.
47. Найти базис и размерность линейной оболочки, порожденной

следующими системами векторов.
a). a1 = (3, 1, 3, 3), a2 = (0, 3,−1, 2), a3 = (−3, 2,−4,−1), a4 =

(4, 3,−3, 2), a5 = (3, 7, 1, 7), a6 = (6, 5, 5, 8).
b). a1 = (0,−3, 3, 2), a2 = (−3, 2, 0,−2), a3 = (−3,−4, 6, 2), a4 =

(−6, 1, 3,−2), a5 = (1, 4, 4, 5), a6 = (1,−3,−2, 2).
c). a1 = (4, 1, 5, 3), a2 = (0, 1, 3,−1), a3 = (0,−2,−6, 2), a4 = (2, 1, 4, 1),
a5 = (4, 0, 2, 4), a6 = (−4, 1, 1,−5).
d). a1 = (−3, 4,−1,−2), a2 = (−1, 1,−3, 3), a3 = (−4, 5,−4, 1), a4 =

(7,−9, 5, 1), a5 = (1,−3, 0, 4), a6 = (−2, 3, 2,−5).
e). a1 = (−2, 3, 5, 5), a2 = (0, 4, 2, 4), a3 = (0, 5, 3,−1), a4 = (2, 5,−1, 3),
a5 = (4,−3, 3, 0), a6 = (2, 3,−2, 1).
f). a1 = (0, 0,−2,−1), a2 = (−3, 3, 2,−1), a3 = (−3, 3, 6, 1), a4 =

(−6, 6,−2,−5), a5 = (−9, 9, 8,−2), a6 = (−1,−2, 0,−2).
g). a1 = (5, 3, 4,−1), a2 = (0,−2, 0, 2), a3 = (5, 1, 4, 1), a4 = (5, 0, 4, 2),

a5 = (−3, 4, 1, 5), a6 = (1,−3, 4, 4).
h). a1 = (2,−3, 1,−1), a2 = (4, 0,−2, 2), a3 = (4,−3, 0, 0), a4 = (5, 2, 2, 1),
a5 = (0, 6,−4, 4), a6 = (4, 3,−4, 4).
i). a1 = (1, 2, 1,−3), a2 = (−1,−1,−2, 3), a3 = (3, 4, 5,−9), a4 =

(−1,−3, 0, 3), a5 = (−1, 0,−3, 3), a6 = (−1, 1,−4, 3).
j). a1 = (2, 0, 4,−2), a2 = (2,−2, 3, 0), a3 = (4, 2, 9,−6), a4 = (2, 4, 6,−6),
a5 = (2,−4, 2, 2), a6 = (2, 4, 1,−3).
k). a1 = (0, 5, 1, 0), a2 = (2,−3, 2, 0), a3 = (−4, 1,−5, 0), a4 = (5, 4, 3, 1),
a5 = (1, 1, 3, 0), a6 = (4,−2, 0, 5).
l). a1 = (1, 1, 2,−1), a2 = (0,−2, 0,−2), a3 = (−2, 2,−4, 6), a4 =
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(3, 1, 6,−5), a5 = (1,−1, 2,−3), a6 = (−1,−5,−2,−3).
m). a1 = (0,−1, 0, 3), a2 = (−3,−1, 1, 0), a3 = (3, 0,−1, 3), a4 =

(6, 1,−2, 3), a5 = (2, 4, 3, 0), a6 = (−3, 1, 1,−6).
n). a1 = (1, 4, 2,−3), a2 = (−3,−2, 0, 5), a3 = (2, 8, 4,−6), a4 =

(−3, 8, 6, 1), a5 = (0, 5, 3,−2), a6 = (4,−4,−4,−4).
o). a1 = (−2, 2, 3, 5), a2 = (1, 3, 1, 0), a3 = (1,−3,−2, 4), a4 =

(4, 4,−1,−5), a5 = (3, 5,−1, 5), a6 = (−1, 5, 4, 5).
p). a1 = (0,−3,−3, 3), a2 = (2, 3, 2, 0), a3 = (2,−3,−4, 6), a4 =

(2, 6, 5,−3), a5 = (−3, 3, 5, 1), a6 = (−2, 0, 1,−3).
q). a1 = (2, 3,−2, 1), a2 = (1,−2,−1,−1), a3 = (5,−3,−5,−2), a4 =

(−3,−1, 3, 0), a5 = (7, 0,−7,−1), a6 = (1, 5,−1, 2).
r). a1 = (0, 3, 2,−2), a2 = (0, 2, 1, 2), a3 = (0,−1,−1, 4), a4 =

(1,−1,−2, 1), a5 = (0,−1, 0,−6), a6 = (−2, 4,−1, 5).
s). a1 = (0,−1, 4, 4), a2 = (−1, 0,−3,−1), a3 = (1, 2,−5,−7), a4 =

(1,−1, 7, 5), a5 = (−3,−1,−5, 1), a6 = (−1, 2,−2, 4).
t). a1 = (1, 4,−3,−3), a2 = (−2,−3,−2, 5), a3 = (3, 1,−3, 1), a4 =

(−3,−2,−7, 7), a5 = (1,−1, 5,−2), a6 = (5,−2, 5, 1).
u). a1 = (5,−3, 0, 1), a2 = (−3, 0, 0, 3), a3 = (4,−3, 0, 2), a4 =

(−4, 6, 0,−8), a5 = (−8, 6, 0,−4), a6 = (1,−1, 0, 1).
v). a1 = (−3, 3, 0, 4), a2 = (−1, 5, 0, 3), a3 = (2, 2, 0,−1), a4 = (1, 5, 0,−3),
a5 = (−4, 8, 0, 7), a6 = (0, 4, 2, 4).
w). a1 = (1, 3, 3, 0), a2 = (2, 0, 1,−2), a3 = (5, 3, 5,−4), a4 = (6, 6, 8,−4),
a5 = (0, 4, 0,−1), a6 = (7, 3, 6,−6).
x). a1 = (1,−1, 5,−1), a2 = (−2, 3,−2, 2), a3 = (−1, 1,−5, 1), a4 =

(3,−5,−1,−3), a5 = (5,−7, 9,−5), a6 = (−5, 8,−1, 5).
48. Найти фундаментальную систему решений и размерность d под-

пространства решений однородной системы линейных уравнений.

a).

 3x1 + 3x2 − 6x3 + 3x4 = 0,
2x1 − x2 + 5x3 − 4x4 = 0,
3x1 − x2 + 6x3 − 5x4 = 0.

b).


2x1 + 3x2 − 3x3 + x4 = 0,
−x1 − x2 + x3 + 2x4 = 0,
2x1 − x2 + 4x3 = 0,
3x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0.

c).


3x2 − 9x3 + 6x4 = 0,
2x1 − 2x2 + 4x3 − 6x4 = 0,
2x1 + 2x2 − 8x3 + 2x4 = 0,
−3x1 − x2 + 6x3 + x4 = 0.

d).


−x2 + x3 + x4 = 0,
x1 − 3x2 − 3x3 − 2x4 = 0,
−3x1 + 4x2 + x3 − 2x4 = 0,
4x1 − 3x22x3 + 6x4 = 0.

e).


−x1 − x2 + x3 = 0,
−x1 + x2 − 3x3 − 2x4 = 0,
2x2 − 4x3 − 2x4 = 0,
4x1 − 2x2 + 8x3 + 6x4 = 0.

f).


x1 − 2x2 + 4x3 − 2x4 = 0,
−x1 − 2x2 + 2x3 − 2x4 = 0,
−x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,
4x1 − 3x2 + x3 + 3x4 = 0.
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g).


−2x1 − 2x2 − 2x3 = 0,
2x1 + 3x2 + 4x3 − 5x4 = 0,
3x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 0,
−2x1 + 4x2 − 3x3 − 4x4 = 0.

h).


−x1 − 2x3 + 3x4 = 0,
4x1 − 3x2 − x3 + x4 = 0,
−2x1 + 4x2 + x3 − 3x4 = 0,
2x1 − x2 − 3x3 = 0.

i).


2x1 − 2x2 + 3x3 − 3x4 = 0,
−3x1 + 2x2 − 2x3 + 6x4 = 0,
3x1 + x2 + 3x3 − 2x4 = 0,
3x1 + +2x3 − 4x4 = 0.

j).

 2x1 + 3x2 + 2x3 − 5x4 = 0,
4x1 + 6x2 + 4x3 − 10x4 = 0,
−2x1 − 3x2 − 2x3 + 5x4 = 0.

k).


x1 + x3 − 2x4 = 0,
−x1 + x2 +−x4 = 0,
−x1 +−x2 − 2x3 + 5x4 = 0,
−x1 − 2x2 − 3x3 + 8x4 = 0.

l).


4x1 − 2x2 − x3 + 6x4 = 0,
4x1 − 2x3 + 8x4 = 0,
−2x1 + 3x2 − 2x3 − x4 = 0,
x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 0.

m).


2x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
2x1 − 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
4x2 + 4x3 − x4 = 0,
4x1 + 3x2 − 2x3 = 0.

n).

 x1 + 4x2 − 7x3 + 6x4 = 0,
3x1 − x2 + 5x3 − 8x4 = 0,
−2x1 − 3x2 + 4x3 − 2x4 = 0.

o). 3x1 + x3 − 2x4 = 0. p).


3x1 − x3 + 7x4 = 0,
−3x1 + 2x2 + 2x3 − 6x4 = 0,
−3x3 + 3x4 = 0,
x1 − 3x2 − 3x3 + 2x4 = 0.

q). x1 + 2x2 − 4x3 − 7x4 = 0. r).


4x1 + x2 − 7x3 + 3x4 = 0,
−x1 − 2x2 + x4 = 0,
−x1 − x2 + x3 = 0,
4x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 0.

s).


2x1 − 3x2 + 3x3 + x4 = 0,
x1 − x2 + 2x3 + x4 = 0,
3x1 − 3x2 + 4x3 + 3x4 = 0,
−2x1 + +4x3 − 4x4 = 0.

t).

 4x1 − 3x2 + 3x3 − 3x4 = 0,
−4x1 + 3x2 − 3x3 + 3x4 = 0,
8x1 − 6x2 + 6x3 − 6x4 = 0,

u).


−2x1 + x2 + 8x3 = 0,
2x1 + 3x2 − 8x4 = 0,
x1 + 2x2 + x3 − 5x4 = 0,
3x1 + 2x2 − 5x3 − 7x4 = 0.

v).
{
−2x2 + x3 + 2x4 = 0,
4x2 − 2x3 − 4x4 = 0.

w).


3x1 + 3x2 + 6x3 − 3x4 = 0,
x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 0,
−2x1 + x2 − 7x3 + 5x4 = 0,
2x1 + 2x2 + 4x3 − 2x4 = 0.

x).


−x1 − 2x2 + 3x3 − 2x4 = 0,
−x1 − x2 − x3 + 3x4 = 0,
−3x1 − 3x2 + 3x3 + 3x4 = 0,
−2x2 − x3 − x4 = 0.

49. Проверить, являются ли системы векторов линейного простран-
ства R5 фундаментальными системами решений соответствующих си-
стем уравнений
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a).


x1 + 2x2 + x3 − x4 + x5 = 0,
2x1 + x2 − x3 + 2x4 − x5 = 0,
x1 + 5x2 + 4x3 − 5x4 + 4x5 = 0,
4x1 + 5x2 + x3 + x5 = 0.

a1 = (−5, 4, 3, 3,−3),
a2 = (−7, 5,−3, 6, 6),
a3 = (5,−4, 6,−3,−6).

b).


x2 − x3 − x4 − x5 = 0,
2x1 + 2x2 − x3 − 2x5 = 0,
2x1 + 5x2 − 4x3 − 3x4 − 5x5 = 0,
2x1 + 4x2 − 3x3 − 2x4 − 4x5 = 0.

a1 = (−5, 4, 2, 4,−2),
a2 = (0,−2, 4,−2,−4),
a3 = (−1, 2,−2, 2, 2).

c).


x1 + 2x3 − x4 + x5 = 0,
x1 + x2 − x3 − 2x4 − x5 = 0,
x1 + 2x2 − 4x3 − 3x4 − 3x5 = 0,
2x1 + 3x2 − 5x3 − 5x4 − 4x5 = 0.

a1 = (2,−6,−1,−1,−1),
a2 = (−5, 6, 1,−1, 2),
a3 = (−5, 3, 1,−2, 1).

d).


x2 + x3 + x4 − 2x5 = 0,
x1 − x2 + x3 + 2x4 − x5 = 0,
2x1 − 3x2 + x3 + 3x4 = 0,
x1 − 4x2 − 2x3 − x4 + 5x5 = 0.

a1 = (−4, 0, 2, 2, 2),
a2 = (−2, 1, 1, 2, 2),
a3 = (2, 1, 2,−1, 1).

e).


2x2 − 2x3 + x5 = 0,
x1 − x2 + x3 + x4 + x5 = 0,
2x1 − 4x2 + 4x3 + 2x4 + x5 = 0,
3x1 − 5x2 + 5x3 + 3x4 + 2x5 = 0.

a1 = (1,−3,−4, 2,−2),
a2 = (−1, 3, 2, 4,−2),
a3 = (−3,−5,−4, 0, 2).

f).


x1 − x3 + x4 − x5 = 0,
x1 − 2x2 + x3 − 2x4 − x5 = 0,
2x1 − 2x2 − x4 − 2x5 = 0,
3x1 − 4x2 + x3 − 3x4 − 3x5 = 0.

a1 = (−6,−5,−2, 2,−2),
a2 = (6, 6, 0,−4, 2),
a3 = (6, 4, 4, 0, 2).

g).


2x1 − x2 − 2x3 − x4 − x5 = 0,
x1 − x2 − x3 − 2x4 − x5 = 0,
3x1 − 2x2 − 3x3 − 3x4 − 2x5 = 0,
x2 + 3x4 + x5 = 0.

a1 = (−3,−5,−2, 1, 2),
a2 = (3, 5, 1,−2, 1),
a3 = (0, 7,−2,−2,−1).

h).


x1 − x2 − x3 − x4 + x5 = 0,
x2 + x3 − 2x4 − 2x5 = 0,
x1 − 3x2 − 3x3 + 3x4 + 5x5 = 0,
x1 + x2 + x3 − 5x4 − 3x5 = 0.

a1 = (−5,−3, 1,−2, 1),
a2 = (−2,−3,−1, 0,−2),
a3 = (−4,−3,−1,−1,−1).

i).


x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0,
2x1 − x3 − x4 + x5 = 0,
4x1 + 2x2 − 3x3 + 3x4 + x5 = 0,
5x1 + 3x2 − 4x3 + 5x4 + x5 = 0.

a1 = (2,−6, 4, 4, 4),
a2 = (−3, 5,−2,−2, 2),
a3 = (0, 2,−2,−2,−4).
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j).


x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 0,
x2 + x3 − x4 + x5 = 0,
2x1 + 3x2 − 3x3 − 3x4 − x5 = 0,
2x1 + 2x2 − 4x3 − 2x4 − 2x5 = 0.

a1 = (1,−2, 1,−2,−1),
a2 = (5,−1, 1, 1, 1),
a3 = (7,−2, 1, 1, 2).

k).


x2 − x3 − x4 − x5 = 0,
x1 + 2x2 − 2x3 − 2x4 + x5 = 0,
x1 + x2 − x3 − x4 + 2x5 = 0,
x1 + 3x2 − 3x3 − 3x4 = 0.

a1 = (3, 2, 2, 1,−1),
a2 = (−6, 3,−1, 2, 2),
a3 = (−6, 4, 1, 1, 2).

l).


2x1 + 2x3 − x4 − x5 = 0,
x1 − x2 − x3 − 2x5 = 0,
3x1 − x2 + x3 − x4 − 3x5 = 0,
x1 + x2 + 3x3 − x4 + x5 = 0.

a1 = (−3,−7, 4, 2, 0),
a2 = (−4,−4, 4, 2,−2),
a3 = (−5,−1, 4, 2,−4).

m).


2x1 − 2x2 + 2x3 − x4 = 0,
x2 + x3 − x4 − x5 = 0,
4x1 − 5x2 + 3x3 − x4 + x5 = 0,
2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 − x5 = 0.

a1 = (−2,−2, 2, 4,−4),
a2 = (1, 2, 2, 2, 2),
a3 = (4, 2,−4,−4, 2).

n).


x1 − 2x2 + 2x3 − x4 + 2x5 = 0,
2x1 − 2x2 + 2x3 + x5 = 0,
4x1 − 2x2 + 2x3 + 2x4 − x5 = 0,
3x1 − 2x2 + 2x3 + x4 = 0.

a1 = (−4,−6,−2, 4, 0),
a2 = (−2, 1, 4, 0,−2),
a3 = (−2, 1, 2, 4, 2).

o).


x1 − x2 − x3 − x4 − x5 = 0,
2x2 + 2x3 − x4 + 2x5 = 0,
3x1 − x2 − x3 − 4x4 − x5 = 0,
x1 + 5x2 + 5x3 − 4x4 + 5x5 = 0.

a1 = (3,−1, 4, 2,−2),
a2 = (−6,−2,−4,−4, 4),
a3 = (6, 4, 2, 4,−4).

p).


x1 − x3 − x4 + x5 = 0,
2x1 − x2 − x3 − 2x4 + 2x5 = 0,
3x1 − 2x2 − x3 − 3x4 + 3x5 = 0,
5x1 − x2 − 4x3 − 5x4 + 5x5 = 0.

a1 = (−3,−1,−1,−2, 0),
a2 = (−1,−2,−2, 0,−1),
a3 = (1,−2,−2, 1,−2).

q).


x2 − x3 + x4 − x5 = 0,
2x1 − x2 − 2x3 + 2x4 − 2x5 = 0,
2x1 − 2x2 − x3 + x4 − x5 = 0,
4x1 − 3x2 − 3x3 + 3x4 − 3x5 = 0.

a1 = (−6,−4,−4, 2, 2),
a2 = (6, 4, 2,−4,−2),
a3 = (3, 2,−4,−2, 4).

r).


x1 + x3 + x4 − x5 = 0,
x1 − x2 + 2x3 − 2x4 − 2x5 = 0,
3x1 − x2 + 4x3 − 4x5 = 0,
4x1 − x2 + 5x3 + x4 − 5x5 = 0.

a1 = (2,−6,−2, 1, 1),
a2 = (−1,−3,−1, 1,−1),
a3 = (−2,−2,−1, 1,−2).
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s).


2x1 + x3 + x4 + x5 = 0,
2x1 + x2 + x3 + 2x4 + 2x5 = 0,
2x1 − 2x2 + x3 − x4 − x5 = 0,
4x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 = 0.

a1 = (0, 2, 2, 2,−4),
a2 = (−4,−6, 2, 2, 4),
a3 = (3, 4,−2,−2,−2).

t).


2x1 − x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 0,
x1 + x2 − x4 + 2x5 = 0,
5x1 − x2 + 4x3 + 3x4 + 4x5 = 0,
x1 + 4x2 − 2x3 − 5x4 + 5x5 = 0.

a1 = (1, 2,−3, 3, 0),
a2 = (5, 4, 3,−3,−6),
a3 = (−7, 7, 3, 6, 3).

u).


x1 − 2x2 + 2x3 − 2x5 = 0,
x1 + x2 − x3 − x4 = 0,
3x1 − 3x2 + 3x3 − x4 − 4x5 = 0,
5x1 − x2 + x3 − 3x4 − 4x5 = 0.

a1 = (−4, 4, 3,−3,−3),
a2 = (−4, 7, 6,−3,−3),
a3 = (−4,−5,−3,−6, 0).

v).


x1 + 2x2 − 2x4 − x5 = 0,
x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0,
2x1 + 3x2 + 2x3 − 3x4 − x5 = 0,
2x1 + 5x2 − 2x3 − 5x4 − 3x5 = 0.

a1 = (−6, 2, 2, 0,−2),
a2 = (−3, 0, 1,−1,−1),
a3 = (3, 1,−1, 2, 1).

w).


x1 + x3 − x4 − x5 = 0,
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,
4x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4 − x5 = 0,
x1 + 3x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 0.

a1 = (−4, 5, 1,−2,−1),
a2 = (−1, 1, 1,−1, 1),
a3 = (−1, 2, 1,−2, 2).

x).


x1 + x4 + x5 = 0,
2x1 + 2x2 − x3 − x4 + x5 = 0,
5x1 + 4x2 − 2x3 − x4 + 3x5 = 0,
4x1 + 2x2 − x3 + x4 + 3x5 = 0.

a1 = (−2, 7, 4, 4,−2),
a2 = (−2, 5, 0, 4,−2),
a3 = (2, 1, 4, 0,−2).

50. Найти базис в подпространстве `(a1,a2,a3,a4,a5,a6), и коэффи-
циенты разложения остальных векторов системы по этому базису.
a). a1 = (4, 4,−1, 1), a2 = (−8,−8, 2,−2), a3 = (3, 4, 0, 5), a4 =

(9, 8,−3,−2), a5 = (7, 8,−1, 6), a6 = (−2, 0, 2, 8).
b). a1 = (0,−2, 2,−1), a2 = (0, 4,−4, 2), a3 = (0,−6, 6,−3), a4 =

(−1, 3,−3, 5), a5 = (−1, 5,−5, 6), a6 = (2,−4, 4,−9).
c). a1 = (6, 6, 4, 0), a2 = (3, 3, 2, 0), a3 = (0, 3, 1,−3), a4 = (−3, 3, 0,−6),
a5 = (−6, 3,−1,−9), a6 = (3, 9, 4,−6).
d). a1 = (−2, 1, 0,−3), a2 = (−4, 2, 0,−6), a3 = (5, 3, 2, 1), a4 =

(−1,−5,−2, 5), a5 = (−10,−6,−4,−2), a6 = (−1, 6, 2,−8).
e). a1 = (−3, 2,−3, 0), a2 = (6,−4, 6, 0), a3 = (−1,−2, 1, 1), a4 =

(−7, 2,−5, 1), a5 = (4,−8, 8, 2), a6 = (−6,−4, 0, 3).
f). a1 = (−2, 5, 4,−1), a2 = (2,−5,−4, 1), a3 = (−2, 0,−2,−2), a4 =

(−1, 5, 5, 0), a5 = (4, 0, 4, 4), a6 = (0, 5, 6, 1).
g). a1 = (−1,−2, 5, 0), a2 = (1, 2,−5, 0), a3 = (2,−2, 0,−1), a4 =

(1,−4, 5,−1), a5 = (5,−8, 5,−3), a6 = (0,−6, 10,−1).
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h). a1 = (2, 3, 2, 4), a2 = (4, 6, 4, 8), a3 = (−2,−3,−2,−4), a4 =
(−2, 3, 4,−2), a5 = (−4, 0, 2,−6), a6 = (0, 6, 6, 2).
i). a1 = (3, 2, 0, 3), a2 = (−3,−2, 0,−3), a3 = (6, 4, 0, 6), a4 = (1, 1, 5, 2),
a5 = (−2,−1, 5,−1), a6 = (4, 3, 5, 5).
j). a1 = (−2, 2, 2,−3), a2 = (−6, 6, 6,−9), a3 = (4,−4,−4, 6), a4 =

(−1, 1, 1,−1), a5 = (−2, 2, 2,−4), a6 = (−7, 7, 7,−9).
k). a1 = (1, 0,−3,−1), a2 = (−3, 0, 9, 3), a3 = (−3, 2,−2, 1), a4 =

(1,−2, 8, 1), a5 = (−5, 4,−7, 1), a6 = (−2, 2,−5, 0).
l). a1 = (1, 0, 2,−1), a2 = (−2, 0,−4, 2), a3 = (3, 0, 6,−3), a4 =

(1, 1, 5,−3), a5 = (3, 1, 9,−5), a6 = (0, 2, 6,−4).
m). a1 = (3, 1, 0, 5), a2 = (−3,−1, 0,−5), a3 = (−2, 0, 3,−2), a4 =

(−5,−1, 3,−7), a5 = (2, 2, 6, 6), a6 = (1, 1, 3, 3).
n). a1 = (−2,−1, 4, 2), a2 = (4, 2,−8,−4), a3 = (−2, 1,−3, 0), a4 =

(2,−1, 3, 0), a5 = (8, 0,−2,−4), a6 = (−4, 0, 1, 2).
o). a1 = (−2,−6, 2,−2), a2 = (1, 3,−1, 1), a3 = (3, 3, 5,−1), a4 =

(−1, 3,−7, 3), a5 = (2, 0, 6,−2), a6 = (5, 9, 3, 1).
p). a1 = (2, 5, 5,−1), a2 = (−2,−5,−5, 1), a3 = (−2, 1, 4,−1), a4 =

(0, 6, 9,−2), a5 = (−8,−2, 7,−2), a6 = (−6,−3, 3,−1).
q). a1 = (4,−2,−1,−1), a2 = (−4, 2, 1, 1), a3 = (8,−4,−2,−2), a4 =

(5, 4, 2, 4), a5 = (1, 6, 3, 5), a6 = (−3, 8, 4, 6).
r). a1 = (2, 1,−3, 1), a2 = (4, 2,−6, 2), a3 = (−2, 5, 2, 3), a4 = (2, 7,−4, 5),
a5 = (4, 8,−7, 6), a6 = (0,−6, 1,−4).
s). a1 = (3,−2, 0,−2), a2 = (−3, 2, 0, 2), a3 = (−2, 2,−2,−1), a4 =

(5,−4, 2,−1), a5 = (−8, 6,−2, 3), a6 = (1,−2, 4, 4).
t). a1 = (−1,−1, 2, 3), a2 = (1, 1,−2,−3), a3 = (1,−2, 1, 3), a4 =

(−2, 1, 1, 0), a5 = (3, 0,−3,−3), a6 = (−4, 2, 2, 0).
u). a1 = (2, 2, 1, 2), a2 = (−2,−2,−1,−2), a3 = (5,−1, 4, 3), a4 =

(−6, 6,−6,−2), a5 = (1,−5, 2,−1), a6 = (9, 3, 6, 7).
v). a1 = (2,−1,−1,−1), a2 = (4,−2,−2,−2), a3 = (1, 2, 0, 5), a4 =

(5,−5,−3,−8), a5 = (1,−3,−1,−6), a6 = (−1,−2, 0,−5).
w). a1 = (5, 0,−1, 0), a2 = (−5, 0, 1, 0), a3 = (10, 0,−2, 0), a4 =

(−3, 2,−3,−3), a5 = (7, 2,−5,−3), a6 = (2, 2,−4,−3).
x). a1 = (2, 1, 3, 3), a2 = (−4,−2,−6,−6), a3 = (6, 3, 9, 9), a4 = (2, 3, 3, 1),
a5 = (4, 4, 6, 4), a6 = (−2,−5,−3, 1).

51. Найти однородную систему линейных алгебраических уравне-
ний, подпространство решений которой совпадает с линейной оболоч-
кой `(a1,a2, . . . ,ak), порожденной следующими системами векторов.
a). a1 = (2, 2,−3,−3), a2 = (−4,−4, 6, 6).
b). a1 = (−2, 0, 1,−2), a2 = (1,−1,−1, 1), a3 = (5,−3,−4, 5), a4 =

(6,−2,−4, 6).
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c). a1 = (−1,−2,−1, 2), a2 = (2, 4, 2,−4).
d). a1 = (−2, 2,−1, 2), a2 = (3,−3, 2,−3), a3 = (3, 3, 0,−1).
e). a1 = (1,−2, 2, 1), a2 = (−2, 4,−4,−2).
f). a1 = (3,−3, 0,−3), a2 = (1, 0,−1, 3), a3 = (3, 3, 3, 0).
g). a1 = (0, 3, 3, 2), a2 = (0,−6,−6,−4).
h). a1 = (−1,−2,−2,−2), a2 = (0, 2, 0, 2), a3 = (1, 1,−1,−1).
i). a1 = (2,−3,−1,−3), a2 = (2, 1,−2,−2).
j). a1 = (−2, 3, 1, 0), a2 = (2,−2, 0,−3), a3 = (2,−1,−3, 2).
k). a1 = (2,−3, 3, 2), a2 = (1,−1, 3, 1).
l). a1 = (−2, 3, 1,−2), a2 = (1,−1,−2,−3).
m). a1 = (3, 3, 3,−2), a2 = (0,−1, 0, 2), a3 = (−9,−7,−9, 2), a4 =

(−3,−6,−3, 8).
n). a1 = (−3,−1,−2,−2), a2 = (−1, 2,−1, 1).
o). a1 = (−3, 2, 3,−2), a2 = (−2, 1, 3,−2), a3 = (1,−2, 3, 1).
p). a1 = (3, 2,−2, 3), a2 = (3, 1, 1, 2).
q). a1 = (−2, 2,−1, 1), a2 = (−1,−3, 3, 1), a3 = (−6,−2, 4, 4).
r). a1 = (2, 1,−2,−2), a2 = (−2,−1,−1,−2), a3 = (−4,−2, 7, 8).
s). a1 = (3, 1, 0, 1), a2 = (−1, 2, 1, 2), a3 = (−1, 3, 2,−1).
t). a1 = (−3,−3, 3,−2), a2 = (−1,−2, 1, 0), a3 = (−4,−2, 4,−4),

a4 = (7, 8,−7, 4).
u). a1 = (3,−2, 0, 3), a2 = (2,−2,−1, 0), a3 = (−4, 2,−1,−6).
v). a1 = (2,−2,−3, 3), a2 = (−3,−2, 1, 1), a3 = (−3,−3, 2,−3).
w). a1 = (0,−1, 2, 3), a2 = (1,−1, 2,−1), a3 = (1,−3, 6, 5).
x). a1 = (0, 1,−1, 3), a2 = (−1,−2, 3,−3), a3 = (1, 0,−1,−3), a4 =

(2, 5,−7, 9).
52. Найти размерность s и базис суммы подпространств V1 =

`(a1,a2,a3) и V2 = `(b1,b2,b3) (в R4), а также размерность d и ба-
зис их пересечения.
a). a1 = (1, 0, 0,−3), a2 = (0, 3,−1, 2), a3 = (−3, 2,−2,−3), b1 =

(0,−3, 1, 0), b2 = (−1, 2,−1,−1), b3 = (0, 6,−2, 0).
b). a1 = (2, 2, 0,−3), a2 = (0,−1,−1, 0), a3 = (6, 5,−1,−9), b1 =

(4, 6, 2,−6), b2 = (2, 0,−2,−3), b3 = (−6,−3, 3, 9).
c). a1 = (−1,−1,−2,−1), a2 = (−1, 1,−1,−1), a3 = (1, 1, 0, 1), b1 =

(−2,−1, 0, 0), b2 = (−3,−1, 0, 3), b3 = (5, 1, 0,−9).
d). a1 = (2, 1, 2, 1), a2 = (−2, 3, 2,−2), a3 = (4,−6,−4, 4), b1 =

(−6, 5, 2,−5), b2 = (2,−7,−6, 3), b3 = (−6,−3,−6,−3).
e). a1 = (2, 0, 2, 1), a2 = (−3,−2,−3,−3), a3 = (3,−2, 3, 0), b1 =

(3, 2, 2, 1), b2 = (−1, 2,−2,−1), b3 = (−7,−6,−4,−2).
f). a1 = (1,−2, 3,−1), a2 = (−1,−1, 0,−1), a3 = (−4, 5,−9, 2), b1 =

(−3, 1,−3, 2), b2 = (−9,−6, 0, 0), b3 = (−7,−4, 0, 2).
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g). a1 = (0,−1, 3, 3), a2 = (−1,−2, 3, 3), a3 = (−3,−1, 2, 2), b1 =
(1, 3,−1,−3), b2 = (0, 1, 3,−1), b3 = (−3,−10, 0, 10).
h). a1 = (0,−1, 0, 0), a2 = (−1,−2,−3,−2), a3 = (2, 3, 6, 4), b1 =

(0, 3,−1, 2), b2 = (3, 3, 9, 6), b3 = (1,−4, 4, 0).
i). a1 = (0,−1, 2, 2), a2 = (2, 2, 2, 3), a3 = (−4,−3,−6,−8), b1 =

(2, 4,−2,−1), b2 = (2, 0, 6, 7), b3 = (0, 1,−2,−2).
j). a1 = (−2,−2,−2, 2), a2 = (−2,−3, 2, 0), a3 = (2, 4,−6, 2), b1 =

(−3,−3,−2, 0), b2 = (4, 6,−4, 0), b3 = (−3,−1,−8,−2).
k). a1 = (−2, 3, 2, 3), a2 = (1, 3, 2,−1), a3 = (4, 3, 2,−5), b1 = (1,−1, 3, 2),
b2 = (2, 2, 5, 1), b3 = (1,−1, 3, 2).
l). a1 = (−1, 1, 1, 3), a2 = (−3, 3,−1, 2), a3 = (5,−5, 3,−1), b1 =

(3,−3, 0,−1), b2 = (−1, 1,−5,−2), b3 = (2,−2, 0,−8).
m). a1 = (−2, 2,−1, 3), a2 = (0, 1,−2,−1), a3 = (−4, 6,−6, 4), b1 =

(−1, 2, 1,−3), b2 = (5,−4,−3,−5), b3 = (−3, 0, 1, 11).
n). a1 = (−1,−1, 3,−1), a2 = (3,−3, 0,−1), a3 = (3,−9, 9,−5), b1 =

(9,−3,−9, 1), b2 = (−7, 5, 3, 1), b3 = (−5, 1, 6,−1).
o). a1 = (−1, 1, 0, 2), a2 = (2,−2, 0,−4), a3 = (−2, 1, 1, 2), b1 =

(−2, 3, 0, 3), b2 = (−3, 0, 2, 0), b3 = (−5, 3, 2, 3).
p). a1 = (−1, 3, 0,−2), a2 = (−2, 2,−3, 0), a3 = (−3,−3,−9, 6), b1 =

(0,−2,−3, 1), b2 = (−5, 11, 0,−4), b3 = (−3, 1,−9, 0).
q). a1 = (−1, 1, 0, 2), a2 = (1, 0,−2, 3), a3 = (0,−1, 1, 3), b1 = (3,−3, 2, 2),
b2 = (2, 2, 0, 0), b3 = (1, 3, 3, 2).
r). a1 = (1, 1,−2, 0), a2 = (1,−2,−2,−3), a3 = (−4, 5, 8, 9), b1 =

(−1, 3, 3,−2), b2 = (3,−8,−8, 1), b3 = (0,−1,−1, 5).
s). a1 = (0, 1, 0,−2), a2 = (−1, 3,−2, 2), a3 = (−1, 2,−2, 4), b1 =

(0,−2, 3, 3), b2 = (3,−8, 3,−7), b3 = (−2, 4,−4, 8).
t). a1 = (3, 0,−1,−2), a2 = (−2, 0,−2, 2), a3 = (1, 3,−2,−1), b1 =

(0, 3, 3, 0), b2 = (1,−3, 3, 0), b3 = (1, 3, 1,−1).
u). a1 = (−2, 3, 1, 2), a2 = (−3, 1,−2, 0), a3 = (2,−2, 0,−1), b1 =

(−2,−3,−1,−3), b2 = (−2, 1, 3,−2), b3 = (2,−9,−11, 0).
v). a1 = (−1, 0, 3, 2), a2 = (2, 2, 2, 2), a3 = (−7,−4, 5, 2), b1 = (1, 3, 3,−3),
b2 = (3, 5, 5,−1), b3 = (0,−4,−4, 8).
w). a1 = (2,−2, 0, 2), a2 = (1, 0, 1, 1), a3 = (2, 1, 0,−1), b1 =

(0, 1,−2,−2), b2 = (2,−2,−2, 0), b3 = (−2, 1,−2,−2).
x). a1 = (−1, 1, 1,−1), a2 = (3,−2, 0, 0), a3 = (0,−1,−3, 3), b1 =

(1, 1, 2, 1), b2 = (2, 2, 4, 2), b3 = (−1, 0, 1,−1).
53. Для подпространств V1 и V2 всех решений однородных систем

уравнений найти размерность s и базис суммы V1 + V2, размерность d
и базис пересечения V1 ∩ V2.
a). V1: x2 + x4 = 0 и V2: 3x1 + 3x2 − 6x3 + 2x4 = 0.
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b). V1: 6x1 − 2x2 + 3x3 + 6x4 = 0, −9x1 + 3x2 − x3 − 9x4 = 0 и V2:
x1 + 2x2 − 21x3 − 6x4 = 0, 2x1 − x2 + 13x3 + 3x4 = 0.
c). V1: x1 − 2x2 + x4 = 0 и V2: 3x1 − x2 + 2x3 − 3x4 = 0, 3x1 − 6x2 −

3x3 + 2x4 = 0.
d). V1: x1 − 2x3 − 4x4 = 0 и V2: x1 − 6x2 − 2x3 − x4 = 0.
e). V1: 2x2 − 3x3 + x4 = 0, 3x1 − x2 − 2x4 = 0 и V2: 2x1 − x3 − x4 = 0,

3x1 + x2 − 3x3 − x4 = 0.
f). V1: 2x1 + x2 + 6x3 + 3x4 = 0, 2x1 + 6x3 + 4x4 = 0 и V2: 4x1 + 3x2 +

12x3 + 5x4 = 0.
g). V1: 2x1 + 2x3 − 2x4 = 0, 3x1 − 2x2 − 7x3 + x4 = 0 и V2: x1 − 2x2 −

9x3 + 2x4 = 0, 4x1 − 2x2 − 6x3 = 0.
h). V1: x1 + x3 + x4 = 0 и V2: x3 − 2x4 = 0.
i). V1: 3x1 + 6x2 + 2x3 + 4x4 = 0, x1 + 2x2 + 3x3 + 6x4 = 0 и V2:

4x1 + 8x2 − 5x3 − 10x4 = 0.
j). V1: 4x1+x2−3x3−5x4 = 0, x2+x3+3x4 = 0 и V2: 3x1+x2−2x3−3x4 =
0, 2x1 − 2x3 − 4x4 = 0.
k). V1: 3x1− 4x3− 3x4 = 0, 3x1 + 3x2− 4x3− 6x4 = 0 и V2: x2− x4 = 0.
l). V1: 2x1−6x3+x4 = 0, 2x1+x2−3x3 = 0 и V2: 2x1−2x2−12x3+3x4 = 0,
4x1 + x2 − 9x3 + x4 = 0.
m). V1: 2x1+x3−x4 = 0, x1−x2+x3−2x4 = 0 и V2: 7x1−x2−11x3 = 0,
11x1 − x2 − 18x3 + x4 = 0.
n). V1: x1 + x2 − 2x3 = 0, x1 − x3 = 0 и V2: x1 − 2x2 + x3 = 0.
o). V1: 2x1 +3x3− 4x4 = 0 и V2: 2x1−x3 = 0, 2x1− 3x2 +2x3− 9x4 = 0.
p). V1: −9x1−6x3+x4 = 0, 7x1+2x2+8x3−x4 = 0 и V2: −x1+x2+x3 = 0.
q). V1: 4x1 + 4x2 + 11x3 − 2x4 = 0, 2x1 − 4x2 − 5x3 + 2x4 = 0 и V2:

4x2 − 4x3 − 2x4 = 0, −2x1 − 4x2 + 2x3 + 2x4 = 0.
r). V1: −3x1 + x2 − 2x3 − 2x4 = 0 и V2: x2 + x3 + x4 = 0.
s). V1: x1 − 5x2 + 2x3 + 6x4 = 0, 2x1 − 4x2 − 2x3 + 2x4 = 0 и V2:

3x1 + 6x2 + 4x4 = 0, 3x1 + 9x2 − x3 + 7x4 = 0.
t). V1: 4x1 + 2x3 + 2x4 = 0, 4x1 − x2 + 3x3 + 2x4 = 0 и V2: 7x1 + 4x2 −

2x3 − x4 = 0, 8x1 + 4x2 − x3 + x4 = 0.
u). V1: 3x1 +9x3−5x4 = 0, 3x1 +3x2 +9x3−8x4 = 0 и V2: x1 +2x2 = 0,
2x1 − 2x3 + 3x4 = 0.
v). V1: 3x1−7x2+5x3 = 0 и V2: x2+2x3+2x4 = 0, x1−2x2+3x3+x4 = 0.
w). V1: x1 − 6x2 − 2x3 − x4 = 0, x1 − 15x2 − 6x3 − 3x4 = 0 и V2:
x1 − 5x2 − 2x3 + x4 = 0, 2x1 − 5x2 − x3 = 0.
x). V1: 3x1−2x2+2x3−x4 = 0, 3x2−3x3+6x4 = 0 и V2: x2−x3+2x4 = 0,
2x1 − 3x2 + 3x3 − 4x4 = 0.

54. Для подпространства V1, порожденного системой векторов a1,
a2, a3, и подпространства V2 всех решений однородной системы урав-
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нений, найти размерность s и базис суммы V1 + V2, размерность d и
базис пересечения V1 ∩ V2.
a). a1 = (2, 0, 2,−2), a2 = (0, 1,−1,−2), a3 = (−1, 3, 1,−1), x1+x2−x4 =
0, x2 + 2x4 = 0.
b). a1 = (3, 3, 3,−1), a2 = (0, 2, 3, 1), a3 = (3,−1,−3,−3), 6x1 − 2x2 +
x3 + 3x4 = 0, 3x1 − 2x2 − 5x3 + 3x4 = 0.
c). a1 = (−1, 3,−1, 1), a2 = (2, 3,−1,−2), a3 = (1, 3, 3, 0), 3x2 − 2x3 = 0,
x2 − 2x3 = 0.
d). a1 = (−1, 3,−3, 3), a2 = (2,−6, 6,−6), a3 = (−7, 10,−8, 9), 2x1 +

6x2 + 2x3 − x4 = 0, x1 + 4x3 − 5x4 = 0.
e). a1 = (1,−2, 2, 0), a2 = (2, 2, 1,−1), a3 = (−7,−4,−5, 3), 4x1 + x2 −
x3 + 9x4 = 0, −2x1 + x3 − 3x4 = 0.
f). a1 = (3, 2,−2, 3), a2 = (3, 1, 1, 2), a3 = (−15,−7, 1,−12), 4x1 − 9x2 −

3x3 = 0.
g). a1 = (−3,−2,−2, 1), a2 = (−3, 3, 0, 1), a3 = (−3, 13, 4, 1), 3x1− 2x2 +
17x3 + 15x4 = 0, x1 + 5x3 + 3x4 = 0.
h). a1 = (1, 0,−3,−2), a2 = (−7,−1,−9,−14), a3 = (−4, 1, 2,−9),
x1 + 6x2 − 3x3 − 2x4 = 0, x1 − 18x2 + 6x3 + x4 = 0.
i). a1 = (1, 3, 2, 2), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (−5,−9,−4,−7), 7x1 + 3x2 +

2x3 − 10x4 = 0, −2x1 − x3 + 2x4 = 0.
j). a1 = (0, 0,−1, 3), a2 = (−2, 3, 3,−2), a3 = (3,−1,−3, 0), x1 + x2 = 0.
k). a1 = (−1, 1, 3, 2), a2 = (3, 2, 7, 2), a3 = (−4, 5,−4, 8), 4x2+4x3+2x4 =
0, 2x1 − 10x2 − 4x3 + 3x4 = 0.
l). a1 = (0,−1, 1, 2), a2 = (3, 0, 1, 1), a3 = (−1, 2, 1, 0), 3x1 − 3x2 − 3x3 −

2x4 = 0.
m). a1 = (−2, 0,−3, 3), a2 = (2, 0, 1,−1), a3 = (1, 0, 1,−1), x2 +x3 +x4 =
0.
n). b1 = (−3, 3,−3, 6), b2 = (5,−1, 1,−8), b3 = (−1,−1, 1, 1), 9x1−2x2+
x3 + 6x4 = 0, −9x1 + x2 − 2x3 − 6x4 = 0.
o). a1 = (−2,−2,−3, 1), a2 = (1,−1, 1,−1), a3 = (2,−3,−3, 0),

2x1 + x2 − 3x3 = 0, 6x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0.
p). a1 = (−1,−3, 2, 1), a2 = (−2, 4, 1, 6), a3 = (−2, 4, 1, 6), 8x2 + 2x3 −

2x4 = 0, 6x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0.
q). a1 = (0, 1, 3, 3), a2 = (1,−6, 8, 5), a3 = (−4, 6,−1, 6), x1 + x2 − 4x3 +

13x4 = 0, x1 − x2 + 2x3 − 9x4 = 0.
r). a1 = (−3, 2,−2, 3), a2 = (−2, 0,−1,−1), a3 = (3,−2, 2,−3),

2x1 + 3x2 = 0, 4x1 + 3x2 − 2x3 − 2x4 = 0.
s). a1 = (1, 1, 1,−3), a2 = (7, 2, 0, 3), a3 = (14, 4, 0, 6), −9x1 + 12x2 +

6x3 + 8x4 = 0, x2 + x3 = 0.
t). a1 = (1, 0, 0, 0), a2 = (−7, 6, 2,−3), a3 = (5, 0, 4,−2), x1− 2x2− 4x3−
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7x4 = 0, x1 − x3 − x4 = 0.
u). a1 = (3, 1,−1, 0), a2 = (2, 3,−1,−1), a3 = (1, 5,−1,−2), 3x1 + 2x2 +
x3 + 3x4 = 0, x1 − 2x2 − 5x3 + x4 = 0.
v). a1 = (1,−1,−2,−3), a2 = (1, 0, 3, 3), a3 = (0, 1, 0, 3), x1 + 4x2 + x3 −

2x4 = 0.
w). a1 = (−3,−3, 1,−3), a2 = (3, 0, 1, 1), a3 = (1,−1,−1,−2), 5x1 + x3−
4x4 = 0, 4x1 + x2 − 3x4 = 0.
x). a1 = (−1, 3,−1, 3), a2 = (1, 3, 1, 0), a3 = (0, 6, 0, 3), 8x1 − 2x2 − 2x3 +
4x4 = 0, −x2 + 3x3 + 2x4 = 0.

55. Показать, что каждое из следующих отображений, действующих
в линейном пространстве R3, является линейным оператором, найти
его матрицу в базисе e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) и его
определитель. Отображение задано по формуле: для любого вектора
x = (x1;x2;x3) ∈ R3

a). Ax = (x1 + 2x3;x1 + 2x2 + x3;−3x1 + 2x2 − 2x3);
b). Ax = (x1 + 2x2 + 2x3; 3x1 + x2 + x3;x1 − x2 − 3x3);
c). Ax = (3x1 − 2x2 − 2x3;−3x1 + 2x2 + 2x3; 2x2 + 2x3);
d). Ax = (−3x1 + x2 + 2x3; 2x1 + x2 + 2x3; 3x1 + x2 + 3x3);
e). Ax = (−2x1 − x2; 3x1 + 3x2 + 2x3;−3x1 + x2 + 3x3);
f). Ax = (2x1 + 2x2 + x3;−3x1 + x2 − x3; 2x1 − 3x2 + 2x3);
g). Ax = (−3x1 + 3x2 + x3;−3x1 + x2 + 3x3;x1 + 3x2);
h). Ax = (3x1 + 2x2 + 3x3;−3x1 + 2x2 − 3x3;x1 + 2x2);
i). Ax = (−3x1 − 2x2 − 2x3;x1 + 3x2 − 2x3;−x2 + x3);
j). Ax = (3x1 + 3x2 + x3;x1 + 3x3;x1 − 2x2 − 2x3);
k). Ax = (x1 + x2 + 3x3;−3x1 − x2 + 3x3; 2x2 + 3x3);
l). Ax = (2x1 + 3x2 − 3x3;x1 − 2x2 − x3;x1 + 2x2 − x3);
m). Ax = (3x1 + x2 − 2x3; 2x1 + x2 − 2x3; 3x1 + 3x2 + 3x3);
n). Ax = (x2 − 2x3;−3x1 + 3x2 − 3x3; 2x1 + 3x2 + x3);
o). Ax = (−3x1 − 2x2 + 3x3; 3x1 + 3x2; 2x1 + 2x2 + 3x3);
p). Ax = (3x1 + x2 + 2x3;x1 + 2x2; 3x1 − 2x2 + 2x3);
q). Ax = (3x1 + 2x2 + x3;x1 − 2x2 − 3x3;−2x1 + x3);
r). Ax = (x1 − 3x2 + x3;−x1 − x2 − 3x3;x2 + x3);
s). Ax = (2x2 + 2x3;x1 + 2x2 − 2x3; 3x1 + 3x2 + 2x3);
t). Ax = (x1 + 3x2 − x3; 2x1 + 3x2 − x3; 2x1 + 2x2);
u). Ax = (3x2 + x3; 2x1 + x2 − x3;−x1 − 3x2 − 3x3);
v). Ax = (x1 + x2 − x3; 2x1 + 3x2 − 3x3; 3x1 − 2x2 + 3x3);
w). Ax = (3x1 + 2x2 + 3x3; 3x1 + 2x2 + 3x3;−x2 − 2x3);
x). Ax = (3x1 + 2x2 + 3x3;x1 + x2 + 3x3; 2x1 + 3x3);
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56. Показать, что каждое из следующих отображений, действующих
в линейном пространстве R[x]2, является линейным оператором, найти
его матрицу в базисе e0 = 1, e1 = x, e2 = x2 и его определитель.
Отображение задано по формуле: для любого многочлена f ∈ R[x]2
a). Af = f ′′ + 2f ′;
b). (Af)(x) = f(−1) + f(0)x+ f(2)x2;
c). (Af)(x) = f(x− 3) + f(0)x+ f ′(x);
d). (Af)(x) = f(0) + f(2)x+ f(0)x2;
e). Af = −2f ′′ − 3f ′;
f). (Af)(x) = f(−2) + f(1)x+ f(1)x2;
g). (Af)(x) = f(x) + f(3)x+ f ′(x);
h). Af = −3f ′ + 2f ;
i). (Af)(x) = f(2) + f(2)x+ f(0)x2;
j). (Af)(x) = f(x+ 3) + f(2)x+ f ′(x);
k). Af = −f ;
l). (Af)(x) = f(3) + f(1)x+ f(3)x2;
m). (Af)(x) = f(x− 3) + f(0)x+ f ′(x);
n). Af = 2f ′′ + 3f ;
o). (Af)(x) = f(1) + f(0)x+ f(−3)x2;
p). (Af)(x) = f(x+ 2) + f(2)x+ f ′(x);
q). Af = −3f ′′ + 3f ′ + 3f ;
r). (Af)(x) = f(0) + f(0)x+ f(3)x2;
s). (Af)(x) = f(x) + f(0)x+ f ′(x);
t). Af = −f ′′ − 3f ;
u). (Af)(x) = f(0) + f(1)x+ f(1)x2;
v). (Af)(x) = f(x+ 1) + f(3)x+ f ′(x);
w). Af = f ′;
x). (Af)(x) = f(−1) + f(3)x+ f(2)x2.

57. Показать, что каждое из следующих отображений, действую-
щих в линейном пространстве M2(R), является линейным оператором,

найти его матрицу в базисе e1 =
(

1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
, e3 =

(
0 0
1 0

)
,

e4 =
(

0 0
0 1

)
и его определитель. Отображение задано по формуле: для

любой матрицы X ∈ M2(R)

a). AX =
(

1 2
−2 2

)
X + X

(
−3 3

1 −3

)
;

b). AX =
(

1 2
−2 2

)
X

(
−3 3

1 −3

)
+ 2X;
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c). AX =
(

0 1
−1 3

)
X + X

(
−1 3

3 −2

)
;

d). AX =
(

0 1
−1 3

)
X

(
−1 3

3 −2

)
+ 2X;

e). AX =
(

3 2
2 0

)
X + X

(
−3 2
−2 3

)
;

f). AX =
(

3 2
2 0

)
X

(
−3 2
−2 3

)
+ 2X;

g). AX =
(

2 1
1 0

)
X + X

(
2 3
1 3

)
;

h). AX =
(

2 1
1 0

)
X

(
2 3
1 3

)
+ 2X;

i). AX =
(

2 2
−3 −2

)
X + X

(
3 −3

−3 3

)
;

j). AX =
(

2 2
−3 −2

)
X

(
3 −3

−3 3

)
+ 2X;

k). AX =
(

2 0
2 1

)
X + X

(
1 −2

−1 1

)
;

l). AX =
(

2 0
2 1

)
X

(
1 −2

−1 1

)
+ 2X;

m). AX =
(

0 2
−1 3

)
X + X

(
1 3
1 −1

)
;

n). AX =
(

0 2
−1 3

)
X

(
1 3
1 −1

)
− 2X;

o). AX =
(

3 0
3 −1

)
X + X

(
1 2
2 −1

)
;

p). AX =
(

3 0
3 −1

)
X

(
1 2
2 −1

)
+ 2X;

q). AX =
(

0 2
−1 2

)
X + X

(
1 1

−3 1

)
;

r). AX =
(

0 2
−1 2

)
X

(
1 1

−3 1

)
+ X;

s). AX =
(
−2 0

1 −2

)
X + X

(
−1 −1
−3 1

)
;

t). AX =
(
−2 0

1 −2

)
X

(
−1 −1
−3 1

)
− 2X;

u). AX =
(

2 1
2 2

)
X + X

(
3 1

−2 −1

)
;
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v). AX =
(

1 2
−3 2

)
X + X

(
−3 −1

3 3

)
;

w). AX =
(

1 2
−3 2

)
X

(
−3 −1

3 3

)
+ X;

x). AX =
(

0 1
−2 1

)
X

(
−2 3

2 −2

)
+ 2X.

58. Доказать, что существует единственный линейный оператор,
действующий в трехмерном линейном пространстве V и переводящий
вектор a1 в вектор b1, вектор a2 в вектор b2 и вектор a3 в вектор b3.
Найти его матрицу в базисе, в котором даны координаты всех векторов.
a). a1 = (−4; 2; 1);

a2 = (0;−1; 2);
a3 = (1;−1; 1);
b1 = (1;−3; 3);
b2 = (3; 2; 3);
b3 = (2; 2; 1).

b). a1 = (3; 2;−1);
a2 = (1; 1; 0);
a3 = (1; 1; 1);
b1 = (4; 1;−4);
b2 = (1; 1;−1);
b3 = (−2; 0;−2).

c). a1 = (4;−3; 3);
a2 = (1; 1;−3);
a3 = (−1; 0; 1);
b1 = (−1;−3; 1);
b2 = (2;−1;−2);
b3 = (−1; 1; 1).

d). a1 = (−1; 2;−2);
a2 = (−1; 1;−1);
a3 = (1; 0; 1);
b1 = (−1;−2; 0);
b2 = (1;−2;−1);
b3 = (−3; 3; 3).

e). a1 = (1; 1; 0);
a2 = (3; 3; 1);
a3 = (3; 2; 1);
b1 = (1;−1;−1);
b2 = (2; 0;−4);
b3 = (−1;−2;−3).

f). a1 = (1;−4;−2);
a2 = (2; 3; 1);
a3 = (0; 2; 1);
b1 = (2; 1;−4);
b2 = (−2; 3;−4);
b3 = (−1; 0; 1).

g). a1 = (−2; 1; 0);
a2 = (−1; 3; 2);
a3 = (1; 1; 1);
b1 = (−4; 2;−2);
b2 = (−3;−2; 1);
b3 = (1;−3; 2).

h). a1 = (1; 1; 0);
a2 = (3; 4; 1);
a3 = (3; 3; 1);
b1 = (−1;−2;−1);
b2 = (−2;−2;−3);
b3 = (−3;−3;−1).

i). a1 = (2; 1; 1);
a2 = (2;−1; 2);
a3 = (1;−1; 1);
b1 = (−2;−4;−3);
b2 = (1;−1;−2);
b3 = (1; 0;−1).

j). a1 = (3; 2; 0);
a2 = (−1;−2;−1);
a3 = (2; 3; 1);
b1 = (−1; 1; 0);
b2 = (−2; 4; 2);
b3 = (2;−4;−3).

k). a1 = (−2;−4;−3);
a2 = (2; 3; 2);
a3 = (1; 1; 1);
b1 = (−2;−3; 4);
b2 = (1; 4;−4);
b3 = (−1; 2;−3).

l). a1 = (−1;−1;−2);
a2 = (1; 2; 1);
a3 = (1; 1; 1);
b1 = (4;−1;−4);
b2 = (−2;−1; 4);
b3 = (−3;−1; 2).

m). a1 = (2;−3;−1);
a2 = (1; 1;−1);
a3 = (−1; 0; 1);
b1 = (2; 0;−1);
b2 = (3; 2; 3);
b3 = (−2;−1;−2).

n). a1 = (3; 4; 2);
a2 = (1; 1; 0);
a3 = (1; 2; 1);
b1 = (0;−3; 3);
b2 = (1;−1; 2);
b3 = (−1;−2; 2).

o). a1 = (1;−3;−1);
a2 = (1; 1; 0);
a3 = (−2; 1; 1);
b1 = (−4; 3; 1);
b2 = (3; 0; 3);
b3 = (−1;−2;−4).
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p). a1 = (1;−1; 2);
a2 = (4;−1;−2);
a3 = (−3; 1; 1);
b1 = (2;−4; 4);
b2 = (−3; 3; 2);
b3 = (2;−1;−2).

q). a1 = (4; 3; 2);
a2 = (3; 2; 1);
a3 = (0; 1; 1);
b1 = (3; 3; 3);
b2 = (3; 4; 1);
b3 = (−1;−4; 2).

r). a1 = (−3;−3;−2);
a2 = (3; 2; 1);
a3 = (1; 1; 1);
b1 = (4; 4;−2);
b2 = (−3;−1; 2);
b3 = (−1;−2; 1).

s). a1 = (3; 2; 1);
a2 = (−1;−1;−1);
a3 = (2; 2; 1);
b1 = (2; 0;−3);
b2 = (1; 2; 2);
b3 = (1;−2;−1).

t). a1 = (1; 1; 3);
a2 = (1; 0;−1);
a3 = (2; 1; 1);
b1 = (4; 3;−1);
b2 = (0;−4; 4);
b3 = (3;−2; 4).

u). a1 = (−1;−2; 1);
a2 = (2; 1; 0);
a3 = (−2;−2; 1);
b1 = (−2;−4; 4);
b2 = (4; 3; 0);
b3 = (−3;−4; 3).

v). a1 = (−2; 4;−3);
a2 = (1; 0; 1);
a3 = (1;−1; 1);
b1 = (−1;−4; 1);
b2 = (−2; 3; 4);
b3 = (−1; 2; 1).

w). a1 = (1; 1;−1);
a2 = (3;−1; 2);
a3 = (0;−1; 1);
b1 = (1; 0; 2);
b2 = (1;−3;−1);
b3 = (−1;−1;−1).

x). a1 = (2; 1; 1);
a2 = (1; 3; 2);
a3 = (1; 1; 1);
b1 = (2;−4;−2);
b2 = (4; 3; 3);
b3 = (1;−1; 0).

59. Линейный оператор A в базисе e имеет матрицу Ae. Найти мат-
рицу Au линейного оператора A в базисе u.

a). Ae =

 3 2 0
2 3 −2
3 1 1

 ;
e1 = (−3;−3;−1);
e2 = (3; 1; 2);
e3 = (1; 0; 1);

u1 = (−2;−1;−1);
u2 = (1;−4; 3);
u3 = (1;−2; 2);

b). Ae =

 1 −2 3
0 −2 3
1 0 −1

 ;
e1 = (−2;−3; 0);
e2 = (2; 4; 1);
e3 = (1; 3; 1);

u1 = (−3;−2; 2);
u2 = (0; 1; 1);
u3 = (−1; 2; 3);

c). Ae =

 −3 3 −3
−2 0 −1

2 −3 2

 ;
e1 = (2; 1; 0);
e2 = (−2;−1;−1);
e3 = (3; 2; 1);

u1 = (3; 2; 4);
u2 = (1; 1; 1);
u3 = (1; 1; 2);

d). Ae =

 0 1 2
−2 1 2

2 1 1

 ;
e1 = (2;−2;−1);
e2 = (−2;−1; 2);
e3 = (−1;−1; 1);

u1 = (3; 3;−4);
u2 = (2; 3;−3);
u3 = (3; 1;−3);

e). Ae =

 1 −2 3
3 −3 3

−1 1 −1

 ;
e1 = (3;−2; 2);
e2 = (−1; 1; 0);
e3 = (1;−1; 1);

u1 = (−3; 0;−4);
u2 = (3;−1; 3);
u3 = (2;−2; 1);

f). Ae =

 3 0 −1
3 −2 −2
2 0 −2

 ;
e1 = (2; 2; 1);
e2 = (1; 1; 1);
e3 = (1; 0; 1);

u1 = (−2; 0;−1);
u2 = (3; 3; 2);
u3 = (2; 1; 1);
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g). Ae =

 −2 −1 −2
3 1 2

−2 −1 2

 ;
e1 = (1; 2; 2);
e2 = (3; 4; 3);
e3 = (0; 1; 1);

u1 = (−1;−3;−2);
u2 = (2; 2; 1);
u3 = (2; 3; 2);

h). Ae =

 −3 2 3
2 3 2

−1 1 1

 ;
e1 = (2; 2; 1);
e2 = (2; 3; 2);
e3 = (1; 1; 1);

u1 = (−1;−4;−2);
u2 = (2; 1; 1);
u3 = (−1;−2;−1);

i). Ae =

 −1 2 3
−1 −3 −3

0 1 3

 ;
e1 = (1; 2; 2);
e2 = (−4; 1; 3);
e3 = (−2; 0; 1);

u1 = (4; 2; 1);
u2 = (1; 1; 1);
u3 = (2;−1;−2);

j). Ae =

 1 1 0
1 3 3
3 0 −3

 ;
e1 = (4; 2;−1);
e2 = (0;−1; 2);
e3 = (−1;−1; 1);

u1 = (3; 2;−2);
u2 = (1; 1;−2);
u3 = (−1; 0;−1);

k). Ae =

 1 1 2
0 2 2
1 1 1

 ;
e1 = (−1; 1;−1);
e2 = (−1; 2; 1);
e3 = (0; 1; 1);

u1 = (−2; 3;−1);
u2 = (−1; 1;−2);
u3 = (−1; 0;−4);

l). Ae =

 2 0 1
1 0 2
3 −1 2

 ;
e1 = (3; 1;−1);
e2 = (2;−1;−1);
e3 = (−2; 2; 1);

u1 = (−3;−3; 1);
u2 = (2;−3;−1);
u3 = (3; 2;−1);

m). Ae =

 2 1 −2
−1 0 1

1 3 −1

 ;
e1 = (0; 1; 1);
e2 = (−1;−1;−2);
e3 = (−1; 1; 1);

u1 = (−4; 2; 1);
u2 = (3; 0; 1);
u3 = (−2;−1;−2);

n). Ae =

 2 −2 3
−2 1 2

0 −2 1

 ;
e1 = (1; 1; 0);
e2 = (2; 4; 1);
e3 = (2; 3; 1);

u1 = (3; 2; 0);
u2 = (1; 3; 1);
u3 = (1;−2;−1);

o). Ae =

 1 2 2
1 3 1

−1 −3 0

 ;
e1 = (−1; 3; 1);
e2 = (−2; 3; 1);
e3 = (−2; 2; 1);

u1 = (1;−1;−1);
u2 = (−1;−1; 0);
u3 = (−1; 2; 1);

p). Ae =

 −3 3 0
2 0 1
3 −2 1

 ;
e1 = (2; 2; 1);
e2 = (−3;−1;−1);
e3 = (1; 2; 1);

u1 = (−1; 4; 1);
u2 = (1; 3; 1);
u3 = (−3; 2; 0);

q). Ae =

 1 0 −3
−3 1 0

2 1 1

 ;
e1 = (−1;−2;−3);
e2 = (2; 2; 1);
e3 = (1; 1; 1);

u1 = (−3;−4;−3);
u2 = (2; 1;−2);
u3 = (−1;−1; 0);

r). Ae =

 −1 −3 −1
3 0 −3

−1 −1 1

 ;
e1 = (2; 1; 0);
e2 = (3;−1; 1);
e3 = (2;−2; 1);

u1 = (4;−2; 1);
u2 = (3;−2; 1);
u3 = (−1;−1; 0);

s). Ae =

 2 −2 1
1 2 2

−3 1 2

 ;
e1 = (−2; 2;−3);
e2 = (2; 1; 2);
e3 = (1; 0; 1);

u1 = (0;−4; 1);
u2 = (−1; 3;−2);
u3 = (−1; 2;−2);
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t). Ae =

 3 0 −1
−2 2 2

2 1 1

 ;
e1 = (−1; 4; 2);
e2 = (−1; 1; 0);
e3 = (−1; 2; 1);

u1 = (2;−3;−1);
u2 = (−1;−3;−3);
u3 = (0; 4; 3);

u). Ae =

 2 2 3
0 −2 3
1 2 1

 ;
e1 = (1;−2; 0);
e2 = (−1;−1;−1);
e3 = (1; 2; 1);

u1 = (3;−2; 1);
u2 = (−4;−2;−3);
u3 = (3; 1; 2);

v). Ae =

 0 3 3
−1 2 2

2 2 1

 ;
e1 = (1;−2;−2);
e2 = (−1; 2; 1);
e3 = (0; 1; 1);

u1 = (1;−2;−3);
u2 = (−2; 2; 3);
u3 = (1;−1;−2);

w). Ae =

 1 1 0
0 1 3
1 1 1

 ;
e1 = (−1; 0; 1);
e2 = (4; 3; 1);
e3 = (2; 2; 1);

u1 = (−3;−2;−1);
u2 = (4; 2;−1);
u3 = (−1;−1;−1);

x). Ae =

 1 2 1
0 −2 −2
3 −3 2

 ;
e1 = (1; 0; 1);
e2 = (2;−2;−1);
e3 = (−3; 3; 1);

u1 = (1;−2;−3);
u2 = (4;−3; 0);
u3 = (−2; 1;−1);

60. Линейный оператор A в базисе f1(x) = 1, f2(x) = x, f3(x) = x2

имеет матрицу Af . Найти матрицу Ag линейного оператора A в базисе
g1, g2, g3.

a). Af =

 −3 −1 3
1 1 −3
1 0 0

 ;
g1(x) = 1 + x+ x2;
g2(x) = 1 + 3x+ 2x2;
g3(x) = x+ x2;

b). Af =

 0 −3 0
3 1 3
1 3 2

 ;
g1(x) = 1 + x− x2;
g2(x) = −1 + x;
g3(x) = −2 + x+ x2;

c). Af =

 −3 2 1
2 −2 1
0 1 0

 ;
g1(x) = 1 + 2x+ 2x2;
g2(x) = −2− 2x− 3x2;
g3(x) = x+ x2;

d). Af =

 1 −2 −1
−3 0 −1
−1 1 1

 ;
g1(x) = −2 + 2x+ x2;
g2(x) = −2 + x+ x2;
g3(x) = −1 + x2;

e). Af =

 1 1 0
1 3 3

−2 0 −2

 ;
g1(x) = −2− 2x+ x2;
g2(x) = 2 + x;
g3(x) = −3− 2x+ x2;

f). Af =

 1 3 2
−1 2 2

2 1 0

 ;
g1(x) = −1− 2x+ 2x2;
g2(x) = −2x+ 3x2;
g3(x) = −1− x+ x2;

g). Af =

 −2 0 1
1 0 2
2 3 2

 ;
g1(x) = −3 + 2x;
g2(x) = 1− 2x+ x2;
g3(x) = 3− 3x+ x2;
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h). Af =

 −1 3 2
−1 0 2

0 2 1

 ;
g1(x) = 1 + 2x;
g2(x) = 2 + 2x+ x2;
g3(x) = 2 + x+ x2;

i). Af =

 −2 2 2
0 1 −1

−1 2 −1

 ;
g1(x) = 3 + 2x+ x2;
g2(x) = 2 + x;
g3(x) = 2 + 2x+ x2;

j). Af =

 2 2 0
−3 3 1
−3 1 3

 ;
g1(x) = 1 + x+ x2;
g2(x) = −1 + x;
g3(x) = −1 + 2x+ x2;

k). Af =

 2 1 2
−1 −1 1

0 0 2

 ;
g1(x) = 2 + x2;
g2(x) = 2− x+ 2x2;
g3(x) = 1− x+ x2;

l). Af =

 −3 1 0
0 −1 1
1 −2 3

 ;
g1(x) = 3 + 3x+ x2;
g2(x) = −1− 2x− x2;
g3(x) = 2 + 3x+ x2;

m). Af =

 −3 2 3
0 2 −1

−2 0 3

 ;
g1(x) = 1 + x+ x2;
g2(x) = 3 + x+ 2x2;
g3(x) = 3 + x2;

n). Af =

 2 1 1
2 3 −2
0 1 −1

 ;
g1(x) = −1 + x;
g2(x) = 2− 3x− 2x2;
g3(x) = −2 + 2x+ x2;

o). Af =

 0 −2 0
−1 −3 −2

1 2 3

 ;
g1(x) = −2− 3x+ 2x2;
g2(x) = −2− 2x+ x2;
g3(x) = −3− 3x+ x2;

p). Af =

 3 2 −1
1 1 0
3 1 0

 ;
g1(x) = 1 + 2x2;
g2(x) = 1− x− 2x2;
g3(x) = −1 + x+ x2;

q). Af =

 1 1 −1
2 1 2
0 −1 −3

 ;
g1(x) = 1− 2x+ 2x2;
g2(x) = −2 + 3x− 2x2;
g3(x) = −x+ x2;

r). Af =

 −1 0 −1
3 −3 1
2 −2 0

 ;
g1(x) = 1 + x+ x2;
g2(x) = −1 + 3x+ 2x2;
g3(x) = x+ x2;

s). Af =

 2 −1 3
3 −3 1
2 3 0

 ;
g1(x) = −2− x+ 3x2;
g2(x) = −1 + x+ x2;
g3(x) = −1 + x2;

t). Af =

 −2 2 3
2 −3 −1
1 3 1

 ;
g1(x) = 1− 2x+ 2x2;
g2(x) = −2 + x− 3x2;
g3(x) = 1 + x2;
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u). Af =

 1 2 −2
−2 3 −2
−2 0 2

 ;
g1(x) = −1 + x+ 2x2;
g2(x) = 1 + x− x2;
g3(x) = −1 + x2;

v). Af =

 1 0 1
2 −1 2

−2 2 0

 ;
g1(x) = −1− 2x+ 2x2;
g2(x) = −1− x+ x2;
g3(x) = −2x+ x2;

w). Af =

 −2 0 2
0 3 2
1 1 1

 ;
g1(x) = −1− x− x2;
g2(x) = −1− 2x− x2;
g3(x) = 3x+ x2;

x). Af =

 2 −3 −3
1 0 −2
1 −1 0

 ;
g1(x) = 1 + x+ x2;
g2(x) = 3 + 2x+ x2;
g3(x) = x+ x2.

61. Линейный оператор A в базисе e имеет матрицу Ae. Найти мат-
рицу Au линейного оператора A в базисе u, если известно разложение
векторов базиса e в линейные комбинации по базису u.

a). Ae =

 3 3 3
−1 −1 −2

3 2 0

 ;
e1 = u1 − 2u2 + u3;
e2 = 2u1 − 3u2 + u3;
e3 = −u1 + 2u2;

b). Ae =

 3 −3 0
1 −2 3

−3 2 3

 ;
e1 = u1 − 2u2 + 2u3;
e2 = −u1 + 3u2 − 3u3;
e3 = −u2 + 2u3;

c). Ae =

 1 −3 1
2 −3 1
0 −2 2

 ;
e1 = u1 + u2 − u3;
e2 = −2u1 − u2;
e3 = 2u1 + u2 + u3;

d). Ae =

 0 −2 −1
−1 −3 −1
−1 3 1

 ;
e1 = u1 − 3u2 + 2u3;
e2 = u2 − u3;
e3 = u1 − u2 + u3;

e). Ae =

 3 1 3
1 1 2
1 1 2

 ;
e1 = u1 − u2 − u3;
e2 = u2 + u3;
e3 = −u1 + 2u2 + 3u3;

f). Ae =

 1 2 3
−3 −3 −3

3 1 1

 ;
e1 = u1 − u2 + u3;
e2 = 2u1 − u2 − u3;
e3 = 2u1 − u2;

g). Ae =

 −3 3 −2
−3 0 3
−3 3 −2

 ;
e1 = u1 − u3;
e2 = −u1 + u2 − u3;
e3 = u1 − u2 + 2u3;

h). Ae =

 2 3 −1
0 3 −1

−2 −1 −1

 ;
e1 = u1 − u2 − u3;
e2 = −u1 + 2u2;
e3 = 2u1 − 2u2 − u3;
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i). Ae =

 3 2 1
−2 −1 0

2 2 2

 ;
e1 = u1 − 2u3;
e2 = −2u1 + u2 + u3;
e3 = −2u1 + u2 + 2u3;

j). Ae =

 2 2 2
1 2 1
1 −3 −3

 ;
e1 = u1 − 2u3;
e2 = −2u1 + u2 + 3u3;
e3 = −2u1 + 2u2 + 3u3;

k). Ae =

 −3 −1 3
2 1 −2

−1 −1 −3

 ;
e1 = u1 − u2 + u3;
e2 = 3u1 − 2u2 + u3;
e3 = −u1 + u2;

l). Ae =

 3 2 1
1 1 1
0 −1 −2

 ;
e1 = u1 + u3;
e2 = −u1 + u2 − 2u3;
e3 = −2u1 + 2u2 − 3u3;

m). Ae =

 2 1 3
3 −3 2
1 1 3

 ;
e1 = u1 − 2u2 + 2u3;
e2 = u2 − 2u3;
e3 = −u1 + 2u2 − u3;

n). Ae =

 1 3 0
2 1 3

−3 −3 −3

 ;
e1 = u1 + u2 − 2u3;
e2 = u2 − u3;
e3 = 2u1 + 2u2 − 3u3;

o). Ae =

 1 3 −1
2 −1 2

−1 3 0

 ;
e1 = u1 − u2 − u3;
e2 = −u1 + 2u2 − u3;
e3 = u1 − u2;

p). Ae =

 2 −1 2
2 −1 2
2 1 −1

 ;
e1 = u1 + 3u3;
e2 = −u1 + u2 − u3;
e3 = u1 − u2 + 2u3;

q). Ae =

 −3 −2 −3
−1 2 2

2 2 3

 ;
e1 = u1 − 2u2 + u3;
e2 = u2 − u3;
e3 = 2u1 − 2u2 + u3;

r). Ae =

 1 3 3
3 −2 −3
3 2 1

 ;
e1 = u1 − 3u2;
e2 = u1 − 2u2 − u3;
e3 = u1 − u2 − u3;

s). Ae =

 −3 1 −1
−1 1 2

2 3 3

 ;
e1 = u1 + 2u2 − 3u3;
e2 = −u1 − u2 + u3;
e3 = u2 − u3;

t). Ae =

 1 1 2
−1 −1 3

2 0 −1

 ;
e1 = u1 − u2 + 2u3;
e2 = u2 − u3;
e3 = −2u1 + 2u2 − 3u3;

u). Ae =

 1 3 −2
−1 2 0

1 3 −3

 ;
e1 = u1 + u2 + 2u3;
e2 = u2 − u3;
e3 = −u1 − u2 − u3;
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v). Ae =

 3 1 −2
1 2 1
0 −1 2

 ;
e1 = u1 + 2u2 + u3;
e2 = u1 + 3u2 + 2u3;
e3 = −2u2 − u3;

w). Ae =

 1 1 2
1 2 2

−1 3 0

 ;
e1 = u1 + u2 − u3;
e2 = −2u1 − u2 + 2u3;
e3 = 3u1 − 2u3;

x). Ae =

 −2 0 3
−2 3 1

1 −2 1

 ;
e1 = u1 + u2;
e2 = −3u1 − 2u2 + u3;
e3 = −u1 − u2 + u3;

62. Линейный оператор A в базисе v имеет матрицу Av. Линейный
оператор B в базисе u имеет матрицу Bu. Найти матрицы линейных
операторов A+B и A− 2B в базисе u.

a). Ae =
(

1 2
2 3

)
; Bu =

(
1 0

−2 2

)
;

e1 = (−2; 3); e2 = (−1; 1);
u1 = (1;−2);u2 = (3;−5);

b). Ae =
(
−1 −2

1 4

)
; Bu =

(
2 −1
2 0

)
;

e1 = (−2; 1); e2 = (−3; 1);
u1 = (−7; 4);u2 = (5;−3);

c). Ae =
(

2 −3
−1 1

)
; Bu =

(
−1 1

1 1

)
;

e1 = (−1;−2); e2 = (1; 1);
u1 = (3; 5);u2 = (4; 7);

d). Ae =
(

2 3
−1 −4

)
; Bu =

(
0 1

−2 2

)
;

e1 = (−1;−1); e2 = (2; 1);
u1 = (5; 3);u2 = (3; 2);

e). Ae =
(
−2 1

2 3

)
; Bu =

(
0 1

−1 2

)
;

e1 = (−1; 2); e2 = (−1; 1);
u1 = (−2; 5);u2 = (1;−3);

f). Ae =
(

3 3
4 −2

)
; Bu =

(
1 0
1 1

)
;

e1 = (2; 1); e2 = (1; 1);
u1 = (5; 3);u2 = (3; 2);

g). Ae =
(

4 −1
1 1

)
; Bu =

(
0 −2

−1 1

)
;

e1 = (−1;−2); e2 = (1; 1);
u1 = (1; 3);u2 = (−2;−5);

h). Ae =
(
−4 −1

1 −1

)
; Bu =

(
0 2
2 −2

)
;

e1 = (−3; 1); e2 = (−4; 1);
u1 = (−5; 2);u2 = (2;−1);

i). Ae =
(

3 3
1 3

)
; Bu =

(
−1 −1

1 0

)
;

e1 = (−1; 2); e2 = (−1; 1);
u1 = (2;−7);u2 = (1;−3);

j). Ae =
(
−1 2

2 1

)
; Bu =

(
1 −2
0 −1

)
;

e1 = (2; 1); e2 = (1; 1);
u1 = (−7;−5);u2 = (3; 2);

k). Ae =
(

1 1
1 2

)
; Bu =

(
−1 −2
−1 0

)
;

e1 = (3; 2); e2 = (1; 1);
u1 = (−2;−1);u2 = (−5;−3);

l). Ae =
(

1 1
3 2

)
; Bu =

(
2 −1
0 −1

)
;

e1 = (−7; 2); e2 = (−4; 1);
u1 = (2;−1);u2 = (3;−1);

m). Ae =
(

2 3
1 3

)
; Bu =

(
−1 0

1 1

)
;

e1 = (−2; 3); e2 = (−1; 1);
u1 = (−5; 7);u2 = (−3; 4);
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n). Ae =
(
−3 4
−1 2

)
; Bu =

(
2 −2

−1 0

)
;

e1 = (−3;−2); e2 = (2; 1);
u1 = (4; 3);u2 = (−7;−5);

o). Ae =
(
−1 1
−1 2

)
; Bu =

(
−2 −2

2 0

)
;

e1 = (−2;−3); e2 = (1; 1);
u1 = (−3;−5);u2 = (−1;−2);

p). Ae =
(
−4 3
−1 −1

)
; Bu =

(
0 2

−2 −1

)
;

e1 = (2; 1); e2 = (1; 1);
u1 = (5; 3);u2 = (3; 2);

q). Ae =
(

2 3
2 1

)
; Bu =

(
−1 2

0 2

)
;

e1 = (3;−2); e2 = (−1; 1);
u1 = (5;−3);u2 = (2;−1);

r). Ae =
(

1 −2
−1 −1

)
; Bu =

(
−2 2

0 2

)
;

e1 = (−3;−2); e2 = (2; 1);
u1 = (1; 2);u2 = (−1;−1);

s). Ae =
(

2 3
1 1

)
; Bu =

(
2 0

−1 1

)
;

e1 = (2; 1); e2 = (1; 1);
u1 = (−5;−3);u2 = (7; 4);

t). Ae =
(

2 3
2 1

)
; Bu =

(
2 −1
1 1

)
;

e1 = (−5;−2); e2 = (3; 1);
u1 = (−7;−3);u2 = (−2;−1);

u). Ae =
(

3 1
1 1

)
; Bu =

(
0 2
2 −1

)
;

e1 = (2; 1); e2 = (1; 1);
u1 = (7; 4);u2 = (5; 3);

v). Ae =
(
−2 1
−1 −4

)
; Bu =

(
1 1

−2 0

)
;

e1 = (3; 1); e2 = (2; 1);
u1 = (−5;−1);u2 = (−4;−1);

w). Ae =
(

4 −4
−1 3

)
; Bu =

(
1 1
1 0

)
;

e1 = (−2; 1); e2 = (−3; 1);
u1 = (−7; 3);u2 = (−5; 2);

x). Ae =
(
−1 −3
−3 1

)
; Bu =

(
2 −1
0 1

)
;

e1 = (7; 2); e2 = (3; 1);
u1 = (−5;−1);u2 = (−4;−1);

63. Линейный оператор A в базисе v имеет матрицу Av, линейный
оператор B в базисе u имеет матрицу Bu. Найти матрицы линейных
операторов AB и (A2 + B) в базисе, в котором даны координаты всех
векторов.

a). Av =
(
−1 −1

2 3

)
; Bu =

(
−2 4

3 2

)
;

v1 = (4; 3);v2 = (1; 1);
u1 = (2;−1);u2 = (−1; 1).

b). Av =
(
−3 −2

3 3

)
; Bu =

(
1 1
4 2

)
;

v1 = (7; 2);v2 = (3; 1);
u1 = (−2;−3);u2 = (1; 1).

c). Av =
(

1 1
2 −1

)
; Bu =

(
3 −3
2 −4

)
;

v1 = (3; 2);v2 = (1; 1);
u1 = (−1;−1);u2 = (2; 1).

d). Av =
(
−3 −3

1 3

)
; Bu =

(
−4 1
−4 0

)
;

v1 = (2; 1);v2 = (1; 1);
u1 = (−5;−3);u2 = (2; 1).

e). Av =
(
−3 −1

2 2

)
; Bu =

(
−3 −2

3 4

)
;

v1 = (3; 2);v2 = (1; 1);
u1 = (2; 1);u2 = (1; 1).

f). Av =
(

4 3
−3 −3

)
; Bu =

(
−4 −1

4 −1

)
;

v1 = (−7; 2);v2 = (−4; 1);
u1 = (2; 1);u2 = (1; 1).
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g). Av =
(
−3 1
−1 1

)
; Bu =

(
0 4
2 1

)
;

v1 = (−7;−4);v2 = (2; 1);
u1 = (−1; 1);u2 = (−2; 1).

h). Av =
(

2 1
4 −2

)
; Bu =

(
−1 −1
−1 −3

)
;

v1 = (5; 4);v2 = (1; 1);
u1 = (5;−2);u2 = (−2; 1).

i). Av =
(
−1 −1
−3 −1

)
; Bu =

(
1 −1
1 0

)
;

v1 = (−7;−2);v2 = (4; 1);
u1 = (−2;−1);u2 = (3; 1).

j). Av =
(
−2 −2

1 3

)
; Bu =

(
1 2

−4 −4

)
;

v1 = (7; 2);v2 = (3; 1);
u1 = (−1; 2);u2 = (−1; 1).

k). Av =
(

3 4
−1 −3

)
; Bu =

(
−3 −1

4 4

)
;

v1 = (3; 1);v2 = (2; 1);
u1 = (−1; 1);u2 = (−2; 1).

l). Av =
(
−2 −1

3 3

)
; Bu =

(
1 0
4 1

)
;

v1 = (3; 2);v2 = (1; 1);
u1 = (2; 1);u2 = (1; 1).

m). Av =
(
−1 −1

2 1

)
; Bu =

(
−3 −1
−3 −3

)
;

v1 = (−1; 2);v2 = (−1; 1);
u1 = (−7;−2);u2 = (4; 1).

n). Av =
(
−1 −2
−1 2

)
; Bu =

(
0 2
4 1

)
;

v1 = (−7; 2);v2 = (−4; 1);
u1 = (−1;−2);u2 = (1; 1).

o). Av =
(
−1 −1
−2 2

)
; Bu =

(
−3 −1
−2 −1

)
;

v1 = (−7; 4);v2 = (−2; 1);
u1 = (−5; 3);u2 = (−2; 1).

p). Av =
(
−1 1

1 2

)
; Bu =

(
−3 −1

4 3

)
;

v1 = (−2;−3);v2 = (1; 1);
u1 = (4; 3);u2 = (1; 1).

q). Av =
(

1 −1
1 −1

)
; Bu =

(
1 1
3 0

)
;

v1 = (−5;−2);v2 = (3; 1);
u1 = (4;−1);u2 = (−3; 1).

r). Av =
(
−2 1

1 2

)
; Bu =

(
−3 −4
−1 −1

)
;

v1 = (−1; 1);v2 = (−2; 1);
u1 = (−1; 1);u2 = (−2; 1).

s). Av =
(

1 −1
−1 3

)
; Bu =

(
−4 2
−1 2

)
;

v1 = (5; 2);v2 = (2; 1);
u1 = (−2;−3);u2 = (1; 1).

t). Av =
(
−2 2
−1 2

)
; Bu =

(
3 0

−1 2

)
;

v1 = (−5;−2);v2 = (3; 1);
u1 = (−2; 3);u2 = (−1; 1).

u). Av =
(
−2 1

3 1

)
; Bu =

(
−1 2

0 −4

)
;

v1 = (4;−3);v2 = (−1; 1);
u1 = (2; 1);u2 = (1; 1).

v). Av =
(

1 1
2 −1

)
; Bu =

(
0 3
2 −2

)
;

v1 = (4; 3);v2 = (1; 1);
u1 = (−2;−1);u2 = (3; 1).

w). Av =
(

3 2
−4 −4

)
; Bu =

(
0 −1

−1 −2

)
;

v1 = (−3; 1);v2 = (−4; 1);
u1 = (−2;−3);u2 = (1; 1).

x). Av =
(

1 1
3 1

)
; Bu =

(
0 −1

−3 −1

)
;

v1 = (−7; 2);v2 = (−4; 1);
u1 = (4; 1);u2 = (3; 1).

y). Av =
(

1 3
2 −1

)
; Bu =

(
−3 0

4 −2

)
;

v1 = (5; 1);v2 = (4; 1);
u1 = (−2; 3);u2 = (−1; 1).
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z). Av =
(

2 1
2 −1

)
; Bu =

(
1 4
1 0

)
;

v1 = (−1; 2);v2 = (−1; 1);
u1 = (−2; 1);u2 = (−3; 1).

64. Найти ранг, базисы ядра и образа линейного оператора A, дей-
ствующего в линейном пространстве R4 по правилу Ax = Mx, где мат-
рица M дана ниже.

a).


0 3 2 1
1 −1 3 2
3 −3 1 −2
2 1 2 −1

 . b).


2 3 −2 0
1 0 3 3
3 −3 1 −1
1 0 1 1

 . c).


2 1 0 1
1 1 1 1
0 −2 0 −2

−3 −3 3 −3

 .

d).


0 −1 −3 3

−2 −1 3 2
3 3 0 −3
0 1 3 1

 .e).


2 2 3 3
2 −1 1 −1
1 0 −2 3
0 0 −1 1

 . f).


1 0 1 2
1 2 2 1
1 0 1 2
1 0 1 2

 .

g).


3 −3 3 3
1 1 3 1
1 0 2 1
1 1 3 1

 . h).


0 0 −3 0

−2 −2 3 −1
2 2 2 1
2 2 −3 1

 . i).


0 3 −1 1
0 3 −1 1
0 3 −1 1

−2 2 −1 −3

 .

j).


0 −1 2 1

−1 0 3 2
−2 3 0 1

2 −2 −2 −2

 . k).


1 −2 3 0

−3 1 −1 2
2 −3 0 1
2 −2 2 2

 . l).


2 1 0 1
2 3 3 −3
2 −3 2 −3
2 0 3 2

 .

m).


1 1 0 −1
1 −1 −2 1

−3 1 −3 3
1 −2 −3 0

 .n).


1 −2 2 −1

−1 1 1 −2
−1 1 1 −3

0 1 1 1

 . o).


2 2 −1 2
2 2 −1 2
0 0 0 0
4 4 −2 4

 .

p).


2 −1 1 −1
2 −1 1 −1
0 0 0 0

−2 1 −1 1

 .q).


2 −1 0 1

−2 1 0 −1
2 −1 0 1

−2 1 0 −1

 . r).


−3 1 3 −1

1 2 2 2
2 3 2 0
2 3 2 0

 .

s).


0 0 −2 −3
1 0 −2 −2

−3 −1 2 1
3 1 −2 −1

 . t).


−1 1 1 −1

3 −3 0 −1
1 2 −1 0
2 2 0 −2

 . u).


0 1 2 1

−1 3 1 3
0 2 2 1
0 −3 2 1

 .

v).


2 2 −3 −3
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 3 3

 . w).


−1 −1 −1 −1

1 1 1 1
2 2 2 2
0 3 −3 2

 .x).


3 2 1 2

−1 2 1 −2
−2 −2 −1 −1

1 0 0 1

 .

65. Найдите ранг, базисы ядра и образа линейного оператора
A : M2(R) → M2(R) такого, что для любой матрицы X ∈ M2(R)
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a). AX =
(

1 2
1 1

)
X + X

(
−3 −2

1 1

)
.

b). AX =
(

0 3
0 −2

)
X + X

(
1 2
2 −2

)
.

c). AX =
(

3 2
3 2

)
X + X

(
3 0
0 0

)
.

d). AX =
(

2 0
−2 0

)
X + X

(
−2 0
−1 1

)
.

e). AX =
(

3 0
1 2

)
X + X

(
−2 −3

0 0

)
.

f). AX =
(

1 2
0 1

)
X + X

(
2 2
3 1

)
.

g). AX =
(
−1 0

0 0

)
X + X

(
−3 2

2 0

)
.

h). AX =
(
−1 0

1 2

)
X + X

(
2 −1
2 −1

)
.

i). AX =
(

3 3
0 0

)
X + X

(
−1 0

1 −3

)
.

j). AX =
(
−3 3

0 −2

)
X + X

(
0 3
3 0

)
.

k). AX =
(

1 0
3 3

)
X + X

(
−1 2

2 −1

)
.

l). AX =
(

0 3
1 2

)
X + X

(
−3 −2

0 −2

)
.

m). AX =
(

3 −1
0 2

)
X + X

(
−2 1

3 0

)
.

n). AX =
(
−2 0

2 0

)
X + X

(
0 2
0 2

)
.

o). AX =
(
−1 −1

0 0

)
X + X

(
0 0
3 1

)
.

p). AX =
(

2 0
0 −1

)
X + X

(
−2 −3

0 1

)
.

q). AX =
(

0 0
−1 2

)
X + X

(
0 0
0 −2

)
.

r). AX =
(

1 0
1 0

)
X + X

(
−1 −2

0 0

)
.

s). AX =
(

0 0
3 −2

)
X + X

(
2 0

−2 0

)
.
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t). AX =
(

2 0
1 3

)
X + X

(
−2 0
−1 −3

)
.

u). AX =
(

0 3
3 0

)
X + X

(
3 0
2 −3

)
.

v). AX =
(
−1 1

0 −1

)
X + X

(
3 2

−2 −1

)
.

w). AX =
(
−1 3

2 1

)
X + X

(
3 −1
2 −3

)
.

x). AX =
(
−3 0
−2 −1

)
X + X

(
1 3
0 3

)
.

y). AX =
(

3 1
3 −1

)
X + X

(
−3 3

1 1

)
.

66. Найдите ранг, базисы ядра и образа линейного оператора
A : M2(R) → M2(R) такого, что для любой матрицы X ∈ M2(R)

a). AX =
(
−1 1

2 −1

)
X

(
1 2
1 1

)
− X.

b). AX =
(
−3 −2

1 1

)
X

(
2 1
1 0

)
− X.

c). AX =
(

1 3
0 −2

)
X

(
0 2
1 −1

)
+ 2X.

d). AX =
(

1 0
1 1

)
X

(
2 0
1 2

)
− 2X.

e). AX =
(
−1 1

0 1

)
X

(
−1 1

0 1

)
− X.

f). AX =
(
−2 3
−1 2

)
X

(
0 2
2 0

)
+ 2X.

g). AX =
(

0 1
−1 −3

)
X

(
−3 1
−1 0

)
− X.

h). AX =
(

2 2
0 1

)
X

(
−2 3

0 −1

)
+ 2X.

i). AX =
(

1 1
0 −1

)
X

(
−1 0

2 1

)
− X.

j). AX =
(
−2 0

2 −2

)
X

(
1 3
0 1

)
+ 2X.

k). AX =
(

1 −1
0 3

)
X

(
3 2
2 3

)
− X.

l). AX =
(
−1 0
−1 −1

)
X

(
3 1

−1 1

)
+ 2X.
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m). AX =
(
−3 0

3 1

)
X

(
1 −1

−1 1

)
− 2X.

n). AX =
(

2 0
−1 0

)
X

(
2 0

−2 1

)
− 2X.

o). AX =
(

1 0
2 3

)
X

(
3 1
0 1

)
− X.

p). AX =
(

1 2
0 1

)
X

(
2 1
2 3

)
− X.

q). AX =
(

0 1
2 1

)
X

(
2 0
3 0

)
+ 2X.

r). AX =
(

1 2
0 3

)
X

(
1 −1
0 0

)
− X.

s). AX =
(
−2 3

0 2

)
X

(
0 1
1 0

)
− 2X.

t). AX =
(

1 3
0 −2

)
X

(
1 0

−2 3

)
+ 2X.

u). AX =
(

1 0
1 0

)
X

(
1 0

−1 2

)
− 2X.

v). AX =
(

2 2
1 3

)
X

(
2 0
2 0

)
− 2X.

w). AX =
(
−2 1

0 −1

)
X

(
−1 0

3 0

)
− X.

x). AX =
(

1 3
0 −3

)
X

(
1 1
2 0

)
− 2X.

67. Найдите ранг, базисы ядра и образа линейного оператора
A : C[x]3 → C[x]3, действующего в линейном пространстве C[x]3 всех
многочленов степени не выше 3 с комплексными коэффициентами по
правилу
a). (Af)(x) = (1 + x)f ′′′(x) + (1 + x)f ′′(x)− 2f ′(x).
b). (Af)(x) = (−3 + x)f ′′′(x) + (2− x2)f ′′(x) + (−2 + 2x)f ′(x).
c). (Af)(x) = (2x+ 2x2 + x3)f ′′′(x)− x2f ′′(x)− 2f ′(x).
d). (Af)(x) = (1− 2x)f ′′′(x)+ (3+2x+x2)f ′′(x)− 3(1+x)f ′(x)+3f(x).
e). (Af)(x) = (2−3x+3x2−2x3)f ′′′(x)+(x+x2)f ′′(x)+(−3+2x)f ′(x).
f). (Af)(x) = (−3 + x + x2 − x3)f ′′′(x) + (−1 − 2x2)f ′′(x) + (−2 +
x)f ′(x) + 2f(x).
g). (Af)(x) = (1− 2x2)f ′′′(x) + (3x− x2)f ′′(x) + 2f(x).
h). (Af)(x) = (−2 + 3x3)f ′′′(x) + (2 + 2x)f ′′(x) + (3 + 2x)f ′(x).
i). (Af)(x) = −x2f ′′′(x) + (2 + 3x+ 3x2)f ′′(x) + (−1 + 2x)f ′(x).
j). (Af)(x) = (2 + 2x− 3x2)f ′′′(x) + (−1− x)f ′(x) + 2f(x).
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k). (Af)(x) = (−2 + 2x− 3x2 − 3x3)f ′′′(x) + (2 + 2x)f ′(x)− 2f(x).
l). (Af)(x) = (2x− 3x3)f ′′′(x) + (−3 + 2x2)f ′′(x) + (3 + 2x)f ′(x).
m). (Af)(x) = (1+2x−x2)f ′′′(x)+(−1+3x+2x2)f ′′(x)+2xf ′(x)−2f(x).
n). (Af)(x) = (2− x− 3x2 + 2x3)f ′′′(x) + (3 + x2)f ′′(x) + (2− 3x)f ′(x).
o). (Af)(x) = (−1− 2x)f ′′′(x) + 2f ′′(x).
p). (Af)(x) = (2x2 − x3)f ′′′(x) + x2f ′′(x).
q). (Af)(x) = −2x2f ′′′(x) + 2xf ′′(x).
r). (Af)(x) = (2+2x−x2−2x3)f ′′′(x)+(−2+x2)f ′′(x)+3xf ′(x)−3f(x).
s). (Af)(x) = −2(1 + x3)f ′′′(x) + 3x2f ′′(x)− 3xf ′(x) + 3f(x).
t). (Af)(x) = (3 + 3x2 + 2x3)f ′′′(x)− 3x2f ′′(x) + 3xf ′(x)− 3f(x).
u). (Af)(x) = (1 + 3x + 2x2 − x3)f ′′′(x) + (−3 + 2x)f ′′(x) + (−2 +

3x)f ′(x)− 3f(x).
v). (Af)(x) = (−1+2x2−x3)f ′′′(x)+(−2−x+2x2)f ′′(x)−3xf ′(x)+3f(x).
w). (Af)(x) = (x+2x2−x3)f ′′′(x)+(−1−3x)f ′′(x)+(2+3x)f ′(x)−3f(x).
x). (Af)(x) = (2−3x)f ′′′(x)+(−3−x+x2)f ′′(x)+(−1−3x)f ′(x)+3f(x).
y). (Af)(x) = (3− 2x)f ′′′(x) + 2f ′′(x).
z). (Af)(x) = (−3 + x2)f ′′′(x)− 2xf ′′(x) + 2f ′(x).

68. Для следующих линейных операторов A, действующих в
линейном пространстве R3, выяснить их обратимость. В случае их
обратимости найти обратные операторы.
a). Ax = (−x1 − 2x2 + 2x3;−2x2 + 3x3;−x1 − x2 + x3);
b). Ax = (x1 − x2 − x3;−x2 − x3;x1 + 2x2 + x3);
c). Ax = (−x1 − x2 + x3;−3x1 − x2 + 2x3;−2x1 − x2 + x3);
d). Ax = (−2x1 + 3x2;−3x1 + 3x2 − x3; 2x1 − 2x2 + x3);
e). Ax = (x1 − 2x2 + 2x3;−2x1 + 3x2 − x3;x1 − 2x2 + x3);
f). Ax = (2x1 − 3x2 − 2x3;x1 − 3x2 − 2x3; 2x2 + x3);
g). Ax = (−x1 + 2x2 + x3; 3x1 − 3x2 − 2x3;−2x1 + 2x2 + x3);
h). Ax = (x1 + 2x2 − 2x3;−x1 + 2x2 − x3;−x2 + x3);
i). Ax = (3x1 − x2 − x3;−2x1 + x2 + x3;x1 + x3);
j). Ax = (x1 − 2x2 − 2x3;−x1 + 3x2 + 2x3;x2 + x3);
k). Ax = (−x1 − x2 − x3; 2x1 + x2; 2x1 + x2 + x3);
l). Ax = (−2x1 + 3x2 + 2x3;−2x1 + 2x2 + x3;−x1 + x2 + x3);
m). Ax = (x1 +−x2 +−x3;x1 + x2;−2x1 − x2 + x3);
n). Ax = (−2x1 + x2 − x3;−3x1 + x2; 3x1 +−x2 + x3);
o). Ax = (−x1 − x2 − x3; 2x1 + x2; 2x1 + x2 + x3);
p). Ax = (−2x1 − 3x2 + 3x3;−x1 − x2 + x3;−2x1 − 2x2 + x3);
q). Ax = (−x1 + x2 − x3;x1 − 2x2 + x3;−3x2 + x3);
r). Ax = (x1 − 3x2 + x3;x1 + x2;x1 − 2x2 + x3);
s). Ax = (−x1 + x2 − 2x3; 2x1 − x2 + 2x3;x1 − x2 + x3);
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t). Ax = (x1 − x3;−2x1 − 2x2 + 3x3;−x1 − x2 + x3);
u). Ax = (−2x1 − 3x2 + 3x3;x1 + x2;−x1 − x2 + x3);
v). Ax = (2x1 + 2x2 + x3;x1 + 2x2 + x3;x1 + x2 + x3);
w). Ax = (x1 + 2x2 + 2x3;−x2 − x3;−x1 + 2x2 + x3);
x). Ax = (2x1 − 3x2 − 2x3;−x2 − x3;−x1 + 2x2 + x3);

69. Для следующих линейных операторов A, действующих в
линейном пространстве R[x]3 всех полиномов степени не выше третьей
с вещественными коэффициентами, найдите их обратные операторы
A−1, если они существуют, или докажите их необратимость. Линейные
операторы действуют по правилу: для любого многочлена f ∈ C[x]3

a). Af = 2f ′′′ − f ′′ − f ; b). Af = 2f ′′′ + 2f ′′ − f ;
c). Af = −f ′′ + 2f ′ − f ; d). Af = −2f ′′ − f ;
e). Af = f ′′′ − f ′′ − f ; f). Af = 2f ′′′ − f ;
g). Af = f ′′′ − f ; h). Af = f ′′′ + f ′′ + f ′ − f ;
i). Af = f ′′′ + f ′′ − f ; j). Af = 2f ′′′ − f ′′ − f ′ − f ;
k). Af = 2f ′′′ + f ′′ − 2f ′ + f ; l). Af = f ′′′ − 2f ′′ − f ′ + f ;
m). Af = −f ′′ + f ′ + f ; n). Af = 2f ′′′ + 2f ′′ − f ′ − f ;
o). Af = f ′′ + 2f ′ + f ; p). Af = 2f ′′′ + 2f ′′ − 2f ′ + f ;
q). Af = −2f ′′ + 2f ′ − f ; r). Af = 2f ′′′ − 2f ′′ + f ;
s). Af = f ′′′ + f ′′ − f ′ + f ; t). Af = 2f ′′′ − 2f ′′ − f ;
u). Af = f ′′′ + f ′′ − 2f ′ + f ; v). Af = f ′ − f ;
w). Af = f ′′ − f ; x). Af = 2f ′′′ − 2f ′′ + f ′ − f ;

70. Для следующих линейных операторов A, действующих в
линейном пространстве R[x]2 всех многочленов степени не выше
второй с вещественными коэффициентами, найдите их обратные
операторы A−1, если они существуют, или докажите необратимость
этих операторов. Линейные операторы действуют по правилу: для
любого многочлена f ∈ R[x]2

a). Af = 2f ′′ − 2f ′ + f ; b). Af = 2f ′′ − 2f ′ − f ;
c). Af = −f ′ + f ; d). Af = f ′′ − f ′ + f ;
e). Af = f ′′ − f ′ − f ; f). Af = 2f ′′ − f ′ + f ;
g). Af = 2f ′′ − f ′ − f ; h). Af = f ′′ + f ;
i). Af = f ′′ − f ; j). Af = 2f ′′ + f ;
k). Af = 2f ′′ − f ; l). Af = f ′ + f ;
m). Af = f ′ − f ; n). Af = f ′′ + f ′ + f ;
o). Af = f ′′ + f ′ − f ; p). Af = 2f ′′ + f ′ + f ;
q). Af = 2f ′′ + f ′ − f ; r). Af = 2f ′ − f ;
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s). Af = f ′′ + 2f ′ + f ; t). Af = f ′′ + 2f ′ − f ;
u). Af = 2f ′′ + 2f ′ + f ; v). Af = 2f ′′ + 2f ′ − f ;
w). Af = f ′′ + 3f ′ + f ; x). Af = 2f ′′ + 3f ′ + f .

71. Для следующих линейных операторов A, действующих в
линейном пространстве R[x]2 всех многочленов степени не выше
второй с вещественными коэффициентами, найдите их обратные
операторы A−1, если они существуют, или докажите необратимость
этих операторов. Линейные операторы действуют по правилу: для
любого многочлена f ∈ R[x]2

a). Af(x) = (−1 + 2x− 2x2)f ′′ + 2xf ′ − f ;
b). Af(x) = (−1 + 2x− 2x2)f ′′ + (−1 + 2x)f ′ − f ;
c). Af(x) = (1 + 2x+ 2x2)f ′′ + (2− 2x)f ′ + f ;
d). Af(x) = (2− 2x− 2x2)f ′′ + (2 + 2x)f ′ − f ;
e). Af(x) = (−1− 2x2)f ′′ + (1 + 2x)f ′ − f ;
f). Af(x) = (2− 2x− 2x2)f ′′ + (−2 + 2x)f ′ − f ;
g). Af(x) = (1 + 2x2)f ′′ + (−1− 2x)f ′ + f ;
h). Af(x) = (1− 2x2)f ′′ + (−1 + 2x)f ′ − f ;
i). Af(x) = (−1 + x)f ′′ − f ′ + f ;
j). Af(x) = (−1 + x− 2x2)f ′′ + (1 + 2x)f ′ − f ;
k). Af(x) = (x+ 2x2)f ′′ − 2xf ′ + f ;
l). Af(x) = (1− x− 2x2)f ′′ + 2xf ′ − f ;
m). Af(x) = (2− 2x2)f ′′ + (−1 + 2x)f ′ − f ;
n). Af(x) = (2− x+ 2x2)f ′′ + (1− 2x)f ′ + f ;
o). Af(x) = (−2 + 2x− 2x2)f ′′ + 2xf ′ − f ;
p). Af(x) = (2− x)f ′′ − 2f ′ + f ;
q). Af(x) = (−2 + x− 2x2)f ′′ + (1 + 2x)f ′ − f ;
r). Af(x) = 2x2f ′′ + (−2− 2x)f ′ + f ;
s). Af(x) = (2− x− 2x2)f ′′ + 2xf ′ − f ;
t). Af(x) = xf ′′ + f ;
u). Af(x) = (x+ 2x2)f ′′ + (−1− 2x)f ′ + f ;
v). Af(x) = (2 + 2x− 2x2)f ′′ + (2 + 2x)f ′ − f ;
w). Af(x) = (−1− x)f ′′ + f ′ + f ;
x). Af(x) = (1 + 2x+ 2x2)f ′′ + (1− 2x)f ′ + f ;

72. Найти собственные значения и собственные векторы матриц вто-
рого порядка, определенных над полем вещественных чисел.

a).
(
−2 1
−1 0

)
. b).

(
−2 1
−2 1

)
. c).

(
−2 2
−1 1

)
. d).

(
−2 −2
−2 1

)
.
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e).
(
−2 −1

3 2

)
. f).

(
−2 2
−2 2

)
. g).

(
−1 2

1 −2

)
. h).

(
−1 1

1 −1

)
.

i).
(
−1 1

2 0

)
. j).

(
−1 2

1 0

)
. k).

(
−1 1
−1 1

)
. l).

(
−1 2
−1 2

)
.

m).
(

0 1
−1 −2

)
. n).

(
0 1
2 −1

)
. o).

(
0 1
2 1

)
. p).

(
0 2
1 1

)
.

q).
(

0 1
−1 2

)
. r).

(
1 1

−2 −2

)
. s).

(
1 2

−1 −2

)
. t).

(
1 −2
1 −2

)
.

u).
(

1 1
−1 −1

)
. v).

(
1 1
2 0

)
. w).

(
2 3

−2 0

)
. x).

(
1 3

−2 −1

)
.

73. Найти собственные значения и собственные векторы матриц вто-
рого порядка, определенных над полем комплексных чисел.

a).
(
−3 1
−2 −1

)
. b).

(
−2 −2

2 −2

)
. c).

(
−2 2
−1 0

)
. d).

(
−1 2
−1 −3

)
.

e).
(
−1 1
−1 −1

)
. f).

(
−1 −2

2 −1

)
. g).

(
1 3

−2 −3

)
. h).

(
−1 2
−1 1

)
.

i).
(

0 2
−1 −2

)
. j).

(
0 −1
1 0

)
. k).

(
−1 2
−3 1

)
. l).

(
−2 3
−3 0

)
.

m).
(

0 −2
1 2

)
. n).

(
1 1

−2 −1

)
. o).

(
1 −1
1 1

)
. p).

(
1 −2
2 1

)
.

q).
(

3 −3
2 3

)
. r).

(
2 −1
2 0

)
. s).

(
2 −2
1 0

)
. t).

(
2 1

−1 2

)
.

u).
(

2 −2
2 2

)
. v).

(
3 2

−1 1

)
. w).

(
3 −1
1 3

)
. x).

(
−2 −2

3 2

)
.

74. Найти собственные значения и собственные векторы матриц вто-
рого порядка, определенных над полем комплексных чисел.

a).
(

1− i −2 + 2i
1− 2i −2 + 2i

)
. b).

(
1− i −1− 2i

−1− i −2 + i

)
. c).

(
1− i −1− i

−2− 2i −2 + 2i

)
.

d).
(

1− i −1 + i
−1− i −i

)
. e).

(
1− i 1− 2i
1− i −2− i

)
. f).

(
1− i 1 + i
−2 2

)
.

g).
(

1 + i −1 + i
−2 + i −2− i

)
. h).

(
1 + i −1 + i

−2 + i −1− 2i

)
. i).

(
1 + i −1 + i

−1 + i −i

)
.

j).
(

1 + i −1 + i
−1 + 2i −2 + i

)
. k).

(
1 + i −1 + i
−2i 2− 2i

)
. l).

(
1 + i −1 + i

2i −2− i

)
.

m).
(

1 + i −1 + i
1− i −1 + 2i

)
. n).

(
1 + i −1 + i

1− 2i 1− 2i

)
. o).

(
1 + i −1 + i
1− i 2− i

)
.

p).
(

1 + i −1 + i
1 + i −2 + i

)
. q).

(
1 + i −1 + i

1 + 2i −2 + i

)
. r).

(
1 + i −1 + i
2 + i −2 + i

)
.

s).
(

1 + i −1 + 2i
−2 + 2i −2

)
.t).

(
1 + i −1 + 2i

−1− i 1− 2i

)
. u).

(
1 + i −2i

−1− i −1

)
.
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v).
(

1 + i 1− 2i
i 2− 2i

)
. w).

(
1 + i 2 + 2i

−1− i −1− i

)
. x).

(
1 + 2i −1− 2i
2 + 2i −2− i

)
.

75. Найти собственные значения и собственные векторы матриц тре-
тьего порядка, определенных над полем вещественных чисел.

a).

 −1 1 −1
−1 2 0

2 −1 2

 . b).

 −1 2 −1
−1 2 0

1 −1 2

 . c).

 0 1 0
−2 3 1

2 −1 3

 .

d).

 −1 1 1
−2 2 1
−2 1 2

 . e).

 2 −1 −1
−2 3 2

3 −3 −2

 . f).

 4 −2 −2
3 −1 −3

−1 1 3

 .

g).

 3 1 −1
−1 1 1

2 1 0

 . h).

 0 0 −1
−1 −2 2
−2 −4 3

 . i).

 −2 −1 3
−1 −2 1
−2 −2 3

 .

j).

 2 1 −1
−4 −2 2
−2 −1 1

 . k).

 −2 1 −1
−1 0 −1

1 −1 0

 . l).

 2 −1 −1
3 −2 −3

−1 1 2

 .

m).

 0 3 1
1 2 −1

−3 3 4

 . n).

 −2 3 1
−1 2 1
−3 3 2

 . o).

 5 −3 −3
1 −3 −1
5 −1 −3

 .

p).

 −1 2 0
−1 −1 1
−2 −4 3

 . q).

 3 3 −4
−2 0 2

3 1 −4

 . r).

 −3 4 −2
−5 4 0
−1 2 −2

 .

s).

 1 1 2
−3 1 −2
−3 −1 −4

 . t).

 3 −1 5
0 2 −4

−1 1 −3

 . u).

 1 2 −2
−1 2 1

1 1 −2

 .

v).

 3 2 −4
−1 3 1

2 1 −3

 . w).

 −3 5 1
−1 3 1
−2 1 0

 . x).

 −2 3 −3
−3 4 −3
−3 3 −2

 .

76. Найти собственные значения и собственные векторы линейных
операторов, заданных в некотором базисе следующими матрицами чет-
вертого порядка.

a).


3 3 1 1
1 2 1 0

−2 −3 −1 0
−3 −4 −2 0

 . b).


1 0 −1 0
1 3 1 0

−1 0 1 1
−3 −1 −3 3

 . c).


0 1 2 −2
0 −2 −1 2

−1 −1 −3 2
−1 −1 −2 1

 .

d).


−3 −1 −4 3

1 −1 3 −1
1 −1 3 −1

−1 −3 2 1

 .e).


2 1 −2 −1

−1 0 2 1
−1 −1 3 1

2 2 −4 −1

 . f).


2 −3 −2 1
2 −3 −1 1
1 −1 −2 0

−1 1 1 −1

 .



420 9. Приложение.

g).


2 1 −1 2
0 −1 −1 −1
3 1 −1 3

−2 −1 1 −2

 . h).


−3 −2 −3 3

3 3 2 −3
−1 −1 1 1
−1 0 −1 1

 . i).


2 −1 −2 2
0 3 2 −2
1 −1 −1 3
1 0 −1 3

 .

j).


1 0 −3 −1
1 2 −1 −1

−1 −1 2 1
4 4 −1 −2

 . k).


−2 −2 −2 0

2 −4 −2 −2
−2 4 2 2
−2 −2 −2 0

 . l).


−1 −2 −2 −2

0 1 2 2
−2 −2 −1 −2

2 2 0 1

 .

m).


0 −2 3 −2

−2 −1 −2 −2
0 1 −1 1
2 0 2 1

 .n).


0 2 1 −2
1 3 2 −1
1 −3 −1 3
1 1 1 1

 . o).


2 2 −1 2

−2 2 −2 0
−2 −2 1 −2

0 −4 3 −2

 .

p).


0 −1 −2 −2

−2 1 0 2
−1 1 1 2

2 −2 0 −3

 . q).


0 −2 −1 −5
1 3 1 5
3 3 0 2

−3 −3 −1 −3

 . r).


−2 0 2 −2
−4 3 2 2
−2 −2 3 −3

4 −2 −2 −4

 .

s).


1 1 2 −2

−2 −1 −4 2
2 1 2 1
0 −1 1 0

 . t).


3 0 1 2
2 1 1 3
3 −2 3 2

−3 1 −2 −1

 . u).


0 2 1 −1
2 3 2 −2

−1 −2 −2 1
2 4 0 −3

 .

v).


−1 3 2 −1
−1 3 2 −1

0 −2 −2 2
0 −2 −2 2

 . w).


1 −2 −1 −3
2 1 0 −2

−2 2 1 4
0 −2 −2 −3

 . x).


−2 −2 −2 4

4 4 4 −4
−2 −2 −2 2
−2 −2 −3 4

 .

77. Не находя характеристического многочлена, выяснить, являют-
ся ли числа 1, 0, −1 собственными значениями линейных операторов,
заданных в некотором базисе следующими матрицами. Если да, то най-
ти геометрическую кратность этих собственных значений.

a).


1 −2 −2 2

−3 2 3 −3
3 −3 −4 3

−2 2 2 −3

 . b).


−2 −2 2 2

3 3 −3 −3
2 2 −2 −2

−1 −1 1 1

 .c).


−2 −2 2 2
−1 −1 1 1
−2 −2 2 2
−1 −1 1 1

 .

d).


0 −2 2 2
1 −3 1 1
1 −1 −1 1

−2 2 −2 −4

 .e).


1 2 2 2
1 0 1 1

−2 −2 −3 −2
−1 −1 −1 −2

 . f).


1 1 2 −1
1 1 1 −1

−1 −1 −1 1
1 1 2 −1

 .

g).


0 0 2 −1
1 −2 1 −1

−2 2 −3 2
−2 3 −1 1

 . h).


−1 2 2 −1
−1 1 1 −1

2 −2 −2 2
2 −3 −3 2

 . i).


1 −2 2 −1
1 −2 1 −1

−2 2 −3 1
−1 1 −1 0

 .
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j).


0 1 1 0
1 0 1 −1

−1 −1 −2 2
−1 −1 −1 −2

 . k).


−1 1 2 −2
−1 −2 −1 0

2 3 1 1
2 1 −1 2

 . l).


−4 2 1 −1
−3 1 1 −2

1 −1 −1 1
−2 2 −1 −4

 .

m).


−3 −3 −2 −3

2 2 2 2
−1 −1 −1 −1

1 1 0 1

 .n).


1 1 −1 0

−3 −2 2 −1
−2 −1 1 −1
−2 −1 1 −1

 .o).


1 1 −2 1

−2 −2 2 −1
1 0 −2 1

−2 −1 2 −2

 .

p).


−2 1 −1 1

2 −1 1 −1
3 −2 2 −1

−1 1 −1 0

 .q).


−3 2 1 1
−2 1 1 1
−1 1 0 1
−1 1 0 0

 . r).


−1 2 1 1
−1 −4 −1 −1

0 1 −1 1
1 3 1 0

 .

s).


−3 1 1 1

1 −3 −1 −1
−3 1 0 2
−2 1 1 0

 . t).


1 2 −1 −2

−1 −3 1 1
−2 −3 0 1

1 2 −1 −2

 . u).


−3 −1 1 2
−3 −3 2 3
−3 −1 1 2
−3 −1 2 1

 .

v).


−3 2 −1 −2
−1 0 −1 −1
−3 2 −3 −3

3 −2 1 2

 .w).


−3 −3 1 −4

1 1 −4 1
1 1 −2 1
2 2 2 3

 .x).


2 1 −2 2

−2 −1 2 −2
2 0 −3 2
0 −2 −2 1

 .

78. Показать, что следующие матрицы линейных операторов в трех-
мерном вещественном линейном пространстве можно привести к диа-
гональному виду путем перехода к новому базису. Найти этот базис и
соответствующую ему матрицу (базис не единственен).

a).

 −1 1 −1
−3 3 −3
−1 1 −1

 ; b).

 0 1 1
2 −1 −2

−4 4 5

 ; c).

 4 −3 1
5 −4 1

−5 3 −2

 ;

d).

 −3 1 −1
3 −5 3
5 −5 3

 ; e).

 −2 2 2
−2 2 2
−2 2 2

 ; f).

 −1 −2 2
2 3 −2

−2 −2 3

 ;

g).

 −5 2 4
−4 1 4
−4 2 3

 ; h).

 2 −2 −2
0 −2 0
4 −2 −4

 ; i).

 −2 −3 −3
3 4 3

−1 −1 0

 ;

j).

 4 4 1
−2 −2 −1

2 4 3

 ; k).

 −3 3 3
−3 3 3

1 −1 −1

 ; l).

 −3 2 2
−3 2 3

2 −2 −3

 ;

m).

 2 −4 2
0 −2 2
0 −4 4

 ; n).

 −3 4 2
−4 5 2

4 −4 −1

 ; o).

 4 −4 −4
4 −4 −4
2 −2 −2

 ;
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p).

 3 3 3
−3 −3 −3

3 3 3

 ; q).

 −4 −3 −3
3 2 3
3 3 2

 ; r).

 1 3 3
−3 −5 −3

3 3 1

 ;

s).

 −1 −3 3
−3 −1 3
−3 −3 5

 ; t).

 4 −3 3
3 −2 3

−3 3 −2

 ; u).

 4 2 3
−3 −1 −3

2 2 3

 ;

v).

 4 −1 −2
4 1 −2
4 −2 −2

 ; w).

 1 0 −2
4 −4 −4

−4 5 3

 ; x).

 −1 −2 −1
−1 −2 1
−2 −4 0

 .

79. Показать, что следующие матрицы линейных операторов в че-
тырехмерном вещественном линейном пространстве можно привести к
диагональному виду путем перехода к новому базису. Найти этот базис
и соответствующую ему матрицу (базис не единственен).

a).


−2 −2 −4 −2
−1 −1 −2 −1
2 2 4 2
−2 −2 −4 −2

 . b).


−2 1 2 −1
1 −2 −2 1
−2 2 3 −2
−1 1 2 −2

 .c).


1 2 2 2
−2 −1 0 −2
2 2 1 2
0 −2 −2 −1

 .

d).


3 2 4 −2
2 3 4 −2
−2 −2 −3 2
2 2 4 −1

 .e).


3 −1 1 0

−1 −1 1 −4
−1 −3 3 −4

4 −3 3 1

 . f).


2 2 4 4
0 3 2 2
1 −4 0 −1

−1 −2 −4 −3

 .

g).


0 −1 1 −1
1 2 −1 1
2 2 −1 2
1 1 −1 2

 . h).


0 2 −3 1
1 −1 3 −1
1 −2 4 −1
1 −2 3 0

 . i).


2 1 −1 −2
4 2 −2 −4
2 1 −1 −2
2 1 −1 −2

 .

j).


1 −1 −1 0

−2 −1 −4 −2
2 1 4 2

−3 0 −3 −2

 . k).


−2 −1 1 1

4 3 −1 −1
−4 −2 2 1
−4 0 2 3

 . l).


2 2 2 −4

−2 −2 −2 4
−2 −2 −2 4
−2 −2 −2 4

 .

m).


2 4 2 −2
0 −2 −2 2

−2 0 2 −2
−2 −4 −2 2

 . n).


−2 −2 2 −2
−4 0 2 −2
−4 −2 4 −2

4 2 −2 4

 . o).


−4 3 1 −1
−4 3 1 −1

4 −4 −1 0
4 −4 −1 0

 .

p).


1 −2 0 0

−2 1 1 −1
2 −2 −2 1

−4 4 0 −1

 . q).


3 4 3 −1
3 2 1 −3

−3 −2 −1 3
3 4 3 −1

 . r).


1 1 −1 −1

−1 3 −1 −1
−2 2 0 −2

1 −1 1 3

 .
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s).


−1 3 0 3

3 2 3 −3
−3 −3 −4 3
−3 0 −3 5

 . t).


−4 −4 −2 0

2 0 2 2
0 4 −2 −4
2 0 2 2

 . u).


−1 0 −2 2

2 5 0 −2
4 4 3 −4
0 4 −2 1

 .

v).


0 −3 −2 −1

−1 2 2 1
1 −3 −3 −1
1 −3 −2 −2

 .w).


0 −2 2 2

−4 2 −4 −4
−2 2 −4 −2
−2 2 −2 −4

 .x).


3 4 2 1

−2 −3 −2 −1
2 4 3 1
2 4 2 2

 .

80. Показать, что следующие матрицы линейных операторов, дей-
ствующих в трехмерном комплексном линейном пространстве, можно
привести к диагональному виду путем перехода к новому базису.

a).

 2 2 3
−1 1 0
−1 1 2

 . b).

 −2 3 3
2 2 −1

−1 1 −1

 . c).

 2 2 −1
3 −2 2
2 0 3

 .

d).

 1 3 0
−1 3 2

1 −1 −2

 . e).

 −1 1 −1
1 −2 3
0 −1 3

 . f).

 −2 2 3
3 1 −2
0 3 2

 .

g).

 −1 0 −1
1 −1 1
3 1 −1

 . h).

 −2 3 1
2 0 2
2 −2 1

 . i).

 1 3 −2
2 0 −1
3 −1 2

 .

j).

 2 2 −2
1 3 3
2 1 1

 . k).

 2 0 −2
3 3 −2

−2 −1 2

 . l).

 0 2 2
−2 2 2
−2 2 −1

 .

m).

 2 −2 1
−2 3 −2

3 −2 −2

 . n).

 2 −2 3
1 0 2

−1 0 1

 . o).

 −2 0 −2
−1 1 3

2 −1 2

 .

p).

 −1 2 0
2 1 −2
2 1 3

 . q).

 −2 1 −2
1 3 1
1 1 0

 . r).

 0 1 −1
2 1 2
1 2 −3

 .

s).

 −2 −3 2
3 2 −2
1 −1 −1

 . t).

 2 −2 −3
3 −3 −2
1 1 2

 . u).

 3 −3 1
1 −2 0
0 −1 2

 .

v).

 3 −3 2
−3 2 3
−3 3 3

 . w).

 1 −1 −1
−3 −3 −3

3 2 1

 . x).

 −3 1 −1
−3 −2 −2

3 2 1

 .

81. Показать, что следующие матрицы линейных операторов, дей-
ствующих в трехмерном линейном пространстве, нельзя привести к
диагональному виду путем перехода к новому базису.

a).

 −3 −1 3
−1 1 1
−4 −1 4

 . b).

 3 3 −1
−3 −3 2
−1 −1 −2

 . c).

 2 4 −1
−2 −4 1

4 4 −2

 .
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d).

 4 −4 4
3 −3 5
1 −1 3

 . e).

 −1 2 −2
3 −2 3

−3 −5 2

 . f).

 4 3 1
−5 −4 −1

2 2 1

 .

g).

 1 −1 2
−1 1 −1
−1 −1 2

 . h).

 −4 −3 −3
2 0 1
4 5 4

 . i).

 −1 1 −1
−1 1 1

2 −3 −4

 .

j).

 −2 3 3
3 −1 −2

−3 2 3

 . k).

 0 0 1
−1 −3 1
−1 −4 2

 . l).

 2 1 0
−4 −1 1

2 2 1

 .

m).

 −1 1 −1
4 −4 4
0 −4 3

 . n).

 4 4 −4
−1 −3 1

5 3 −5

 . o).

 0 2 −2
−4 5 −3
−4 3 −1

 .

p).

 3 3 −1
−4 −5 2
−4 −4 1

 . q).

 −4 4 3
−1 3 1
−3 0 2

 . r).

 4 −3 −2
4 −3 −3

−2 2 3

 .

s).

 2 3 −3
−3 −5 4
−3 −4 3

 . t).

 −4 3 −1
−2 1 −1

4 −4 −1

 . u).

 −5 −3 3
5 3 −2

−1 −1 2

 .

v).

 2 0 −1
1 3 1

−3 −4 0

 . w).

 3 −2 2
1 −2 1

−3 1 −2

 . x).

 0 −2 2
−1 1 −1
−1 −1 1

 .

82. Найти все собственные значения и корневые подпространства
линейного оператора, заданного в некотором базисе матрицей:

a).


−2 2 −1 1

0 3 1 2
3 −2 2 −1
0 −2 −1 −1

 . b).


−1 −1 2 0
−3 −1 2 −2
−3 −2 3 −2

2 1 −2 1

 .c).


0 −1 1 1
1 1 −1 −1
0 −4 1 4
1 2 −1 −2

 .

d).


−2 −1 −1 1
−3 2 −2 −2

2 4 1 −4
−3 1 −2 −1

 .e).


−2 0 −1 −1
−3 −1 −2 −2

1 1 2 1
4 0 1 2

 . f).


1 −2 −1 −3
2 −2 0 −3

−1 3 2 4
−1 0 −1 0

 .

g).


2 −3 0 2
0 0 1 −1

−2 3 2 −4
−1 1 2 −3

 . h).


4 2 1 −4

−1 1 1 1
0 −1 −1 0
3 2 1 −3

 . i).


−1 −2 −1 −1
−1 0 −2 3

2 2 3 −2
1 1 1 0

 .

j).


0 0 1 −1
1 1 0 2
1 1 2 1

−1 −1 −2 −1

 . k).


1 1 −2 1
1 −1 0 −1
1 0 −1 −1
0 1 −1 −1

 . l).


3 1 1 1

−3 0 −1 −2
0 −3 0 3

−3 −1 −1 −1

 .
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m).


−1 1 0 0
−1 1 −2 2

2 −2 4 −4
2 −2 3 −3

 .n).


1 1 1 −2
1 1 0 −1
2 2 2 −4
2 2 1 −3

 . o).


1 0 0 −1
1 −3 1 2
0 −1 1 1
1 −4 1 3

 .

p).


2 −2 4 2
2 0 1 0
0 1 −1 −1
1 −1 1 1

 . q).


0 −1 −1 −1

−1 −1 1 0
−1 1 1 1

2 −1 −3 −2

 . r).


0 −2 2 2

−2 1 −2 −1
−1 1 −2 −1
−1 1 −1 −1

 .

s).


2 −3 1 2

−2 2 −2 −1
−1 3 0 −2
−3 4 −3 −2

 . t).


−1 −3 −2 −2

1 1 2 1
1 0 3 1

−2 0 −4 −1

 . u).


−1 1 1 −1

2 1 0 1
−2 −1 0 −1

4 2 0 2

 .

v).


2 −1 −1 1
1 1 0 1

−2 0 1 −2
−2 1 1 −1

 .w).


4 −2 −2 1
2 1 −2 2
2 −4 1 −2

−2 −2 3 −3

 .x).


−3 3 3 3
−2 3 3 1

0 −2 −2 1
−2 3 3 2

 .

83. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
третьего порядка.
б). Линейный оператор в пространстве R3 задан умножением слева на
матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора имеет жор-
данову форму и найти ее (искомый базис определен неоднозначно).

в). Для каждой из следующих матриц A третьего порядка найти
обратимую матрицу Q такую, что матрица Q−1AQ имеет жорданову
нормальную форму (матрица Q определена неоднозначно).

a).

 4 1 −2
−3 0 2

3 1 −1

 . b).

 −3 −1 −2
−4 −3 −4

4 2 3

 . c).

 5 3 −2
−5 −3 2

5 3 −2

 .

d).

 4 −1 −2
−4 4 4

4 −2 −2

 . e).

 0 1 1
−2 −3 −1
−2 −1 −3

 . f).

 1 3 −1
−1 −2 1
−1 −1 1

 .

g).

 −2 1 −1
4 −5 4
5 −5 4

 . h).

 3 2 2
1 2 1

−3 −3 −2

 . i).

 −3 3 2
−1 2 3

1 −4 −5

 .

j).

 4 4 1
−1 1 0

1 −1 1

 . k).

 −1 1 −3
2 0 3
2 −1 4

 . l).

 2 4 −1
−3 −5 1
−3 −4 0

 .

m).

 4 3 1
−4 −3 −1
−4 −3 −1

 . n).

 1 2 −1
−1 4 −1
−1 2 1

 . o).

 −1 1 −1
−2 −4 2
−1 −1 −1

 .
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p).

 3 2 1
−1 −1 0
−5 −3 −2

 . q).

 5 −4 −5
3 −2 −4
1 −1 0

 . r).

 1 −1 2
1 −2 1

−1 0 −2

 .

s).

 −2 1 1
−1 −1 1
−1 1 0

 . t).

 −1 2 1
−2 2 1
−2 3 2

 . u).

 −3 −3 1
2 2 −1
2 3 −2

 .

v).

 3 −4 2
2 −3 1

−4 4 −3

 . w).

 −4 −4 −2
2 2 1
4 4 2

 . x).

 −4 −3 −3
−2 −3 −2

5 5 4

 .

84. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
четвертого порядка.

б). Линейный оператор в пространстве R4 задан умножением слева
на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора имеет
жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неоднозначно).

в). Для каждой из следующих матриц A четвертого порядка найти
обратимую матрицу Q такую, что матрица Q−1AQ имеет жорданову
нормальную форму (матрица Q определена неоднозначно).

a).


−1 2 −4 3
−1 1 −1 1
−1 1 −2 2
−1 1 −2 2

 . b).


−3 0 2 −2

0 0 1 0
1 −1 −3 1
3 −1 −4 2

 .c).


2 −1 1 1
1 0 1 1
1 0 2 2

−1 1 −1 0

 .

d).


0 2 2 2

−1 3 1 1
−2 3 5 4

2 −2 −2 0

 . e).


−2 3 1 −2

1 −2 −1 1
0 2 −1 −1
2 −2 −2 1

 . f).


1 1 −1 −1

−4 6 −4 −4
−4 1 2 0

1 2 −3 −1

 .

g).


−3 −3 3 1
−1 −5 3 1

0 −4 1 1
−4 0 3 −1

 . h).


−3 1 −2 1
−2 0 −2 1

2 −1 1 −1
2 −1 2 −2

 . i).


2 2 −2 −2

−2 −2 2 2
−3 −3 3 3

3 3 −3 −3

 .

j).


0 −1 −2 1
1 2 2 −1
1 1 3 −1
2 2 4 −1

 . k).


−4 −1 −1 1
−2 −3 −1 1

2 1 −1 −1
−4 −2 −2 0

 . l).


4 −2 −2 2

−2 4 2 −2
1 −1 1 1

−3 3 3 −1

 .

m).


0 0 1 −1
0 1 1 0
1 1 1 1
1 0 −2 2

 . n).


−1 −2 −2 2

2 2 1 1
−3 −3 −1 −3
−2 −1 1 −4

 .o).


0 1 0 1
1 −1 1 1
2 −2 2 2

−1 1 −1 −1

 .
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p).


3 2 4 2
2 2 3 2

−1 −1 −1 −1
−1 −1 −2 0

 .q).


4 −3 1 −3

−1 4 −1 2
2 −2 2 −2
3 −4 1 −2

 . r).


−3 −3 0 2

0 −1 2 −2
−2 −3 2 −1
−2 −3 3 −2

 .

s).


0 −1 −1 −1
0 −1 −1 −1

−1 −1 −2 −2
1 2 3 3

 . t).


2 0 1 −1
3 1 3 −3

−1 1 3 −2
0 1 3 −2

 . u).


4 −1 −2 2
4 0 −4 4

−2 1 5 −3
−2 1 3 −1

 .

v).


0 −1 0 −2
4 −2 −2 −2
4 −1 −3 −3
0 −1 1 −3

 . w).


−1 −1 1 −1
−2 −2 2 −2
−1 −1 1 −1

2 2 −2 2

 .x).


2 1 1 −1
1 2 1 −1

−3 −3 −2 3
−1 −1 −1 2

 .

85. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
четвертого порядка.

б). Линейный оператор в пространстве R4 задан умножением слева
на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора имеет
жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неоднозначно).

в). Для каждой из следующих матриц A четвертого порядка найти
обратимую матрицу Q такую, что матрица Q−1AQ имеет жорданову
нормальную форму (матрица Q определена неоднозначно).

a).


2 −1 0 2

−1 0 1 −1
−1 −3 3 −1
−2 0 1 −2

 . b).


0 2 −1 0
2 −2 1 −2
1 −1 0 −1
1 2 −1 −1

 . c).


1 −1 −4 0

−1 1 1 4
−1 −1 1 −3
−1 −1 2 −4

 .

d).


3 4 1 3
1 1 1 0

−2 −4 −1 −2
−2 −4 −2 −1

 .e).


1 2 2 2

−3 0 0 −1
4 −3 −2 1

−1 2 1 −1

 . f).


3 2 −2 −2

−3 2 0 3
−4 0 2 4

1 2 −2 0

 .

g).


1 1 1 1
0 0 −1 −1
3 3 −2 0

−3 1 −2 −4

 . h).


0 1 −2 1

−1 −1 1 −2
0 1 0 1
1 3 −2 4

 . i).


−4 −1 3 −2
−3 −2 2 −3
−3 −1 3 −1

3 1 −4 0

 .

j).


4 −2 2 1
4 −2 2 1
2 −2 0 −1

−4 4 4 4

 . k).


−2 0 2 −4
−3 1 0 −3
−2 2 −4 2
−3 3 −2 −1

 . l).


2 0 −2 −1
2 −1 −4 −2

−1 1 1 1
3 −2 −2 −2

 .

m).


3 1 −4 4
3 1 −4 4
1 0 1 1
0 −1 3 −1

 . n).


1 1 −1 2
1 1 2 −1
0 −2 3 −4
0 −2 2 −3

 . o).


−1 −2 −2 −1
−1 0 −1 −1

1 2 3 1
2 0 0 2

 .
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p).


0 −4 −4 −4

−2 1 −1 −1
1 −3 −4 −3
1 1 4 3

 .q).


3 −2 3 1
3 −2 3 3

−2 3 −1 −2
0 −1 −1 2

 . r).


−2 2 −1 1
−2 3 −2 3

2 −1 1 2
−4 2 −4 −4

 .

s).


1 2 3 2
1 1 3 1
0 1 0 1

−1 −1 −3 −1

 . t).


−1 1 1 −1
−1 1 1 −1

2 −1 −2 2
3 −2 −3 3

 . u).


−1 0 0 −2

1 −1 1 3
2 1 −1 3
2 2 −2 2

 .

v).


−1 1 1 −1

0 0 2 −2
−3 3 2 −2
−3 3 2 −2

 . w).


3 2 1 −1

−3 0 −3 3
−1 −2 1 −1

2 0 2 −2

 .x).


0 −2 2 −2

−1 1 1 −1
2 −2 −2 2
1 1 −3 3

 .

86. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
пятого порядка.

б). Линейный оператор в пространстве R5 задан умножением слева
на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора имеет
жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неоднозначно).

в). Для каждой из следующих матриц A пятого порядка найти об-
ратимую матрицу Q такую, что матрица Q−1AQ имеет жорданову нор-
мальную форму (матрица Q определена неоднозначно).

a).


2 −1 2 −3 1
0 3 0 2 −1

−1 0 −1 1 0
−1 −3 −2 −2 2
−2 −2 −4 −2 3

 . b).


0 1 −1 1 −1
0 −1 1 −1 1

−1 −2 1 −1 1
2 −2 3 −1 2
2 1 1 −1 1

 .

c).


−2 −1 1 −1 −1

0 −2 −1 −2 −1
−2 −2 1 −1 −1

0 4 1 2 1
2 −2 −1 1 1

 . d).


2 −1 2 −3 1
0 3 0 2 −1

−1 0 −1 1 0
−1 −3 −2 −2 2
−2 −2 −4 −2 3

 .

e).


1 2 0 1 0

−1 2 −1 2 −1
4 −1 3 −3 2
2 −2 2 −3 2

−1 −4 1 −4 2

 . f).


−1 1 −1 1 −1

0 −2 1 −1 1
−1 −2 0 −1 1

2 −2 3 −2 2
2 1 1 −1 0

 .

g).


−2 2 0 1 −1
−1 3 1 2 −2

1 −2 −1 −1 1
−1 −4 −3 −3 2
−2 2 −1 1 −2

 . h).


−2 1 1 0 0

1 0 3 2 2
−2 0 −3 −2 −2

3 0 3 2 3
0 −1 −2 −1 −2

 .
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i).


−3 2 0 2 1
−4 2 −1 4 2

4 −3 0 −4 −2
0 1 1 −1 0
4 −4 0 −4 −3

 . j).


−2 1 −3 −4 −2
−2 1 −3 −4 −2

2 −1 3 4 2
−1 1 −1 −2 −1

0 −1 −1 0 0

 .

k).


0 3 1 −2 −1

−1 4 1 −2 −1
1 −3 0 2 1

−2 3 1 1 0
3 −3 −1 −2 0

 . l).


1 0 −1 1 0
0 1 4 −4 0

−1 −2 −3 3 1
−1 −2 −4 4 1
−1 −2 3 −4 2

 .

m).


2 −1 −2 3 −4

−1 1 1 −2 3
1 1 1 1 −2
0 2 2 −1 2
0 1 1 −1 2

 . n).


3 −1 −2 3 −4

−1 2 1 −2 3
1 1 2 1 −2
0 2 2 0 2
0 1 1 −1 3

 .

o).


−2 −2 1 −2 −1

1 −2 −1 −1 1
−4 −3 3 −3 −4

0 1 0 0 0
−3 −1 3 −1 −4

 . p).


−2 2 −2 3 −1

2 −2 2 −3 1
2 0 2 −2 1

−2 2 −2 3 −1
−2 −2 −2 1 −1

 .

q).


−3 −2 4 −1 1

0 −1 0 −1 0
−3 −2 4 −1 1
−3 0 4 1 1

3 1 −4 0 −1

 . r).


0 2 −1 −1 0

−1 3 −1 −1 0
−3 0 −2 −3 3

2 0 2 3 −2
−2 4 −2 −2 1

 .

s).


2 1 −2 1 −1
1 2 −2 1 −1
1 1 −1 1 −1
2 2 −4 3 −2
2 2 −4 2 −1

 . t).


−1 3 4 1 −1
−1 3 4 1 −1

1 −3 −4 −1 1
−1 3 4 1 −1

1 −3 −4 −1 1

 .

u).


−2 1 1 1 −1

2 −3 −2 −2 2
−1 1 0 1 −1

2 −2 −2 −3 2
4 −4 −4 −4 3

 . v).


0 −1 2 −1 1
2 −3 4 −2 2
2 −2 3 −2 2
2 −2 4 −3 2

−1 1 −2 1 −2

 .

w).


2 1 −1 −1 −1

−1 0 1 1 1
1 1 0 −1 −1
1 1 −1 0 −1

−2 −2 2 2 3

 . x).


−3 4 −1 −2 −1
−2 3 −1 −2 −1
−2 4 −2 −2 −1
−2 4 −1 −3 −1

2 −4 1 2 0

 .



430 9. Приложение.

87. а). Найти жорданову нормальную форму следующих матриц
шестого порядка.

б). Линейный оператор в пространстве R6 задан умножением слева
на матрицу. Найти базис, в котором матрица этого оператора имеет
жорданову форму и найти ее (искомый базис определен неоднозначно).

в). Для каждой из следующих матриц A шестого порядка найти
обратимую матрицу Q такую, что матрица Q−1AQ имеет жорданову
нормальную форму (матрица Q определена неоднозначно).

a).


1 1 −2 0 0 0

−1 1 0 −1 2 1
−1 2 −1 0 2 1

1 1 −1 1 −1 −1
2 −2 −1 1 −3 −1

−1 3 −1 −1 3 1

 . b).


2 1 −2 0 0 0

−1 2 0 −2 1 1
−1 2 0 −1 1 1

1 1 −2 2 0 −1
2 1 −3 3 0 −1
2 −1 −1 1 −1 0

 .

c).


0 1 −2 0 0 0
1 −3 −1 −2 2 1
1 −1 −3 −1 2 1
0 2 −1 1 −1 −1
1 −3 −1 −3 2 2
0 3 −1 3 −2 −3

 . d).


0 1 −2 0 0 0
2 −2 −1 0 −2 2
1 1 −2 1 −1 1

−2 1 1 −2 3 −2
−2 1 1 −1 2 −2
−1 −1 1 −1 1 −2

 .

e).


0 −1 1 0 −1 −1

−2 −1 −1 2 −2 2
−2 −1 1 2 −2 0

2 0 1 −2 1 −2
2 1 1 −2 2 −2

−2 −1 1 2 −2 0

 . f).


−2 −1 −1 −1 −1 −1

0 −2 1 0 −2 2
−2 −1 −2 0 −2 0
−2 −1 −2 −2 −1 −2

2 2 1 1 2 0
3 2 2 1 3 0

 .

g).


2 −2 −2 −2 −1 −1
2 1 −1 −2 −2 2
2 −1 −1 −2 −2 0

−2 −1 0 2 3 −2
2 −1 −1 −2 −2 0

−2 −1 1 2 2 −2

 . h).


−1 1 2 0 2 2
−1 1 1 −2 3 1
−1 0 3 −1 3 3

1 −1 −1 2 −3 −1
1 −1 −1 2 −3 −1
0 1 −2 −1 0 −2

 .

i).


−1 1 2 2 2 2

1 1 1 3 3 1
−1 0 3 2 3 3
−1 −1 −1 −3 −3 −1

2 0 −1 1 1 −1
0 1 −1 0 −1 −1

 . j).


−2 1 2 2 0 2
−1 0 1 −1 2 1
−1 0 2 2 0 3

1 −1 −1 0 −2 −1
1 −1 −1 1 −3 −1
0 1 −2 −3 2 −3

 .
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k).


0 3 −2 2 2 2

−1 3 −3 −1 3 1
−1 3 −2 2 3 3

1 −2 3 2 −3 −1
0 1 0 3 1 2

−1 2 −3 −1 3 2

 . l).


1 1 −2 0 0 0
2 −1 −1 0 −2 −2
1 1 −3 1 −1 −1
0 3 −4 1 1 1
1 1 −3 1 −1 −1

−2 1 2 −1 3 3

 .

m).


2 1 1 2 2 −1
0 2 1 2 2 −2
0 1 2 2 2 −2
1 −1 −1 −1 −2 3

−2 −1 −1 −2 −1 0
−1 −1 −1 −2 −2 2

 . n).


3 2 −1 1 2 −1
0 3 1 2 2 −2
0 1 3 2 2 −2
1 0 −3 −1 −2 3

−1 −2 1 −1 0 1
0 −1 −1 −2 −2 4

 .

o).


−1 0 1 2 2 −1
−2 1 1 2 2 −2
−2 1 1 2 2 −2

3 −2 −1 −2 −2 3
−3 2 1 2 2 −3
−1 1 0 0 0 −1

 . p).


1 1 0 1 1 −1
0 1 −1 2 0 −2
0 1 −1 2 0 −2
1 −1 2 −3 1 3

−1 −2 1 −3 −1 3
1 −1 2 −3 1 3

 .

q).


−1 1 2 2 2 −2
−1 0 3 2 3 −3
−1 1 2 2 2 −2

1 0 −3 −2 −3 3
−1 0 3 2 3 −3
−1 1 2 2 2 −2

 . r).


0 −1 2 0 2 −2

−1 −2 3 −1 3 −3
−1 −1 3 0 2 −2

1 3 −3 2 −3 3
1 −1 −1 −1 0 1
1 1 −2 0 −2 3

 .

s).


−3 1 2 0 2 −2
−1 −2 3 −1 3 −3
−1 1 0 0 2 −2

1 0 −3 −1 −3 3
1 −2 −1 −1 −3 1
0 −1 1 −1 1 −3

 . t).


−2 1 2 2 2 −2
−1 −1 3 2 3 −3
−1 1 1 2 2 −2

1 0 −3 −3 −3 3
1 −2 −1 −2 −2 1
1 −1 −2 −2 −2 1

 .

u).


2 −2 −1 −1 −1 −1
1 −1 −1 −1 −1 −1
1 −2 0 −1 −1 −1
1 −2 −1 0 −1 −1

−2 4 2 2 3 2
−1 2 1 1 1 2

 . v).


−2 −2 −1 1 −2 −1
−1 −3 −1 1 −2 −1
−1 −2 −2 1 −2 −1
−1 −2 −1 0 −2 −1

1 2 1 −1 1 1
1 2 1 −1 2 0

 .



432 9. Приложение.

w).


−3 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −3 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −3 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −3 −1 −1

1 1 1 1 −1 1
3 3 3 3 3 1

 . x).


−1 −1 1 1 −1 −1
−1 −1 1 1 −1 −1
−1 −1 1 1 −1 −1
−1 −1 1 1 −1 −1

1 1 −1 −1 1 1
−1 −1 1 1 −1 −1

 .

88. Линейный оператор задан в некотором базисе e1, e2, e3, e4 одной
из следующих матриц. Покажите, что линейная оболочка, натянутая
на векторы u1, u2, является двумерным инвариантным подпростран-
ством и найдите в базисе u1, u2 матрицу индуцированного в этом под-
пространстве оператора.

a).


4 4 1 0

−2 −3 3 4
−4 −4 0 1

2 4 −2 −1

 ,
u1 = e1 − e3 + e4,
u2 = −e1 + e2 + e3 − e4.

b).


−3 0 0 −3

4 0 1 1
−2 −2 −4 2
−2 −3 −4 1

 ,
u1 = e1 − 2e2 − e4,
u2 = e1 − e2.

c).


3 −1 0 1
2 −1 2 1
2 1 1 −1
3 −2 1 2

 ,
u1 = e1 + e2 + e3 + e4,
u2 = e1 + 2e2 + e3 + 2e4.

d).


−1 −1 0 0

1 −2 −2 1
0 1 −1 −1

−2 2 0 −1

 ,
u1 = e1 + e3,
u2 = −e1 + e2 − e3 + 2e4.

e).


−1 1 0 0

0 0 −2 −1
−1 −3 −2 −2

2 −3 2 1

 ,
u1 = e1 + e3 − e4,
u2 = e2 − 2e4.

f).


2 2 3 4
3 2 −3 −4

−4 −2 3 −3
−2 −2 −1 −3

 ,
u1 = e1 − e2,
u2 = −e1 + 2e2 − 2e3.

g).


−1 −1 −3 −3
−2 −2 −3 −2

2 1 2 3
0 −1 −1 2

 ,
u1 = e1 + e2 − e3,
u2 = e2 − e3.
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h).


−3 0 1 3
−1 −1 −4 0

1 0 2 −1
−1 1 −2 0

 ,
u1 = e1 + 2e2 − 2e3 + 2e4,
u2 = e2 − e3 + e4.

i).


3 −2 3 0
1 −1 2 −2

−4 3 −2 −3
−2 1 −2 −1

 ,
u1 = e1 + e2,
u2 = e2 + e3 + e4.

j).


4 −2 1 0
1 3 −2 −3
2 4 −4 −2

−2 1 0 −2

 ,
u1 = e1 + e2 + e3,
u2 = e2 + e3 + e4.

k).


−3 3 2 2
−4 2 2 1

3 −1 −4 4
0 1 −1 3

 ,
u1 = e1 + e3 + e4,
u2 = e2 − 2e3 − e4.

l).


−1 1 3 0
−1 −3 4 4

1 1 1 0
−3 −4 4 4

 ,
u1 = e1 + e3 − e4,
u2 = e2 + e4.

m).


−1 −1 1 −1

1 −2 −1 −3
1 2 −1 −1

−2 −1 3 4

 ,
u1 = e1 + e2 + e3 − 2e4,
u2 = e2 + e3 − 2e4.

n).


1 2 −3 4

−4 1 2 1
−2 0 2 2

1 0 0 2

 ,
u1 = e1 + e2 + e3,
u2 = −e1 − e3 − e4.

o).


1 1 −2 1
0 −1 −2 −1
1 1 3 1

−2 −1 −1 −1

 ,
u1 = e1 + e2 − 2e4,
u2 = e1 + 2e2 − 3e4.

p).


−1 2 −4 4

0 0 −1 1
−1 0 1 −2

2 −2 2 −2

 ,
u1 = e1 + 2e2 + e3,
u2 = e2 + e3.

q).


1 0 −1 0
4 −2 1 4

−4 3 1 0
4 −3 2 4

 ,
u1 = e1 − e3 − e4,
u2 = e2 + 3e3.



434 9. Приложение.

r).


−4 1 −3 4

3 −1 3 −4
0 1 −1 1

−3 −1 0 2

 ,
u1 = e1 − 2e2 + 2e4,
u2 = e1 − e2 + e4.

s).


3 0 4 −2

−1 1 −3 1
−2 −1 −1 1

3 2 1 −2

 ,
u1 = e1 − e2,
u2 = 2e1 − e2 − e3 + e4.

t).


1 −3 4 −4
1 −3 2 −4

−1 4 −1 4
1 −1 0 2

 ,
u1 = e1 + e4,
u2 = 2e1 + e2 − e3.

u).


2 −1 1 0
2 −2 1 1

−2 4 0 −3
2 −4 0 3

 ,
u1 = e1 + 2e3 − 2e4,
u2 = 2e1 + e2 + 2e3 − 2e4.

v).


0 0 2 1

−3 −4 −4 0
2 3 4 1

−4 −3 0 2

 ,
u1 = e1 − e2 + e3,
u2 = e2 − e3 + e4.

w).


−4 −3 1 2

1 −1 −3 −1
−2 −1 2 2
−2 −4 −3 0

 ,
u1 = e1 − 2e2 + 2e3 − e4,
u2 = e2 − e3 + e4.

x).


−3 1 −2 1

2 1 2 −2
4 −3 4 −2
2 −4 2 −1

 ,
u1 = e1 − e2 − e3 − e4,
u2 = e1 − 2e3 − 2e4.

89. Найти все инвариантные подпространства размерностей 1 и 2
для линейных операторов, действующих в линейном комплексном трех-
мерном пространстве и заданных в некотором базисе следующими мат-
рицами третьего порядка

a).

 1 −1 1
1 −1 1

−1 1 −1

 . b).

 −1 2 −2
−2 3 −2
−2 2 −1

 . c).

 4 2 −2
−2 0 2

2 2 0

 .

d).

 −2 −2 −2
2 2 2

−2 −2 −2

 . e).

 −1 2 2
2 −1 −2

−2 2 3

 . f).

 4 2 2
−2 0 −2
−2 −2 0

 .
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g).

 −2 2 −2
2 −2 2
2 −2 2

 . h).

 −1 −2 2
2 3 −2
2 2 −1

 . i).

 3 2 −2
−2 −1 2
−1 −1 2

 .

j).

 2 −1 −1
1 0 −1

−1 1 2

 . k).

 −2 −3 −3
2 3 2
2 2 3

 . l).

 1 2 2
2 1 2

−2 −2 −3

 .

m).

 1 −2 −2
2 −3 −2

−2 2 1

 . n).

 0 1 −1
−2 2 0
−2 1 1

 . o).

 1 −2 2
−1 1 −1
−1 2 −2

 .

p).

 1 −1 −2
2 0 −2
0 −1 −1

 . q).

 0 2 2
−1 1 0

1 1 2

 . r).

 0 1 1
2 1 2
2 −2 −1

 .

s).

 −2 2 −2
1 1 −2
1 1 −2

 . t).

 1 −1 −1
−2 0 1

0 −2 −1

 . u).

 −2 1 −2
−2 1 −2

1 −1 1

 .

v).

 1 1 −2
−2 −2 2

2 2 −2

 . w).

 −1 2 2
−1 1 1

1 0 0

 . x).

 2 −1 1
−2 3 2

2 −2 1

 .

90. Найти все инвариантные подпространства размерностей 1 и
2 для линейных операторов, действующих в линейном вещественном
трехмерном пространстве и заданных в некотором базисе следующими
матрицами третьего порядка

a).

 −2 1 −1
−1 1 0

3 −2 1

 . b).

 2 2 0
−2 −1 −1

1 0 2

 . c).

 −1 2 −1
−2 2 −1

2 −2 2

 .

d).

 2 2 −1
−2 0 1
−1 1 1

 . e).

 −1 1 −2
−1 1 −1

1 −1 0

 . f).

 1 2 −1
−2 2 1

2 2 −2

 .

g).

 2 −2 3
−2 2 −2
−2 3 −3

 . h).

 0 1 1
−3 −1 1

2 1 −1

 . i).

 2 2 1
−2 1 1

2 −2 −2

 .

j).

 1 3 −1
−3 −3 −1

2 −2 3

 . k).

 2 1 −3
−1 2 −1

3 −1 −2

 . l).

 2 0 −2
−3 1 1

2 0 2

 .

m).

 1 2 −2
−3 −1 1
−1 −2 2

 . n).

 −1 2 2
−3 1 1
−1 2 2

 . o).

 3 2 1
1 2 3

−2 −2 0

 .

p).

 3 1 1
1 −1 3

−1 −3 3

 . q).

 −2 −1 3
−1 2 −1
−3 1 2

 . r).

 2 0 −2
−2 1 3

2 1 1

 .
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s).

 3 1 0
−1 1 2
−1 −1 0

 . t).

 1 1 0
2 1 2

−2 −2 −1

 . u).

 −2 1 −3
−2 1 −1

2 −1 3

 .

v).

 3 0 1
−2 −1 2
−2 −2 3

 . w).

 3 0 −1
0 −2 −2
3 2 1

 . x).

 2 0 −1
−2 −2 −2

2 2 2

 .

91. Найти минимальный многочлен каждой из следующих матриц
четвертого порядка:

a).


2 2 −2 2

−1 −1 1 −1
2 2 −2 2
1 1 −1 1

 . b).


1 1 1 1

−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1

1 1 1 1

 .c).


0 −1 −1 1
1 2 1 −1

−2 −2 −1 2
−2 −2 −2 3

 .

d).


0 −1 −1 1
1 2 1 −1

−1 −1 0 1
−1 −1 −1 2

 .e).


−3 −2 2 2
−1 −2 1 1
−1 −1 0 1
−2 −2 2 1

 . f).


0 1 −1 1

−2 2 −1 2
−2 1 0 2
−1 1 −1 2

 .

g).


−1 2 −1 −1
−1 1 −1 0
−2 2 −2 1

0 2 −1 −2

 . h).


−1 1 −1 −1
−1 1 −1 0

2 −1 2 1
1 −1 0 2

 . i).


2 0 1 1

−1 2 0 −1
1 −1 1 1

−2 1 −1 −1

 .

j).


1 −1 −1 1

−1 0 0 1
−1 −2 0 2
−1 −2 −1 3

 . k).


−1 −1 1 1
−2 −1 2 1
−1 −2 1 2
−2 −1 2 1

 . l).


2 1 −1 2

−1 −1 1 −1
0 −1 1 0

−2 −1 1 −2

 .

m).


−2 −1 1 2

0 −1 1 1
1 1 −2 −2

−1 −1 1 1

 .n).


0 1 0 0

−2 2 1 0
−2 2 0 1
−1 2 −2 2

 . o).


0 −2 −1 −1

−1 1 −1 0
1 1 1 1
2 1 1 2

 .

p).


1 1 0 1

−1 1 1 −1
2 −1 −1 2

−1 −1 0 −1

 .q).


−2 2 −2 1
−1 0 −1 1
−1 0 −2 2
−1 1 −1 0

 . r).


−2 −1 1 −1

2 1 −1 1
−2 −1 1 −1
−2 −1 1 −1

 .

s).


3 1 2 −1
1 3 2 −1

−1 −1 0 1
1 1 2 1

 . t).


−1 −1 1 −1
−2 0 1 −1
−2 −1 2 −1

2 1 −1 2

 . u).


−1 1 2 −1
−1 2 1 −1
−2 1 3 0

1 0 −1 3

 .

v).


−2 2 1 −1
−1 0 0 −1

2 0 0 2
2 −2 −1 1

 .w).


2 1 2 1

−1 0 −1 −1
1 1 1 1

−1 −1 −1 0

 .x).


−2 2 2 −1

1 −1 −1 0
−1 1 1 0

2 −2 −2 1

 .
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92. Выяснить, какие из матриц A, B, C третьего порядка подобны
между собой. Найти матрицу, осуществляющую подобие (матрица не
единственна).

a). A =

 1 1 0
−2 −1 1

1 1 0

 , B =

 1 1 0
−2 0 1

3 1 −1

 , C =

 2 1 0
−1 −1 1
−1 −2 2

 .

b). A =

 2 1 0
−1 1 1

1 0 0

 , B =

 3 1 −1
−1 0 0

3 1 −1

 , C =

 0 −1 −2
2 3 3

−1 −1 0

 .

c). A =

 5 1 4
1 1 1

−4 −1 −3

 , B =

 2 −1 −2
−1 3 3

1 −2 −2

 , C =

 2 1 0
0 0 1

−1 −1 1

 .

d). A =

 −2 1 1
−3 1 2
−2 1 1

 , B =

 2 4 −3
−1 −2 2
−1 −2 2

 , C =

 2 0 1
1 0 1
0 −1 1

 .

e). A =

 2 1 0
1 2 1
0 −1 2

 , B =

 3 1 2
1 1 1

−2 −1 −1

 , C =

 3 2 1
1 3 1

−2 −3 0

 .

f). A =

 1 1 −1
−1 2 0

0 1 0

 , B =

 2 1 0
−2 1 1

3 1 0

 , C =

 3 1 −1
−2 0 1

2 1 0

 .

g). A =

 0 −1 −1
−2 −1 −2

3 3 4

 , B =

 2 0 1
3 0 2
1 −1 1

 , C =

 1 −1 1
−2 1 −1
−4 −2 1

 .

h). A =

 1 1 2
2 1 3

−1 −1 −2

 , B =

 2 1 1
−2 −1 −1
−2 −1 −1

 , C =

 1 −1 −1
−1 1 0

4 −4 −2

 .

i). A =

 2 1 0
−2 2 1

0 2 2

 , B =

 1 1 0
0 2 1
1 −1 3

 , C =

 1 −1 −1
−1 1 −1

2 2 4

 .

j). A =

 −2 1 0
0 0 1
1 −1 −1

 , B =

 1 1 1
−1 −2 0
−2 −1 −2

 , C =

 0 3 2
−1 −3 −1

1 2 0

 .

k). A =

 0 2 −1
−1 2 0
−1 1 1

 , B =

 −1 1 1
−2 2 1
−2 1 2

 , C =

 −1 2 −1
−4 5 −2
−4 4 −1

 .

l). A =

 −2 3 −1
−2 3 −1
−2 3 −1

 , B =

 0 1 0
−1 0 1

0 1 0

 , C =

 2 1 2
4 2 4

−4 −2 −4

 .



438 9. Приложение.

m). A =

 3 3 −1
−2 −2 1
−2 −3 2

 ,B =

 −1 −1 2
−4 −1 4
−4 −2 5

 , C =

 2 1 1
3 2 2

−2 −2 −1

 .

n). A =

 1 2 −1
−4 −5 2
−4 −4 1

 , B =

 1 3 −2
−1 −2 1

1 2 −2

 , C

 0 −1 −1
−2 1 2

3 −3 −4

 .

o). A =

 3 2 −1
−1 0 1
−1 −2 3

 , B =

 4 2 1
−4 −2 −2

4 4 4

 , C =

 1 −3 2
1 5 −2
1 3 0

 .

p). A =

 −1 0 1
−1 −1 2
−1 −1 2

 , B =

 1 2 −1
−1 −1 1

0 1 0

 , C =

 1 −1 1
−2 2 −2
−3 3 −3

 .

q). A =

 −2 3 2
−1 2 2

1 −3 −3

 , B =

 1 −1 2
1 −2 1

−1 0 −2

 , C =

 −3 1 0
−4 2 1

4 −3 −2

 .

r). A =

 0 1 1
1 1 2
0 −1 −1

 , B =

 1 −1 1
−2 2 −2
−3 3 −3

 , C =

 −1 1 0
0 1 1
1 −1 0

 .

s). A =

 3 −1 −2
−4 3 4

4 −2 −3

 , B =

 0 1 −1
−2 3 −2
−1 1 0

 , C =

 1 0 1
2 0 3
2 −1 2

 .

t). A =

 −1 −1 −2
−1 −1 −2

1 1 2

 , B =

 −2 1 1
−3 1 2
−2 1 1

 , C =

 −2 −1 −2
−4 −2 −4

4 2 4

 .

u). A =

 3 0 −2
−1 1 1

3 0 −2

 , B =

 3 −2 −2
−1 2 1

4 −4 −3

 , C =

 1 1 −1
−1 0 0
−1 −1 1

 .

v). A =

 −2 2 −2
1 −1 1
2 −2 2

 , B =

 −2 1 −3
1 −1 2
1 −1 2

 , C =

 −1 1 −1
−1 1 −1
−1 1 −1

 .

w). A =

 2 0 −1
0 2 −1
1 −1 1

 , B =

 0 1 −1
−2 3 −1

1 −1 2

 , C =

 1 1 −1
2 0 2
2 −2 4

 .

x). A =

 1 1 0
−1 0 −1

0 −1 1

 , B =

 0 −1 1
−1 0 1
−1 −1 2

 , C =

 0 2 −1
−1 3 −1
−1 3 −1

 .

93. Выяснить, подобны ли между собой следующие матрицы чет-
вертого порядка. Найти матрицу, осуществляющую подобие (матрица
не единственна).
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a). A =


−1 1 −2 0

1 1 1 0
2 −1 2 1
2 −1 1 2

 , B =


1 2 −2 1

−1 2 −1 1
−2 2 −2 3
−1 3 −3 3

 .

b). A =


1 1 0 −1

−1 2 −1 1
−2 1 −1 3
−1 1 −1 2

 , B =


0 2 −1 −1

−1 1 −1 1
0 −1 1 1

−1 −1 −1 3

 .

c). A =


1 −1 −1 −1

−1 2 1 2
1 −2 −2 −1
1 −2 −2 −1

 , B =


−1 2 −1 −1
−1 2 −1 0
−1 3 −2 1

0 1 −1 1

 .

d). A =


−1 −1 −2 0

1 2 1 0
1 −1 2 1
1 1 1 1

 , B =


2 1 −2 0
0 2 −1 0
1 1 −2 1
1 1 −3 2

 .

e). A =


2 −1 0 −2

−1 2 1 1
1 −1 0 −1
1 −1 −1 0

 , B =


0 −1 −1 −1
1 2 −1 1

−1 −1 1 −1
1 1 2 2

 .

f). A =


1 1 −2 0
1 2 −2 −1
1 1 −2 0
1 2 −2 −1

 , B =


−2 3 2 −2
−1 2 2 −1

1 −2 −2 1
2 −3 −2 2

 .

g). A =


−2 1 0 −2
−1 1 1 −1

1 −1 −1 1
2 −1 0 2

 , B =


1 3 0 −2

−1 −1 1 1
1 1 −1 −1

−1 −1 1 1

 .

h). A =


−1 −1 0 −2
−1 −1 1 1
−2 −2 1 −1

2 2 −1 1

 , B =


−1 1 0 1
−2 1 1 2
−2 1 1 2

1 0 −1 −1

 .

i). A =


−2 1 −1 −1
−1 −2 1 0
−2 0 −1 −1

3 −1 1 1

 , B =


−1 2 1 −1

1 1 2 −1
0 −2 −2 1
1 2 2 −2

 .

j). A =


0 1 −1 −1

−1 2 −1 −1
−2 2 −1 −2

2 −2 2 3

 , B =


2 1 −1 −1
1 2 −1 −1
1 1 0 −1
1 1 −1 0

 .
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k). A =


−1 3 −1 −1
−1 3 −1 −1
−1 3 −1 −1
−1 3 −1 −1

 , B =


1 2 −2 −1
1 2 −2 −1
1 2 −2 −1
1 2 −2 −1

 .

l). A =


0 2 0 1
0 3 1 2
1 1 2 2
0 −2 −1 −1

 , B =


0 2 0 1

−1 1 1 1
−2 0 3 2

1 2 −2 0

 .

m). A =


1 1 −1 1

−1 −1 1 −1
1 1 −1 1
1 1 −1 1

 , B =


1 2 0 −1

−1 −1 −1 1
−1 −1 −1 1
−1 0 −2 1

 .

n). A =


−2 1 −1 −1
−1 0 −1 −1
−1 1 −2 −1

1 −1 1 0

 , B =


−3 3 −2 −1
−2 2 −2 −1
−2 3 −3 −1

2 −3 2 0

 .

o). A =


−2 0 −1 1
−2 −2 −1 2
−2 −1 −2 2
−3 −1 −2 2

 , B =


−3 1 −2 −1
−1 0 −1 0

1 0 0 1
1 −1 1 −1

 .

p). A =


0 0 0 1

−1 −1 1 2
−1 −3 2 3
−1 −2 1 3

 , B =


2 −1 −1 −1

−1 4 1 3
1 −2 0 −2
1 −2 −1 −1

 .

q). A =


3 3 0 1

−2 −2 1 0
2 2 2 2

−3 −3 −3 −3

 , B =


1 1 −1 1

−2 −1 1 0
0 1 −1 2
1 1 −1 1

 .

r). A =


1 3 0 1
1 2 1 1
2 −1 3 1

−3 −3 −3 −2

 , B =


2 −1 −1 −1

−1 3 1 2
1 −1 0 −1
1 −2 −1 −1

 .

s). A =


0 1 −1 −1

−1 2 −1 −1
−2 2 −1 −2

2 −2 2 3

 , B =


3 −2 −1 3
2 −1 0 2

−1 1 2 −2
1 −1 1 1

 .

t). A =


1 3 −1 −1

−1 1 −1 1
−1 3 −2 1
−1 3 −2 1

 , B =


1 2 −1 −1

−1 0 −1 1
0 1 −1 0

−1 1 −2 1

 .
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u). A =


−2 0 −2 −1

1 1 1 1
2 1 2 2

−1 −1 −1 −1

 , B =


1 2 −2 −1
1 2 −2 −1
1 2 −2 −1
1 2 −2 −1

 .

v). A =


−1 1 −1 −1

1 1 −1 1
0 1 −1 0
2 −1 1 2

 , B =


−2 1 −2 −1
−2 1 0 1

2 −1 3 2
−2 1 −2 −1

 .

w). A =


−2 1 2 3
−2 1 2 2
−1 0 2 1
−3 1 2 4

 , B =


2 −1 0 −1

−1 2 −2 1
1 −1 2 −1
2 −2 2 −1

 .

x). A =


1 1 2 −2

−2 −2 0 1
−1 −1 2 −1
−1 −1 2 −1

 , B =


2 1 −2 1

−2 −1 2 −1
2 1 −2 1
2 1 −2 1

 .

94. Выяснить, какие из следующих матриц второго порядка подоб-
ны диагональным матрицам над полем рациональных, вещественных
или комплексных чисел. Найти матрицу, осуществляющую подобие
(матрица не единственна).

a).
(

2 1
−2 −1

)
. b).

(
1 −1
2 −2

)
. c).

(
4 2

−4 −2

)
. d).

(
2 −2
4 −4

)
.

e).
(

3 2
−4 −3

)
. f).

(
5 −2
4 −1

)
. g).

(
−1 −1

2 1

)
. h).

(
2 −1
2 0

)
.

i).
(
−1 −2

5 5

)
. j).

(
−3 −1

5 1

)
. k).

(
2 −1
5 −2

)
. l).

(
3 −2
5 −3

)
.

m).
(

0 1
2 0

)
. n).

(
1 2
1 1

)
. o).

(
0 3
1 0

)
. p).

(
1 1
3 1

)
.

q).
(
−1 3

2 −1

)
. r).

(
2 2
3 2

)
. s).

(
−2 1

2 −2

)
. t).

(
−1 2

1 −1

)
.

u).
(
−3 3

1 −3

)
. v).

(
−1 1

3 −1

)
. w).

(
−3 3

2 −3

)
. x).

(
−4 2

3 −4

)
.

95. Выяснить, какие из следующих матриц третьего порядка по-
добны диагональным матрицам над полем рациональных, веществен-
ных или комплексных чисел. Найти матрицу, осуществляющую подо-
бие (матрица не единственна).

a).

 −1 2 −2
−3 4 −3
−2 2 −1

 . b).

 2 2 −2
1 1 −1
4 4 −4

 . c).

 0 −2 −2
−1 1 −1

2 2 4

 .
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d).

 2 −1 −1
−1 2 1

3 −3 −2

 . e).

 1 −1 1
1 3 −1
1 1 1

 . f).

 0 1 1
1 0 −1

−1 1 2

 .

g).

 1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3

 . h).

 −3 −2 −2
2 1 2
2 2 1

 . i).

 2 −2 −2
2 −2 −2

−2 2 2

 .

j).

 0 −1 1
−2 0 2
−2 −1 3

 . k).

 2 −2 1
2 −2 2
2 −2 3

 . l).

 −2 −1 1
−1 0 1
−3 −1 2

 .

m).

 1 −1 1
1 1 1
1 1 1

 . n).

 2 4 3
1 1 1

−2 −4 −3

 . o).

 −2 −2 1
2 2 0

−2 −2 3

 .

p).

 −2 −2 3
2 2 −2

−2 −2 3

 . q).

 4 −2 3
−2 2 −2
−4 2 −3

 . r).

 −2 −1 2
−2 −1 2
−3 −1 3

 .

s).

 0 1 2
−2 3 2
−1 1 3

 . t).

 −1 1 1
−3 2 2
−3 1 3

 . u).

 −1 2 −1
−1 1 0
−1 0 1

 .

v).

 −2 0 1
−1 −2 2
−1 −2 2

 . w).

 3 2 1
−2 −1 −1

1 1 2

 . x).

 −1 −2 3
−1 −1 2
−1 −2 3

 .

96. Выяснить, какие из следующих матриц четвертого порядка по-
добны диагональным матрицам над полем рациональных, веществен-
ных или комплексных чисел. Найти матрицу, осуществляющую подо-
бие (матрица не единственна).

a).


1 −1 1 0

−1 2 −1 −1
−1 2 −1 −1
−1 1 −1 0

 . b).


−1 −2 1 2
−1 −1 1 1
−2 −2 2 2
−1 −2 1 2

 . c).


−2 3 1 2
−2 3 1 1
−2 2 2 1
−2 2 0 3

 .

d).


−2 1 1 0
−1 −1 0 −1
−1 2 1 1

2 −1 −1 0

 .e).


1 1 2 0
2 0 −2 −2
1 0 2 −1

−2 1 2 3

 . f).


2 1 2 0

−2 1 −2 −2
−1 0 −1 −1
−2 −1 −2 0

 .

g).


1 −1 1 0
1 1 −1 −2
1 1 −1 −2

−1 −1 1 2

 . h).


0 −1 1 0

−3 0 −1 −2
−3 1 −2 −2

1 1 −1 1

 . i).


1 1 1 0

−1 1 1 −2
1 −1 −1 2
0 −2 −2 2

 .
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j).


1 1 1 0

−3 −3 −3 −2
3 3 3 2
1 1 1 2

 . k).


−1 −3 1 3
−1 −1 1 1
−2 −2 2 2
−1 −3 1 3

 . l).


−2 −2 2 −1
−1 −1 0 −1
−2 −2 1 −2

2 2 −2 1

 .

m).


−1 0 −2 −2

1 −2 3 −2
1 −1 2 0
0 1 −1 1

 .n).


2 −2 −2 2
3 0 −2 0
0 −2 −1 3
2 −2 −3 3

 . o).


2 0 −2 2
1 2 0 −2
2 1 −1 1
1 1 −1 1

 .

p).


2 −2 −2 −2
2 −2 −1 −2
2 −2 −2 0
1 0 −1 −2

 . q).


−1 1 −2 0
−1 3 −2 −2
−1 1 0 −1

0 2 −2 −2

 . r).


3 3 −2 −2
1 −1 2 −2
2 1 1 −3
3 2 −1 −3

 .

s).


0 1 −2 0

−1 0 0 −2
−1 −1 2 −1

1 −1 1 2

 . t).


−1 −1 0 3
−1 0 3 −3
−2 −1 3 1
−1 −1 1 2

 . u).


1 −1 1 1

−1 1 −1 −1
−2 2 −2 −2
−1 1 −1 −1

 .

v).


2 −1 2 1

−1 2 −2 −1
−2 2 −3 −2

1 −1 2 2

 .w).


2 1 1 1

−2 −1 −1 −1
−2 −1 −1 −1
−2 −1 −1 −1

 .x).


−3 −2 1 1

3 2 −1 −1
3 2 −1 −1

−3 −2 1 1

 .

97. В следующих примерах найти длины (нормы) векторов a, b и
угол между ними в евклидовом пространстве E4.
a). a = (0, 2,−2,−1), b = (1, 1,−1, 1).
b). a = (2, 0, 2,−1), b = (3, 1, 1,−1).
c). a = (2, 1,−2, 1), b = (3, 3,−1,−1).
d). a = (−2, 3, 0, 3), b = (−1,−1, 2, 4).
e). a = (0, 2, 1, 2), b = (1, 3, 1, 1).
f). a = (−2,−1, 1, 3), b = (−1, 2, 3, 4).
g). a = (2, 3, 3, 0), b = (4,−1, 2, 1).
h). a = (−2,−1, 0,−2), b = (1, 1,−1, 3).
i). a = (−2,−1, 2, 0), b = (1,−1,−1,−1).
j). a = (−1, 2,−2,−2), b = (3, 0, 1, 4).
k). a = (2, 2, 1, 3), b = (2, 1, 0, 1).
l). a = (−1, 1,−1, 1), b = (4, 2, 2,−1).
m). a = (−1,−2, 3, 0), b = (2, 1,−1,−1).
n). a = (−1, 1,−1, 1), b = (1, 1,−1, 1).
o). a = (2, 3,−1,−2), b = (1, 1, 1,−1).
p). a = (−1,−2, 1, 3), b = (−1,−1, 3, 3).
q). a = (2, 1, 2,−2), b = (4, 3, 1, 0).
r). a = (1,−2, 1,−2), b = (2, 2,−1, 1).
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s). a = (3,−2, 1, 0), b = (2,−1,−1, 1).
t). a = (3, 3, 0,−2), b = (4,−1, 2,−1).
u). a = (1,−2, 0, 1), b = (0, 4,−1,−1).
v). a = (−1, 0,−1, 2), b = (1, 1,−1, 3).
w). a = (2,−2,−2, 0), b = (3,−1, 1, 1).
x). a = (1, 1,−2,−1), b = (2, 3,−1, 0).

98. В следующих примерах найти длины (нормы) элементов f , g
и угол между ними в евклидовом пространстве всех многочленов с
вещественными коэффициентами
• и скалярным произведением

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx.

a). f(x) = x, g(x) = −x+ 1.
b). f(x) = 1, g(x) = x+ 1.
c). f(x) = 4x+ 4, g(x) = 3x+ 1.
d). f(x) = x, g(x) = −x+ 1.
• и скалярным произведением

∫ 1

0
f(x)g(x) dx.

e). f(x) = −2x+ 1, g(x) = x.
f). f(x) = 1, g(x) = −2x+ 2.
g). f(x) = −1, g(x) = −x.
h). f(x) = −3x+ 4, g(x) = 4x− 3.
i). f(x) = −x, g(x) = x− 1.
j). f(x) = −1, g(x) = 3x− 1.
k). f(x) = 3x− 4, g(x) = x+ 1.
l). f(x) = 3x− 2, g(x) = −x+ 1.
m). f(x) = 2x− 1, g(x) = 3x− 2.
n). f(x) = −x, g(x) = 1.
o). f(x) = −2x+ 3, g(x) = 3x+ 2.
p). f(x) = −2, g(x) = 1− x.
• и скалярным произведением

∫ 0

−1
f(x)g(x) dx.

q). f(x) = −3x+ 1, g(x) = 4x+ 1.
r). f(x) = 3x+ 1, g(x) = 1.
s). f(x) = −1, g(x) = x+ 1.
t). f(x) = 2x+ 1, g(x) = x.
u). f(x) = −x− 1, g(x) = 4x+ 2.
v). f(x) = 1, g(x) = x+ 1.
w). f(x) = −3x+ 1, g(x) = x+ 2.
x). f(x) = x, g(x) = x+ 1.

99. Проверить, что система векторов a1, a2 ортогональна в E4 и
дополнить ее до ортогонального базиса (дополнение не единственно).
a). a1 = (2,−2, 1, 1), a2 = (2, 3, 1, 1).
b). a1 = (2, 1, 1, 3), a2 = (−4,−2, 1, 3).
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c). a1 = (3,−5, 1, 0), a2 = (3, 2, 1, 2).
d). a1 = (−2, 2, 1, 1), a2 = (0, 1,−2, 0).
e). a1 = (3, 1, 1, 1), a2 = (1,−3, 0, 0).
f). a1 = (−1,−1, 1, 1), a2 = (1, 1, 1, 1).
g). a1 = (1,−1,−1,−1), a2 = (3, 1, 1, 1).
h). a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1,−2, 1, 0).
i). a1 = (−1, 1, 0, 0), a2 = (1, 1, 3, 1).
j). a1 = (1,−1, 0, 1), a2 = (1, 2, 3, 1).
k). a1 = (2, 1, 1, 2), a2 = (2, 1, 1,−3).
l). a1 = (1, 1, 3, 2), a2 = (−2, 0, 0, 1).
m). a1 = (2, 2, 1, 3), a2 = (0, 0,−3, 1).
n). a1 = (2, 2, 2, 3), a2 = (1, 1, 1,−2).
o). a1 = (3, 1, 3, 1), a2 = (1, 0, 0,−3).
p). a1 = (2, 3, 1, 1), a2 = (−4, 3,−2, 1).
q). a1 = (2, 1, 2, 2), a2 = (0,−2, 0, 1).
r). a1 = (2, 2, 2, 1), a2 = (0, 0, 1,−2).
s). a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (0, 1,−1, 0).
t). a1 = (1, 0,−1, 1), a2 = (1,−2, 2, 1).
u). a1 = (−2,−4, 1, 3), a2 = (1, 2, 1, 3).
v). a1 = (1, 2,−5, 0), a2 = (1, 2, 1, 1).
w). a1 = (1, 2, 2, 1), a2 = (1, 2,−3, 1).
x). a1 = (2, 3, 2, 2), a2 = (1,−2, 1, 1).

100. Проверить, что система векторов a1, a2 ортонормирована в ев-
клидовом пространстве E4 и дополнить ее до ортонормированного ба-
зиса (дополнение не единственно).
a). a1 = (−1/

√
7; 1/

√
7;−2/

√
7; 1/

√
7), a2 = (1/

√
6; 2/

√
6; 0;−1/

√
6).

b). a1 = 1/
√

15(3; 2; 1; 1), a2 = 1/
√

30(3;−4; 1;−2).
c). a1 = 1/

√
15(3; 2; 1;−1), a2 = 1/

√
10(2;−2;−1; 1).

d). a1 = (3/
√

21; 2/
√

21;−2/
√

21;−2/
√

21), a2 = (0; 0; 1/
√

2;−1/
√

2).
e). a1 = (3/

√
15;−2/

√
15; 1/

√
15; 1/

√
15), a2 = (0; 1/

√
5; 0; 2/

√
5).

f). a1 = (−1/2; 1/2; 1/2;−1/2), a2 = (1/
√

6;−1/
√

6; 2/
√

6; 0).
g). a1 = (0; 2/

√
6; 1/

√
6; 1/

√
6), a2 = (0; 1/

√
5;−2/

√
5; 0).

h). a1 = (−2/
√

13;−1/
√

13;−2/
√

13;−2/
√

13), a2 = (1/
√

5;−2/
√

5; 0; 0).
i). a1 = (−1/

√
12; 1/

√
12;−1/

√
12; 3/

√
12), a2 = (1/

√
2; 1/

√
2; 0; 0).

j). a1 = (1/
√

6;−1/
√

6; 0; 2/
√

6), a2 = (1/
√

2; 1/
√

2; 0; 0).
k). a1 = (−1/

√
3; 0; 1/

√
3; 1/

√
3), a2 = (2/

√
10;−2/

√
10; 1/

√
10; 1/

√
10).

l). a1 = (−1/
√

7; 1/
√

7; 2/
√

7;−1/
√

7), a2 = (0;−2/
√

5; 1/
√

5; 0).
m). a1 = 1/

√
20(−1;−1; 3; 3), a2 = 1/

√
20(−1; 1; 3;−3).

n). a1 = (3/
√

18; 2/
√

18;−1/
√

18; 2/
√

18), a2 = (1/
√

10; 0; 3/
√

10; 0).
o). a1 = (0; 1/

√
2;−1/

√
2; 0). a2 = (2/

√
7;−1/

√
7;−1/

√
7; 1/

√
7),
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p). a1 = (5/
√

30; 0; 1/
√

30;−2/
√

30), a2 = (1/
√

6; 0;−1/
√

6; 2/
√

6).
q). a1 = (−1/

√
7; 1/

√
7;−2/

√
7; 1/

√
7), a2 = (1/

√
2; 0; 0; 1/

√
2).

r). a1 = (1/
√

11; 1/
√

11; 0; 3/
√

11), a2 = (1/
√

2;−1/
√

2; 0; 0).
s). a1 = (3/

√
26; 2/

√
26; 3/

√
26;−2/

√
26), a2 = (2/

√
13; 0; 0; 3/

√
13).

t). a1 = (3/
√

20; 1/
√

20; 3/
√

20;−1/
√

20), a2 = (1/
√

10; 0; 0; 3/
√

10).
u). a1 = (0; 3/

√
14;−1/

√
14;−2/

√
14), a2 = (1; 0; 0; 0).

v). a1 = (−1/
√

12; 1/
√

12;−1/
√

12; 3/
√

12), a2 = (−1/
√

2; 0; 1/
√

2; 0).
w). a1 = (3/

√
17;−2/

√
17; 0;−2/

√
17), a2 = (0; 0; 1; 0).

x). a1 = (0; 1/
√

5; 0; 2/
√

5), a2 = (−1/
√

10; 2/
√

10; 2/
√

10;−1/
√

10).
101. С помощью процесса ортогонализации построить ортогональ-

ный базис линейной оболочки, порожденной системой векторов a1, a2,
a3, a4.
a). a1 = (0, 0,−2,−1), a2 = (0, 1, 2, 1), a3 = (0, 1,−2,−1), a4 =

(1,−2, 0,−5).
b). a1 = (2, 3,−1, 1), a2 = (3, 7,−1, 2), a3 = (−4,−1, 3,−1), a4 =

(1, 4, 0, 1).
c). a1 = (−2, 1, 1, 3), a2 = (−3, 3, 3, 6), a3 = (−7, 3, 1,−1), a4 =

(−5, 5, 3,−1).
d). a1 = (−1, 1,−2, 3), a2 = (1, 4,−3, 7), a3 = (7, 3, 4,−1), a4 =

(2, 3,−1, 4).
e). a1 = (2, 1,−2, 1), a2 = (−3,−2, 4,−4), a3 = (1, 0, 5,−2), a4 =

(3, 2, 1, 4).
f). a1 = (0, 3, 1, 3), a2 = (−2, 6,−1, 7), a3 = (−4,−3,−7,−1), a4 =

(−2, 3,−2, 4).
g). a1 = (−2, 2, 1, 2), a2 = (5,−4,−2,−3), a3 = (2,−4,−1, 0), a4 =

(−4, 0, 1, 2).
h). a1 = (0, 3,−1,−2), a2 = (0,−5, 5, 4), a3 = (1,−5, 5,−3), a4 =

(1,−1,−3,−7).
i). a1 = (−2,−1, 3, 3), a2 = (−1, 3,−6,−9), a3 = (−7, 0, 3, 0), a4 =

(3, 1, 3, 7).
j). a1 = (−2, 2, 0,−1), a2 = (−4, 5, 1, 0), a3 = (2, 0, 2, 5), a4 = (−2, 3, 1, 1).
k). a1 = (0, 2, 2,−2), a2 = (0, 5, 5,−2), a3 = (−1, 2, 0,−4), a4 =

(−1, 4, 2, 0).
l). a1 = (1, 2, 0, 0), a2 = (−2,−4, 0, 1), a3 = (3,−4, 1, 1), a4 = (5, 0, 1,−1).
m). a1 = (1, 2, 2,−2), a2 = (0, 3, 7,−3), a3 = (−5,−4, 4, 4), a4 =

(−1, 1, 5,−1).
n). a1 = (−2, 1,−2,−1), a2 = (−4, 2,−3,−4), a3 = (−2, 6,−1, 2),

a4 = (−2, 6, 1,−2).
o). a1 = (−2, 3,−1,−1), a2 = (5,−6, 0, 2), a3 = (7,−2, 1,−6), a4 =

(1, 4, 3,−8).
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p). a1 = (−1, 2, 1,−1), a2 = (−2, 5, 0,−2), a3 = (−1, 3, 4, 4), a4 =
(−1, 5, 0, 4).
q). a1 = (−1, 0,−1, 0), a2 = (−2, 1,−2, 2), a3 = (1, 2, 1, 4), a4 =

(−1, 1,−1, 2).
r). a1 = (−2,−2, 2, 2), a2 = (5, 4,−4,−3), a3 = (2, 2,−4, 0), a4 =

(−4,−2, 0, 2).
s). a1 = (1, 1,−1, 0), a2 = (2, 2,−2, 1), a3 = (4,−1, 0,−1), a4 =

(4,−1, 0, 1).
t). a1 = (−1,−1,−1, 3), a2 = (0,−1,−2, 7), a3 = (5, 3, 1,−1), a4 =

(1, 0,−1, 4).
u). a1 = (−1,−2,−2, 1), a2 = (0, 5, 4,−2), a3 = (−3,−1,−2, 1), a4 =

(1,−3,−1, 3).
v). a1 = (1,−2, 0, 3), a2 = (−4, 2, 0,−2), a3 = (−2,−2, 0, 4), a4 =

(8, 3, 3, 4).
w). a1 = (0,−2,−2,−1), a2 = (0, 4, 5, 0), a3 = (1, 2, 3,−1), a4 =

(1,−2,−3, 1).
x). a1 = (−2,−1, 3, 1), a2 = (−2,−1, 6, 7), a3 = (−3,−4, 3,−4), a4 =

(1,−2, 3, 6).
102. Найти базис (находится неоднозначно) ортогонального допол-

нения V⊥ подпространства V, порожденного следующими системами
векторов.

a). a1 = (−2,−1,−1,−1), a2 = (3, 2, 4, 1), a3 = (5, 3, 5, 2).
b). a1 = (2, 3, 2, 4), a2 = (−1, 0, 3,−1), a3 = (0, 1, 1, 4).
c). a1 = (0,−2, 2,−2), a2 = (1, 0, 1, 1), a3 = (1,−2, 3,−1).
d). a1 = (−2,−1, 3, 2), a2 = (−1,−1, 4, 1), a3 = (1,−1, 6,−1).
e). a1 = (4, 3, 4, 0), a2 = (−1, 2, 1,−1), a3 = (0, 0,−2, 1).
f). a1 = (2, 2,−1, 0), a2 = (1,−1,−2,−1), a3 = (8, 4,−7,−2).
g). a1 = (3, 2, 2, 2), a2 = (2, 1, 0, 2), a3 = (5, 4, 6, 2).
h). a1 = (3, 0, 4, 3), a2 = (0, 1,−1, 1), a3 = (3, 1, 3,−1).
i). a1 = (1, 1, 0, 3), a2 = (4,−2, 4, 4), a3 = (−3, 3,−4,−1).
j). a1 = (4, 2,−1, 1), a2 = (1, 0,−2, 0), a3 = (2, 2, 3, 1).
k). a1 = (0,−1, 2, 4), a2 = (2, 1, 2, 0), a3 = (3, 2, 3, 2).
l). a1 = (−1, 3, 4, 0), a2 = (1, 2, 1,−1), a3 = (−4, 2, 6, 2).
m). a1 = (0, 2, 1,−1), a2 = (4, 4, 0,−2), a3 = (−4,−2, 1, 1).
n). a1 = (−1, 0, 3,−2), a2 = (0,−1, 2,−1), a3 = (2,−1,−4, 3).
o). a1 = (−2, 2, 1, 0), a2 = (4, 4, 2,−2), a3 = (4, 4, 4, 1).
p). a1 = (2, 0,−1,−2), a2 = (−2, 2, 1, 0), a3 = (0, 2, 0,−2).
q). a1 = (−2,−2, 1, 0), a2 = (0, 2, 2, 1), a3 = (4, 6, 0, 1).
r). a1 = (3, 3,−2,−1), a2 = (4, 2, 1, 3), a3 = (−1, 1,−2,−2).
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s). a1 = (−2, 4,−1, 2), a2 = (2,−1,−1, 0), a3 = (0, 6,−4, 4).
t). a1 = (2, 1, 2, 4), a2 = (2,−1, 4, 2), a3 = (0, 1, 1, 1).
u). a1 = (3, 2,−2,−1), a2 = (−2, 1, 2, 4), a3 = (−1,−3, 0,−3).
v). a1 = (1,−1,−2, 3), a2 = (1, 1, 1, 2), a3 = (0, 2, 3,−1).
w). a1 = (0, 0,−1, 4), a2 = (1,−2,−1, 1), a3 = (0, 3, 2, 4).
x). a1 = (0,−1, 1, 1), a2 = (2, 2, 4, 3), a3 = (−2,−3,−3,−2).

103. Найти однородную систему уравнений (находится неоднознач-
но), задающую ортогональное дополнение V⊥ подпространства V,
заданного системой уравнений

a).

 x1 − x2 + x3 − x4 = 0,
3x1 − x2 + x3 + x4 = 0,
7x1 − x2 + x3 + 5x4 = 0,

b).

 2x2 + x3 − 3x4 = 0,
2x1 + 3x2 + 3x3 = 0,
2x1 + 2x2 + x3 − 3x4 = 0,

c).

 3x1 − 3x2 + 3x3 − 5x4 = 0,
−x1 + x2 + 3x3 + x4 = 0,
−2x1 + 2x2 + 3x4 = 0,

d).

 x1 + x2 + 2x3 − 3x4 = 0,
2x1 − x2 + x3 + x4 = 0,
3x1 − 2x2 + x3 = 0,

e).

 x2 − 2x3 − 2x4 = 0,
−2x1 + 3x2 + x3 + 3x4 = 0,
2x1 − 2x2 − 3x3 − 5x4 = 0,

f).

 3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = 0,
x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 0,
2x1 − x2 + 3x3 = 0,

g).

 2x1 − x3 + 3x4 = 0,
5x1 + 2x2 − 2x3 + 4x4 = 0,
x1 + 2x2 − 2x4 = 0,

h).

 −x2 + 2x3 + 2x4 = 0,
x1 + 5x2 − 3x3 − 5x4 = 0,
x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0,

i).

 5x1 + x2 + 4x3 = 0,
3x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 = 0,
2x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0,

j).

 3x1 + 3x3 + 2x4 = 0,
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,
2x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 = 0,

k).

 −2x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
2x2 − x4 = 0,
x1 − 2x2 − x3 − x4 = 0,

l).

 x1 + x2 + 2x4 = 0,
x1 − x2 + 3x3 + x4 = 0,
x1 − 3x2 + 6x3 = 0,

m).
{

2x1 − 2x2 + 3x4 = 0,
2x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0, n).

 3x1 + x2 − 5x3 − 4x4 = 0,
−2x1 − x2 + 2x3 + x4 = 0,
x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0,

o).

 x1 − x2 − x3 + 2x4 = 0,
3x1 − 5x2 − 5x3 + 5x4 = 0,
x1 − 3x2 − 3x3 + x4 = 0,

p).

 −x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0,
x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0,
2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,

q).

 3x1 − 2x2 − x3 − 6x4 = 0,
2x1 − 2x4 = 0,
x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0,

r).

 2x1 + 2x2 − x3 − 3x4 = 0,
−2x2 + 2x3 + 2x4 = 0,
3x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 0,
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s).

 x1 − x2 − x3 − 2x4 = 0,
3x1 + 3x2 + x3 = 0,
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0,

t).

 2x1 + 3x2 + x4 = 0,
x1 − x2 + x3 + 2x4 = 0,
3x2 − x3 − x4 = 0,

u).

 x1 − 4x2 − x4 = 0,
x1 − x2 − x3 − x4 = 0,
3x2 − x3 = 0,

v).

 x1 − x2 − x3 + x4 = 0,
3x1 − 2x2 + 3x3 = 0,
x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 = 0,

w).

 2x2 − 3x3 + 2x4 = 0,
4x1 − 2x2 + 7x3 − 2x4 = 0,
2x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 0,

x).

 3x2 + x4 = 0,
x1 + 2x2 − x3 = 0,
x1 − x2 − x3 − x4 = 0,

104. Найти проекцию xpr вектора x на подпространство `(a1,a2,a3)
и его ортогональную составляющую xort.
a). a1 = (2,−2, 3, 1), a2 = (0, 2,−1, 0), a3 = (2,−4, 4, 1), x =

(3,−4, 4,−1).
b). a1 = (1, 1,−1, 1), a2 = (0, 2,−1, 1), a3 = (1, 1,−1, 1), x =

(3,−1, 0,−2).
c). a1 = (0,−1, 2,−1), a2 = (−2, 2,−1, 1), a3 = (2,−3, 3,−2), x =

(5,−1, 0,−3).
d). a1 = (1,−2, 0,−2), a2 = (0, 1,−1,−1), a3 = (−1, 5,−3,−1), x =

(5,−3,−1,−8).
e). a1 = (−1, 0, 1,−1), a2 = (2, 0,−1, 0), a3 = (−4, 0, 3,−2), x =

(−3, 0, 4, 1).
f). a1 = (0,−1, 0,−2), a2 = (−1, 0, 1,−1), a3 = (2,−2,−2,−2), x =

(0,−4,−1,−2).
g). a1 = (−2, 0,−1, 3), a2 = (2,−1, 0,−1), a3 = (−2,−2,−3, 7), x =

(−3, 2,−4, 6).
h). a1 = (−2, 2,−1, 1), a2 = (0, 1, 0, 1), a3 = (−4, 5,−2, 3), x =

(4,−7, 1,−3).
i). a1 = (−2,−1,−1, 2), a2 = (0, 0, 1, 1), a3 = (−4,−2,−4, 2), x =

(4, 5, 2,−2).
j). a1 = (1, 0, 2, 0), a2 = (1, 0,−2,−2), a3 = (0, 0,−4,−2), x =

(−4, 0, 1, 0).
k). a1 = (3,−1,−2, 1), a2 = (−2,−2, 2,−2), a3 = (−2, 6, 0, 2), x =

(0,−5, 4,−2).
l). a1 = (1,−2, 3, 3), a2 = (2,−1, 1,−1), a3 = (0, 3,−5,−7), x =

(3,−6,−6,−4).
m). a1 = (−1, 0,−2, 2), a2 = (3, 1, 0, 0), a3 = (−4,−1,−2, 2), x =

(3,−5,−4, 5).
n). a1 = (−2,−1, 1, 3), a2 = (2, 1, 1,−1), a3 = (0, 0, 2, 2), x =

(−1,−3, 5, 7).
o). a1 = (2, 2, 2, 0), a2 = (1, 2, 1,−1), a3 = (1, 4, 1,−3), x = (2, 1, 3, 4).
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p). a1 = (−1,−1,−1, 2), a2 = (2, 0, 1,−2), a3 = (1,−3,−1, 2), x =
(−1, 3,−2, 0).
q). a1 = (0,−1,−1, 2), a2 = (−1,−1,−1, 2), a3 = (−2,−1,−1, 2),

x = (1, 3, 1,−4).
r). a1 = (0,−1,−1, 1), a2 = (1, 2, 2,−1), a3 = (1, 1, 1, 0), x = (3, 3, 2,−2).
s). a1 = (2, 0,−1,−1), a2 = (1, 2, 2, 1), a3 = (3, 2, 1, 0), x = (0, 5, 3, 5).
t). a1 = (1, 2, 0, 2), a2 = (0,−1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 2), x = (−3,−2, 2,−2).
u). a1 = (−1, 1,−1,−1), a2 = (−1, 2, 0,−1), a3 = (2,−3, 1, 2), x =

(−4, 4,−2,−2).
v). a1 = (−1,−1, 2,−1), a2 = (1,−1, 0, 1), a3 = (−3,−1, 4,−3), x =

(−1, 2,−2, 1).
w). a1 = (1, 2,−1,−1), a2 = (−1, 0, 0, 2), a3 = (1, 6,−3, 1), x = (0, 3, 1, 1).
x). a1 = (−1,−1, 1, 2), a2 = (−1, 1,−1, 1), a3 = (−2, 0, 0, 3), x =

(−4,−3, 4, 1).
105. Найти проекцию xpr вектора x на подпространство решений

следующих систем уравнений и его ортогональную составляющую xort.

a).

{
x2 + x3 − 2x4 = 0,
x1 − 2x3 − x4 = 0,
x = (0, 0, 6, 0).

b).

{
x2 + 2x3 + x4 = 0,
x1 + x2 − 2x3 + x4 = 0,
x = (−2,−4, 2,−2).

c).

{
x2 + 2x4 = 0,
x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 0,

x = (−1, 3, 3, 4).
d).

{
x1 − x3 = 0,
x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0,
x = (−2,−3, 0,−1).

e).

{
x1 − x2 − x3 − x4 = 0,
2x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,

x = (−5,−1, 1,−1).
f).

{
x1 + 2x3 = 0,
x1 − 2x2 − 2x4 = 0,
x = (−2, 1,−2, 3).

g).

{
2x1 + x2 + x3 − x4 = 0,
2x1 + x3 = 0,

x = (2, 3, 1,−1).
h).

{
2x1 − x2 − x3 + x4 = 0,
2x1 + x3 − x4 = 0,

x = (−4, 1, 1, 1).

i).

{
x2 − x3 = 0,
x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0,

x = (−1, 1, 1,−2).
j).

{
x2 + x3 = 0,
x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0,

x = (0, 4, 1, 2).

k).

{
x2 + 2x4 = 0,
x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0,
x = (−3, 0,−1,−1).

l).

{
x1 − x3 − 2x4 = 0,
x1 − x2 + x4 = 0,
x = (−1, 2, 2, 1).

m).

{
x2 − x3 = 0,
2x1 − x2 − x4 = 0,
x = (3, 2, 1,−1).

n).

{
x3 + x4 = 0,
2x1 + x2 + x3 = 0,
x = (2, 2,−1, 0).
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o).

{
x1 − x2 + x3 = 0,
x2 + x3 + x4 = 0,

x = (−1,−4, 0,−2).
p).

{
x1 + x2 + x3 − x4 = 0,
x1 − x2 + 2x3 = 0,
x = (−1, 1, 5,−1).

q).

{
x1 + x3 − x4 = 0,
x1 − 2x2 − x3 + x4 = 0,
x = (−1,−3,−1, 2).

r).

{
x2 − x3 − x4 = 0,
x1 + 2x2 + 2x4 = 0,
x = (−1, 1, 3, 4).

s).

{
x1 − x3 = 0,
x2 + x3 + x4 = 0,

x = (−1,−3, 1,−2).
t).

{
x1 + 2x3 + x4 = 0,
x1 + x3 − x4 = 0,
x = (1, 1, 3, 3).

u).

{
x1 − 2x2 + x3 = 0,
x1 − x2 + 2x3 + 2x4 = 0,

x = (−4,−1, 1, 3).
v).

{
x1 − x2 + x3 = 0,
x1 − x3 − 2x4 = 0,
x = (0,−3, 0, 3).

w).

{
2x1 + x2 + x3 = 0,
x1 + x2 − 2x3 − x4 = 0,

x = (−1, 1, 5, 3).
x).

{
x1 + 2x3 = 0,
2x2 + x4 = 0,

x = (−3,−2,−1,−1).
106. Найти угол между вектором x и подпространством `(a1,a2,a3)

и расстояние от вектора x до этого подпространства.
a). a1 = (2, 2,−1, 0), a2 = (3, 2, 0,−2), a3 = (2, 4,−4, 4), x = (−1, 1, 1, 3).
b). a1 = (−1, 1, 3, 0), a2 = (1,−1, 2, 1), a3 = (−3, 3, 4,−1), x =

(5,−2, 0,−4).
c). a1 = (0,−1, 2, 2), a2 = (−1, 0, 2, 1), a3 = (−2, 1, 2, 0), x = (0, 3, 3, 0).
d). a1 = (2, 1, 1, 0), a2 = (−1, 0, 0, 0), a3 = (−4,−1,−1, 0), x =

(−1,−1,−1, 1).
e). a1 = (2, 0, 2, 0), a2 = (2,−1, 2,−1), a3 = (1, 1, 1, 1), x = (2,−1, 2,−3).
f). a1 = (1, 0, 2,−1), a2 = (0, 2, 2, 1), a3 = (1,−2, 0,−2), x =

(−1,−1, 0,−4).
g). a1 = (2, 1,−1,−1), a2 = (2,−1, 0, 0), a3 = (2,−3, 1, 1), x =

(−2,−1, 0, 2).
h). a1 = (2, 0,−1, 0), a2 = (2,−1, 1, 1), a3 = (6,−2, 1, 2), x =

(−1, 5, 1,−1).
i). a1 = (2, 0, 1, 0), a2 = (0, 1, 1,−1), a3 = (0, 2, 2,−2), x = (−2, 2, 0, 0).
j). a1 = (1, 2, 2, 0), a2 = (0, 1, 2, 1), a3 = (1, 3, 4, 1), x = (4, 2, 2, 0).
k). a1 = (1, 2, 2, 0), a2 = (−1, 2, 0, 1), a3 = (−3, 2,−2, 2), x =

(−2, 5, 2,−3).
l). a1 = (−1, 1, 1, 1), a2 = (2, 2, 1,−1), a3 = (−2,−2,−1, 1), x =

(−5,−1, 1,−1).
m). a1 = (1, 2, 0, 2), a2 = (0,−1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 2), x = (−3,−3, 1,−1).
n). a1 = (1, 0, 1, 0), a2 = (2,−1, 2,−1), a3 = (1,−1, 1,−1), x =

(2,−3, 2,−1).
o). a1 = (1, 0, 2,−1), a2 = (0, 2, 2, 1), a3 = (−1, 2, 0, 2), x =
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(−1,−1, 0,−4).
p). a1 = (2, 0,−1, 0), a2 = (2,−1, 1, 1), a3 = (6,−2, 1, 2), x =

(−1, 5, 1,−1).
q). a1 = (−1,−1, 2,−1), a2 = (1,−1, 0, 1), a3 = (−3,−1, 4,−3), x =

(−1, 2,−2, 1).
r). a1 = (2, 0, 1, 0), a2 = (0, 1, 1,−1), a3 = (2, 1, 2,−1), x = (−2, 2, 0, 0).
s). a1 = (1, 2, 2, 0), a2 = (0, 1, 2, 1), a3 = (1, 3, 4, 1), x = (4, 2, 2, 0).
t). a1 = (−1, 1, 1, 1), a2 = (2, 2, 1,−1), a3 = (1, 3, 2, 0), x = (−3, 1,−3, 3).
u). a1 = (−1,−1, 1, 2), a2 = (−1, 1,−1, 1), a3 = (−2, 0, 0, 3), x =

(−4,−3, 4, 1).
v). a1 = (1, 0, 1,−1), a2 = (0, 2, 1,−1), a3 = (−1, 2, 0, 0), x = (1, 1,−3, 1).
w). a1 = (1, 2,−1,−1), a2 = (−1, 0, 0, 2), a3 = (1, 6,−3, 1), x =

(−4, 3,−1,−1).
x). a1 = (0, 1,−1, 0), a2 = (1, 1,−1, 2), a3 = (−1,−2, 2,−2), x =

(−1, 1, 1,−2).
107. Найти ортонормированный базис из собственных векторов ли-

нейного оператора и матрицу оператора в этом базисе, заданного в
некотором ортонормированном базисе одной из следующих матриц.

a).

 2 −1 −1
−1 −1 2
−1 2 −1

 . b).

 1 2 2
2 −1 0
2 0 −1

 . c).

 1 −1 1
−1 −1 −1

1 −1 −1

 .

d).

 1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 . e).

 1 −1 1
−1 −1 1

1 1 1

 . f).

 1 2 0
2 −1 2
0 2 1

 .

g).

 1 −2 2
−2 0 1

2 1 0

 . h).

 1 −1 1
−1 0 0

1 0 0

 . i).

 1 1 1
1 0 2
1 2 0

 .

j).

 1 −1 2
−1 0 1

2 1 1

 . k).

 1 −1 0
−1 0 1

0 1 1

 . l).

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 .

m).

 1 −2 1
−2 1 1

1 1 −2

 . n).

 1 2 1
2 1 −1
1 −1 −2

 . o).

 1 1 −1
1 1 1

−1 1 −1

 .

p).

 1 1 0
1 2 1
0 1 1

 . q).

 1 −1 1
−1 2 0

1 0 2

 . r).

 2 −1 2
−1 −2 0

2 0 −2

 .

s).

 2 1 0
1 −2 2
0 2 2

 . t).

 2 −1 1
−1 0 −1

1 −1 0

 . u).

 2 −1 1
−1 0 1

1 1 2

 .
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v).

 2 1 1
1 1 0
1 0 1

 . w).

 2 −1 0
−1 1 1

0 1 2

 . x).

 1 0 −1
0 1 1

−1 1 2

 .

108. Найти ортонормированный базис из собственных векторов ли-
нейного оператора и матрицу оператора в этом базисе, заданного в
некотором ортонормированном базисе одной из следующих матриц.

a).

 0 1 1
1 0 −1
1 −1 0

 . b).

 1 1 −1
1 1 −1

−1 −1 1

 . c).

 1 −4 2
−4 1 2

2 2 4

 .

d).

 1 −3 3
−3 1 3

3 3 1

 . e).

 2 −3 3
−3 2 3

3 3 2

 . f).

 0 −2 −2
−2 0 −2
−2 −2 0

 .

g).

 1 −2 −2
−2 4 −1
−2 −1 4

 . h).

 −3 −2 −2
−2 0 4
−2 4 0

 . i).

 1 −2 2
−2 1 −2

2 −2 1

 .

j).

 1 −2 2
−2 4 1

2 1 4

 . k).

 3 −2 2
−2 3 2

2 2 3

 . l).

 0 −1 −2
−1 0 2
−2 2 3

 .

m).

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 . n).

 3 −1 −1
−1 3 1
−1 1 3

 . o).

 2 −1 1
−1 2 −1

1 −1 2

 .

p).

 3 −1 1
−1 3 1

1 1 3

 . q).

 −2 1 −2
1 −2 −2

−2 −2 1

 . r).

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .

s).

 0 2 −2
2 0 −2

−2 −2 0

 . t).

 1 2 −2
2 1 2

−2 2 1

 . u).

 2 2 2
2 2 −2
2 −2 2

 .

v).

 0 2 2
2 0 2
2 2 0

 . w).

 −3 2 2
2 0 4
2 4 0

 . x).

 2 3 −3
3 2 3

−3 3 2

 .

y).

 1 3 3
3 1 −3
3 −3 1

 . z).

 1 4 −2
4 1 2

−2 2 4

 .

109. Найти ортонормированный базис из собственных векторов ли-
нейного оператора и матрицу оператора в этом базисе, заданного в
некотором ортонормированном базисе одной из следующих матриц.

a).


2 1 −2 2
1 2 2 −2

−2 2 −1 4
2 −2 4 −1

 . b).


−3 −2 5 1
−2 −5 −2 4

5 −2 −3 1
1 4 1 1

 . c).


3 2 2 2
2 3 2 2
2 2 3 2
2 2 2 3

 .
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d).


−1 −2 −2 −4
−2 −4 1 2
−2 1 4 −2
−4 2 −2 1

 .e).


1 1 2 1
1 1 −2 −1
2 −2 −2 −2
1 −1 −2 1

 . f).


−1 −4 4 −4
−4 5 2 −2

4 2 −2 −5
−4 −2 −5 −2

 .

g).


−3 −2 −4 −2
−2 −3 4 2
−4 4 3 4
−2 2 4 −3

 . h).


−3 2 −4 −2

2 −1 −2 4
−4 −2 −3 2
−2 4 2 −1

 . i).


2 1 1 2
1 2 −1 −2
1 −1 2 −2
2 −2 −2 −1

 .

j).


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1
1 −1 1 −1

 . k).


−3 2 −2 −2

2 −3 −2 −2
−2 −2 −3 2
−2 −2 2 −3

 . l).


−2 3 3 3

3 4 3 −3
3 3 −2 3
3 −3 3 4

 .

m).


−3 2 −2 4

2 0 1 −2
−2 1 0 2

4 −2 2 −3

 .n).


−4 3 −3 −2

3 5 2 −3
−3 2 5 3
−2 −3 3 −4

 .o).


−3 2 4 2

2 −3 4 2
4 4 3 4
2 2 4 −3

 .

p).


−1 2 −2 −2

2 −1 2 2
−2 2 −1 −2
−2 2 −2 −1

 .q).


−3 2 2 −2

2 0 4 −4
2 4 0 −4

−2 −4 −4 0

 . r).


5 −3 1 −1

−3 −3 3 −3
1 3 5 1

−1 −3 1 5

 .

s).


0 −2 −2 −2

−2 0 −2 −2
−2 −2 −4 2
−2 −2 2 −4

 . t).


−1 2 2 1

2 2 4 2
2 4 2 2
1 2 2 −1

 . u).


−3 3 −5 1

3 −5 −3 −3
−5 −3 −3 −1

1 −3 −1 3

 .

v).


−2 1 1 2

1 −2 1 2
1 1 −2 2
2 2 2 1

 . w).


−1 −1 −2 −1
−1 −2 −1 2
−2 −1 −1 −1
−1 2 −1 −2

 .x).


−1 2 2 2

2 3 2 −2
2 2 −1 2
2 −2 2 3

 .

110. Найти канонический (нормальный) вид следующих квадратич-
ных форм и приводящее к нему линейное невырожденное преобразо-
вание.
a). f(x) = −3x2

1 + 6x1x2 + 12x1x3 − x2
2 − 24x2x3 + 9x2

3.
b). f(x) = −x2

1 − 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2
2 − 16x2x3 + 17x2

3.
c). f(x) = −3x2

1 + 18x1x2 + 18x1x3 − 18x2
2 − 42x2x3 − 21x2

3.
d). f(x) = 2x2

1 − 12x1x2 + 4x1x3 + 26x2
2 + 4x2x3 + 13x2

3.
e). f(x) = −2x2

1 + 8x1x2 + 12x1x3 − 10x2
2 − 12x2x3 − 37x2

3.
f). f(x) = 3x2

1 − 6x1x2 + 6x1x3 − 24x2x3 − 23x2
3.

g). f(x) = x2
1 + 2x1x2 + 6x1x3 + 28x2

2 − 12x2x3 + 9x2
3.

h). f(x) = x2
1 + 6x1x2 − 2x1x3 + 5x2

2 − 18x2x3 − 10x2
3.
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i). f(x) = x2
1 − 4x1x2 − 4x1x3 + 12x2

2 − 8x2x3 + 10x2
3.

j). f(x) = −x2
1 + 2x1x2 − 2x1x3 − 13x2

2 + 14x2x3 − 5x2
3.

k). f(x) = −3x2
1 + 6x1x2 + 12x1x3 − 21x2

2 − 36x2x3 − 21x2
3.

l). f(x) = −x2
1 + 2x1x2 + 4x1x3 − 13x2

2 − 16x2x3 − 5x2
3.

m). f(x) = x2
1 − 6x1x2 + 2x1x3 − 18x2x3.

n). f(x) = 2x2
1 + 4x1x2 + 4x1x3 − 10x2

2 − 8x2x3 − 4x2
3.

o). f(x) = −3x2
1 − 6x1x2 + 12x1x3 − 2x2

2 + 8x2x3 − 11x2
3.

p). f(x) = 3x2
1 + 12x1x2 − 6x1x3 + 16x2

2 − 8x2x3 + 4x2
3.

q). f(x) = −x2
1 + 4x1x2 + 4x1x3 + 8x2

2 − 44x2x3 + 23x2
3.

r). f(x) = −2x2
1 − 8x1x2 − 4x1x3 − 6x2

2 + 7x2
3.

s). f(x) = 2x2
1 + 4x1x2 + 8x1x3 + 5x2

2 + 20x2x3 + 17x2
3.

t). f(x) = −x2
1 − 4x1x2 + 2x1x3 − 7x2

2 − 14x2x3 − 29x2
3.

u). f(x) = −x2
1 − 2x1x2 + 4x1x3 − 13x2

2 + 28x2x3 − 14x2
3.

v). f(x) = −2x2
1 + 8x1x2 + 12x1x3 + x2

2 − 30x2x3 − 18x2
3.

w). f(x) = x2
1 − 6x1x2 + 2x1x3 + 21x2

2 − 42x2x3 + 28x2
3.

x). f(x) = 3x2
1 + 12x1x2 − 6x1x3 + 9x2

2 − 9x2
3.

111. Найти нормальный вид следующих квадратичных форм и при-
водящее к нему линейное невырожденное преобразование.
a). f(x) = −2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 − 2x2x4 − 2x3x4.
b). f(x) = 2x1x2 − 2x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 − 2x2x4 + 2x3x4.
c). f(x) = 4x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 − 2x2x4 + 2x3x4.
d). f(x) = 6x1x3 + 6x1x4 + 2x2x3 + 2x2x4 − 2x3x4.
e). f(x) = −2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 − 2x2x4 − 2x3x4.
f). f(x) = 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 6x2x3 − 2x2x4 − 4x3x4.
g). f(x) = −4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x4 + 4x3x4.
h). f(x) = −4x1x2 + 2x1x3 + 6x1x4 + 2x2x3 + 2x2x4 − 4x3x4.
i). f(x) = 4x1x2 − 4x1x3 + 4x1x4 − 4x2x3 + 2x2x4 + 6x3x4.
j). f(x) = −2x1x2 − 2x1x3 − 4x1x4 + 4x2x3 − 2x2x4 + 2x3x4.
k). f(x) = −2x1x2 − 2x1x4 − 2x2x3 − 2x3x4.
l). f(x) = 2x1x2 + 2x1x3 + 4x1x4 + 2x2x3 − 4x3x4.
m). f(x) = 4x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3 − 2x2x4 + 2x3x4.
n). f(x) = 4x1x2 + 4x1x4 + 2x2x3 + 6x2x4 + 2x3x4.
o). f(x) = −2x1x2 + 6x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 + 4x2x4 + 2x3x4.
p). f(x) = 4x1x2 + 6x1x3 − 4x1x4 + 4x2x3 + 2x2x4 − 4x3x4.
q). f(x) = 4x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 − 4x2x3 − 2x2x4 + 4x3x4.
r). f(x) = 2x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 − 2x2x4 + 4x3x4.
s). f(x) = 4x1x2 − 4x1x3 + 4x1x4 + 4x2x3 + 4x2x4 + 2x3x4.
t). f(x) = 2x1x2 − 2x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 + 2x3x4.
u). f(x) = 6x1x2 − 2x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 + 4x2x4 + 6x3x4.
v). f(x) = 2x1x2 − 4x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 + 4x2x4 + 6x3x4.
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w). f(x) = 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3 + 2x2x4 − 4x3x4.
x). f(x) = −2x1x2 − 2x1x4 − x2x3 − 3x2x4 − x3x4.
y). f(x) = −2x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3 + x2x4 − x3x4.
z). f(x) = −3x1x3 − 3x1x4 − x2x3 − x2x4 + x3x4.

112. Не находя канонического вида, выяснить, являются ли следую-
щие квадратичные формы положительно или отрицательно определен-
ными, неположительными, неотрицательными или неопределенными.
a). f(x) = −4x2

1 − x2
2 − x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3.
b). f(x) = 3x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3.
c). f(x) = −3x2

1 − x2
2 − 3x2

3 + 2x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3.
d). f(x) = 3x2

1 + 3x2
2 + 2x2

3 − 6x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3.
e). f(x) = −x2

1 − 3x2
2 − 4x2

3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3.
f). f(x) = 4x2

1 + 4x2
2 + 3x2

3 − 6x1x2 + 6x1x3 − 6x2x3.
g). f(x) = 3x2

1 + 2x2
2 + 3x2

3 + 2x1x2 − 4x1x3 + 2x2x3.
h). f(x) = −3x2

1 − 3x2
2 − 3x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3.
i). f(x) = −2x2

1 − 4x2
2 − x2

3 − 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.
j). f(x) = −3x2

2 − 2x2
3 + 6x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.

k). f(x) = 4x2
1 + 4x2

2 + 3x2
3 − 8x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3.

l). f(x) = 3x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 − 4x1x2 − 6x1x3 + 4x2x3.

m). f(x) = −3x2
1 − 3x2

2 − 3x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 + 6x2x3.

n). f(x) = −4x2
1 − 3x2

2 − 4x2
3 − 6x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.

o). f(x) = −4x2
1 − 4x2

2 + 2x2
3 − 8x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3.

p). f(x) = −3x2
1 − 2x2

2 − 3x2
3 + 4x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.

q). f(x) = 3x2
1 + 3x2

2 + 4x2
3 + 6x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.

r). f(x) = 3x2
1 + 4x2

2 + 2x2
3 + 6x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3.

s). f(x) = −4x2
1 − 4x2

2 − x2
3 + 8x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.

t). f(x) = 3x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 − 6x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3.

u). f(x) = 3x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 8x2x3.

v). f(x) = 4x2
1 + 2x2

2 + 4x2
3 + 4x1x2 − 6x1x3 − 4x2x3.

w). f(x) = −2x2
1 − 3x2

2 − 4x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3.

x). f(x) = −3x2
1 − 3x2

2 − x2
3 + 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3.

113. Найти ортогональное преобразование, приводящее следующую
квадратичную форму к каноническому виду (приведение к главным
осям), и написать этот канонический вид (преобразование определено
не обнозначно)
a). f(x) = 3x2

3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3.
b). f(x) = −4x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.
c). f(x) = 2x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3 − 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3.
d). f(x) = 3x2

3 + 8x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3.
e). f(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 − 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3.
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f). f(x) = x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.

g). f(x) = 2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3.

h). f(x) = 4x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.

i). f(x) = 3x2
2 + 3x2

3 − 4x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.
j). f(x) = −3x2

1 − 4x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3.
k). f(x) = −3x2

1 − 4x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.
l). f(x) = 2x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3 − 6x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3.
m). f(x) = −2x2

1 + x2
2 + x2

3 − 4x1x2 − 4x1x3 − 2x2x3.
n). f(x) = 2x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3 − 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.
o). f(x) = x2

1 + x2
2 + 4x2

3 − 8x1x2 − 4x1x3 − 4x2x3.
p). f(x) = −x2

1 − x2
2 + 2x2

3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.
q). f(x) = 3x2

1 + 3x2
2 + 3x2

3 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3.
r). f(x) = x2

1 + 4x2
2 + 4x2

3 − 4x1x2 − 4x1x3 − 2x2x3.
s). f(x) = −4x2

1 − 4x2
2 − x2

3 + 8x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.
t). f(x) = −x2

1 − x2
2 + 2x2

3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3.
u). f(x) = x2

1 + x2
2 + 4x2

3 + 8x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3.
v). f(x) = 2x2

1 + 2x2
2 + 5x2

3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.
w). f(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 + 6x1x2 + 6x1x3 − 6x2x3.
x). f(x) = 2x2

1 + 5x2
2 + 5x2

3 + 4x1x2 − 4x1x3 + 2x2x3.
114. Найти ортогональное преобразование, приводящее следующую

квадратичную форму к каноническому виду (приведение к главным
осям), и написать этот канонический вид (преобразование определено
не обнозначно)
a). f(x) = x2

1+x2
2+x2

3+x2
4−2x1x2+2x1x3−2x1x4−2x2x3+2x2x4−2x3x4.

b). f(x) = −2x2
1 − 3x2

2 − 3x2
3 − 2x2

4 + 2x1x2 + 2x1x3 − 4x1x4 + 4x2x3 +
2x2x4 + 2x3x4.
c). f(x) = x2

1+x2
2+x2

3+x2
4−2x1x2−2x1x3+2x1x4−2x2x3+2x2x4+2x3x4.

d). f(x) = x2
1−3x2

2−3x2
3 +x2

4−4x1x2−4x1x3 +4x1x4 +4x2x3 +4x2x4 +
4x3x4.
e). f(x) = −2x2

1 − 2x2
2 + x2

3 − 2x2
4 + 2x1x2 − 4x1x3 − 2x1x4 − 4x2x3 −

2x2x4 + 4x3x4.
f). f(x) = −3x2

1 − 3x2
2 − 4x2

3 − 4x2
4 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 +

2x2x4 + 4x3x4.
g). f(x) = −x2

1−x2
2 +2x2

3−x2
4−2x1x2−4x1x3 +2x1x4 +4x2x3−2x2x4−

4x3x4.
h). f(x) = 3x2

4 + 2x1x2 + 2x1x3 + 4x1x4 + 2x2x3 + 4x2x4 + 4x3x4.
i). f(x) = −2x2

1 − 4x2
2 − 2x2

3 − 4x2
4 + 4x1x2 − 8x1x3 − 4x1x4 + 4x2x3 −

8x2x4 − 4x3x4.
j). f(x) = 2x2

1 +2x2
2−x2

3 +2x2
4 +2x1x2−4x1x3−2x1x4 +4x2x3 +2x2x4−

4x3x4.
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k). f(x) = −2x2
1− 2x2

3 + 4x1x2− 8x1x3− 4x1x4− 4x2x3 + 8x2x4 + 4x3x4.
l). f(x) = 3x2

2+3x2
3+3x2

4+4x1x2−4x1x3+4x1x4+2x2x3−2x2x4+2x3x4.
m). f(x) = −2x2

1 − 2x2
2 + 2x2

3 + 2x2
4 − 4x1x2 − 8x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 +

8x2x4 − 4x3x4.
n). f(x) = −3x2

1− 3x2
3 + 4x1x2− 8x1x3− 4x1x4 + 4x2x3 + 2x2x4− 4x3x4.

o). f(x) = −3x2
1 − 3x2

2 + 3x2
3 − 3x2

4 + 4x1x2 − 8x1x3 + 4x1x4 − 8x2x3 +
4x2x4 − 8x3x4.
p). f(x) = x2

1 +x2
2 +3x2

3 +3x2
4 +2x1x2−2x1x3 +2x1x4−2x2x3 +2x2x4 +

2x3x4.
q). f(x) = −2x2

1 − x2
2 − x2

3 − 2x2
4 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x4 − 2x3x4.

r). f(x) = −3x2
1 − 3x2

2 − 3x2
3 − 3x2

4 − 4x1x2 − 4x1x3 + 4x1x4 + 4x2x3 −
4x2x4 − 4x3x4.
s). f(x) = x2

1−5x2
2 +2x2

3 +2x2
4 +8x1x2−8x1x3 +8x1x4−4x2x3 +4x2x4 +

10x3x4.
t). f(x) = −2x2

1 +x2
2 +x2

3−2x2
4 +4x1x2−4x1x3−8x1x4 +2x2x3 +4x2x4−

4x3x4.
u). f(x) = 4x2

1 − 5x2
2 − 5x2

3 + 4x2
4 − 6x1x2 + 6x1x3 + 4x1x4 − 4x2x3 +

6x2x4 − 6x3x4.
v). f(x) = −x2

1−4x2
2−x2

3−4x2
4 +4x1x2−8x1x3−4x1x4−4x2x3−2x2x4 +

4x3x4.
w). f(x) = 2x2

1 − 4x2
2 + 2x2

3 − 4x2
4 − 6x1x2 − 6x1x3 − 6x1x4 − 6x2x3 +

6x2x4 − 6x3x4.
x). f(x) = x2

1 +4x2
2 +4x2

3 +x2
4−4x1x2−4x1x3−2x1x4 +8x2x3 +4x2x4 +

4x3x4.
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ОТВЕТЫ ЗАДАНИЙ ПРИЛОЖЕНИЯ.

1. ©a (0, 3, 1). ©b (−1, 0, 1). ©c (0,−1, 1). ©d (2, 3, 2). ©e (0, 2,−1).
©f (−2, 0,−1). ©g (0,−1, 1). ©h (−2, 2,−2). ©i (2,−1, 1). ©j (1, 1,−2).
©k (−2, 1, 0). ©l (1, 2,−1). ©m (1,−2, 1). ©n (1, 1,−1). ©o (−2,−2,−1).
©p (1,−3, 3). ©q (2, 1, 3). ©r (−2, 0, 2). ©s (1,−3, 0). ©t (1,−2, 1).
©u (2,−1, 0). ©v (1, 2,−1). ©w (−1, 2, 1). ©x (3,−2, 2).

2. ©a (−3−α− 2β,−3− 2α−β, α, β), α, β ∈ F. ©b (α− 2β,−2α−β+
1, α, β), α, β ∈ F. ©c (β,−2β − 2− 3α, β − 1 + 2α, α), α, β ∈ F. ©d (−3 +
β − 3α, β, 3− 2β + 2α, α), α, β ∈ F. ©e (1− α− β,−α+ β, α, β), α, β ∈ F.
©f (−1−α−β, 1−2α+β, α, β), α, β ∈ F.©g (2+α−β,−2α−β, α, β), α, β ∈
F.©h (−1+α−β, 1−2α−β, α, β), α, β ∈ F.©i (−1+α−β, 1−α−β, α, β),
α, β ∈ F. ©j (2 + 3α − 2β, 1 − 2α − β, α, β), α, β ∈ F. ©k (−1 + 3α −
β,−2− 2α− β, α, β), α, β ∈ F. ©l (−3α− β,−2α+ β + 2, α, β), α, β ∈ F.
©m (1 + 2α,−α,−2α, α), α ∈ F. ©n (2α,−2 + α, 3, α), α ∈ F. ©o (1 −
α,−2,−1 + α, α), α ∈ F. ©p (α, 1− 2α, 1, α), α ∈ F. ©q (−1 + 2α, α, α, α),
α ∈ F. ©r (1 + α, 1 − 2α,−2α, α), α ∈ F. ©s (α,−4 + 3α, 1 + α,−α + 2),
α ∈ F. ©t (1 + α, α, 2 + 2α,−α), α ∈ F. ©u (5 − 3α,−1 + 2α, α,−1 + α),
α ∈ F. ©v (1− α, 1 + 2α,−α, α), α ∈ F. ©w (α,−α+ 2,−1, α− 1), α ∈ F.
©x (1− 2α, 0,−3α, α), α ∈ F.

3.©a
(

0 0
1 −1

)
. ©b

(
4 4
2 2

)
. ©c

(
1 1
0 0

)
. ©d

(
1 −1

−1 0

)
.

©e
(
−1 −2
−1 −4

)
. ©f

(
0 1

−2 2

)
. ©g

(
−2 0

1 0

)
. ©h

(
0 0
1 −2

)
.

©i
(

0 2
−1 −1

)
. ©j

(
1 −1
0 0

)
. ©k

(
2 2

−3 −2

)
. ©l

(
−4 −2
−4 −2

)
.

©m
(

0 1
1 −1

)
. ©n

(
−1 0

1 0

)
. ©o

(
1 −3
0 0

)
. ©p

(
1 −4
0 −1

)
.

©q
(
−4 3

3 −3

)
. ©r

(
3 0
2 −1

)
. ©s

(
0 2
2 0

)
. ©t

(
−1 1

3 −1

)
.

©u
(

0 0
−1 −1

)
. ©v

(
0 −1
0 −4

)
. ©w

(
−1 1

0 0

)
. ©x

(
1 0
0 −1

)
.

4.©a
(

2 −2
1 2

)
. ©b

(
−1 2

0 −1

)
. ©c

(
−3 1

1 −2

)
. ©d

(
−2 −3

0 0

)
.

©e
(

0 −1
2 0

)
. ©f

(
−4 3
−4 3

)
. ©g

(
−1 0

0 4

)
. ©h

(
−2 −2

3 −3

)
.

©i
(

2 1
1 2

)
. ©j

(
3 0
2 0

)
. ©k

(
0 0

−2 −2

)
. ©l

(
0 0
1 −1

)
.
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©m
(
−2 −1

0 −4

)
. ©n

(
3 1

−3 0

)
. ©o

(
1 0

−3 −1

)
. ©p

(
−3 3

1 3

)
.

©q
(
−1 −1
−3 0

)
. ©r

(
0 −2
2 0

)
. ©s

(
−2 −2

0 0

)
. ©t

(
0 1

−1 0

)
.

©u
(
−1 −1

0 −1

)
. ©v

(
−2 1
−1 −2

)
. ©w

(
−1 −1

0 −1

)
. ©x

(
0 −2
0 −2

)
.

5.©a
(

0 1
0 −1

)
. ©b

(
0 −1
1 0

)
. ©c

(
1 0

−1 0

)
. ©d

(
−1 1

0 0

)
.

©e
(
−4 −1

4 −1

)
. ©f

(
0 0
1 −2

)
. ©g

(
0 0
1 1

)
. ©h

(
−1 1

0 0

)
.

©i
(

2 0
0 −1

)
. ©j

(
0 −1

−1 0

)
. ©k

(
−1 2

2 −2

)
. ©l

(
0 3
0 −1

)
.

©m
(
−2 2

2 0

)
. ©n

(
0 −2
0 4

)
. ©o

(
0 0

−1 0

)
. ©p

(
1 0
1 0

)
.

©q
(
−1 0

0 0

)
. ©r

(
−1 0
−4 −4

)
. ©s

(
−1 1

0 0

)
. ©t

(
0 0

−1 0

)
.

©u
(
−1 0

1 0

)
. ©v

(
3 −2

−2 2

)
. ©w

(
0 1
0 0

)
. ©x

(
0 −1
0 1

)
.

6.©a
 9 −29 −17

3 −10 −6
−7 22 13

 .©b
 −6 5 1

20 −17 −4
−21 18 4

 . ©c
 −3 0 2

1 1 −2
3 −1 −1

 .

©d
 −18 −1 −25

15 1 21
−2 0 −3

 . ©e
 17 −1 −22

21 −1 −27
3 0 −4

 . ©f
 1 −35 25

0 −4 3
−1 32 −23

 .

©g
 −14 −25 −29

3 5 6
−10 −18 −21

 . ©h
 −13 −19 −4

−6 −9 −2
−17 −25 −5

 . ©i
 4 −11 −12

2 −5 −5
−3 9 10

 .

©j
 22 −8 21
−27 10 −26
−3 1 −3

 . ©k
 −4 −7 4

4 8 −5
9 17 −10

 . ©l
 −1 21 −13

1 −24 15
0 −5 3

 .

©m
 13 6 17
−4 −2 −5
19 9 25

 . ©n
 −11 −29 30

−1 −3 3
−9 −24 25

 . ©o
 5 3 −7
−1 0 1
10 5 −13

 .

©p
 −30 −31 13
−25 −26 11
−2 −2 1

 . ©q
 −1 15 −24

1 −13 21
0 3 −5

 . ©r
 3 −1 3

21 −8 20
−19 7 −18

 .

©s
 7 10 18

11 16 29
−6 −9 −16

 . ©t
 0 2 3

1 19 26
1 16 22

 . ©u
 12 10 1
−28 −23 −2
−29 −24 −2

 .
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©v
 −5 0 −4

3 1 3
−1 1 0

 . ©w
 18 25 1
−21 −29 −1

2 3 0

 . ©x
 21 −11 −15

31 −16 −22
−4 2 3

 .

7.©a


1 0 −3 3

−2 1 6 −7
1 −1 −2 3
1 0 −5 6

 .©b


1 −1 0 2

−1 2 −1 −3
−1 1 1 −3

1 −2 0 5

 .©c


1 −1 0 1

−2 3 0 −4
1 −3 1 5

−1 4 −2 −6

 .

©d


1 0 −1 1

−2 1 1 −1
2 −1 0 −1

−3 1 1 1

 .©e


1 −3 2 1
0 1 −1 0

−2 5 −2 −3
1 −3 1 3

 . ©f


1 −2 2 1

−1 3 −3 −2
1 −3 4 1

−2 5 −6 −1

 .

©g


1 −1 0 0

−1 2 −2 1
1 −2 3 −2

−1 1 −1 2

 .©h


1 −1 −1 2
0 1 −1 2

−1 1 2 −5
1 −2 −1 4

 .©i


1 −3 5 −5
0 1 −2 2

−1 3 −4 3
1 −4 6 −4

 .

©j


1 −1 1 −2
0 1 −2 2

−2 1 1 1
5 −4 0 −4

 . ©k


1 −1 −1 3
0 1 −1 1

−1 1 2 −5
0 −2 1 1

 .©l


1 −2 1 −2
0 1 −1 1

−1 2 0 1
2 −6 1 −2

 .

©m


1 −2 4 −4
0 1 −2 1

−2 3 −5 6
2 −4 7 −6

 .©n


1 0 −1 1

−2 1 2 −3
−1 0 2 −3

3 −1 −4 7

 .©o


1 −1 2 −2
0 1 −2 1

−1 1 −1 1
0 −3 5 −1

 .

©p


1 −3 3 −1
0 1 −1 0

−2 5 −4 1
2 −4 2 1

 .©q


1 0 −2 2

−2 1 3 −4
2 −1 −2 3

−5 2 5 −6

 .©r


1 0 −2 1

−1 1 −1 1
−1 0 3 −2

2 −1 −2 2

 .

©s


1 −1 1 −3

−1 2 −2 5
−1 1 0 0

1 −2 1 −1

 . ©t


1 0 −2 4

−1 1 2 −7
1 −1 −1 5

−1 0 1 −1

 . ©u


1 −3 2 −2
0 1 −1 1

−1 3 −1 0
−1 2 −1 2

 .

©v


1 0 −1 1

−1 1 1 −2
−1 −2 2 −1

2 1 −3 4

 .©w


1 −1 0 1

−2 3 −2 3
2 −3 3 −6

−1 1 −1 3

 .©x


1 −1 2 −4
0 1 −2 1

−1 1 −1 3
0 −1 1 1

 .

8.©a
 2 1 3

3 0 2
−2 −1 2

. ©b
 1 0 0

0 −1 −1
−1 0 1

. ©c
 1 0 0
−1 0 −1
−1 1 −1

.
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©d
 −2 2 2

1 −1 2
0 1 −1

. ©e
 −2 0 2 0

2 0 −1 −2
0 −1 −1 3

. ©f
 1 1 1 −1

1 0 2 0
1 1 2 2

.

©g
 1 −1 2 3

1 0 3 2
0 2 −2 −2

. ©h
 −1 0 0
−2 2 1

2 −2 1

. ©i
 2 2 1

1 0 1
−1 0 1

.

©j
 0 −1 0

3 1 −2
2 2 0

. ©k
 2 0 −2
−2 2 −1

2 1 −2

. ©l
(

0 −2 2 0
−1 −1 3 2

)
.

©m
(

2 −2 1 −1
0 2 −2 2

)
. ©n

(
1 −2 0 1

−1 0 −1 0

)
. ©o

(
0 −1 1 −1
1 0 0 −1

)
.

©p
(

1 0 1 1
0 −1 −2 −1

)
. ©q

(
0 −2 2

−1 0 0

)
. ©r

(
1 −2 −2
2 −1 −2

)
.

©s
(
−1 −1 0

0 0 −1

)
. ©t

(
−1 −1 0

2 2 −1

)
. ©u

 1 −1
−1 −1

0 −1

.

©v
 0 −2

1 −2
0 2

. ©w
 3 1

2 0
1 1

. ©x
 2 2

2 2
−1 −1

.

9.©a
 2 3 −1
−2 −2 0

2 3 0

. ©b
 0 0 −1
−1 0 1
−2 −1 3

. ©c
 0 −2 1

1 −1 −1
0 1 −1

.

©d
 3 −1 1

2 −1 3
−1 0 −2

. ©e


−2 2 1
−2 1 2

0 3 2
1 0 3

. ©f


−1 −2 0

3 1 1
0 −2 0
1 −1 0

.

©g


1 2 −2
1 0 0
0 −1 −1

−1 0 1

. ©h


0 1 3
0 1 −1
0 1 −1
0 1 3

. ©i
 1 1 3

1 −1 0
1 −1 2

.

©j
 1 0 0
−2 −1 2
−1 1 −2

. ©k
 1 0 −2

0 −2 1
3 0 1

. ©l
 −1 0 0

0 −1 1
1 0 −1

.

©m


−1 2

0 1
0 1
2 −1

. ©n


−1 0

1 −1
−1 0
−1 1

. ©o


2 1

−2 1
−2 1

1 −2

.
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©p


−1 2

1 −1
0 −1
2 0

. ©q
 2 −2
−2 3

3 −2

. ©r
 −2 1

1 1
1 0

.

©s
 0 −1
−1 3
−2 1

. ©t
 −1 1
−2 −1
−1 −2

. ©u
(

0 0 2
0 −2 −2

)
.

©v
(

0 −2 3
1 −2 2

)
. ©w

(
2 0 3
0 −1 0

)
. ©x

(
1 −1 −1
2 1 0

)
.

В ответах 10.a – 12.x величины α, β, γ, δ, ξ, η, ζ, ϑ, λ, µ, ν, χ могут
принимать любые числовые значения.

10.©a
 −α 2− β −1− γ

1− α −2− β 1− γ
α β γ

. ©b
 α β γ
−3 + α −2 + β 1 + γ
1− α 1− β −γ

.

©c
 −α −2− β −2− γ
−1− α −β −3− γ
α β γ

. ©d
 1 + 7α −6 + 7β −11 + 7 γ

α β γ
−1− 5α 3− 5β 9− 5 γ

.

©e
 7− 5α −2− 5β 4− 5 γ

α β γ
−4 + 4α 4β −3 + 4 γ

.

©f
 −1 + 2α− 2 ξ 1 + 2β − 2 η −3 + 2 γ − 2 ζ

α β γ
ξ η ζ

.

©g
 1 + ξ − 2α −2 + η − 2β 1 + ζ − 2 γ

ξ η ζ
α β γ

.

©h


λ µ
α β
ξ η

−2 + λ− 2α+ 2 ξ −1 + µ− 2β + 2 η

.

©i


−5 + 2α− 2 ξ + λ 2 + 2β − 2 η + µ

α β
ξ η
λ µ

.

©j


α β

−7 + 5α+ 5 ξ −3 + 5β + 5 η
4− 3α− 3 ξ 1− 3β − 3 η

ξ η

.
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©k


α β

−4 + 7/2α+ 2 ξ −8 + 7/2β + 2 η
−2 + 4α+ 3 ξ −10 + 4β + 3 η

ξ η

.

©l
 α β γ δ
−2− 4α −1− 4β 2− 4 γ −4− 4 δ
−5α −2− 5β −5 γ −6− 5 δ

.

©m
 ξ η ζ ϑ

α β γ δ
−2 + ξ − 2α η − 2β 2 + ζ − 2 γ −4 + ϑ− 2 δ

.

©n
 3− 2α+ ξ −3− 2β + η 1− 2 γ + ζ −2− 2 δ + ϑ

α β γ δ
ξ η ζ ϑ

.

©o
 1 + 2α− 2 ξ 2β − 2 η −2 + 2 γ − 2 ζ −1 + 2 δ − 2ϑ

α β γ δ
ξ η ζ ϑ

.

©p
 2 −1
−2α −1− 2β
α β

. ©q
 2 + α −1 + β

α β
−1− α 2− β

.

©r
 −2− α 1− β
−1− α −1− β
α β

. ©s
 1− α −1− β

2− α 1− β
α β

. ©t
 2− α 1− β

1− α 2− β
α β

.

©u


−6 + 2α− 2 ξ −1 + 2β − 2 η 4 + 2 γ − 2 ζ

α β γ
ξ η ζ

9− 3α+ 5/2 ξ 3− 3β + 5/2 η −5− 3 γ + 5/2 ζ

.

©v


α β γ
ξ η ζ

−2 + 4α+ 4 ξ 7 + 4β + 4 η −5 + 4 γ + 4 ζ
2− 5α− 7 ξ −9− 5β − 7 η 5− 5 γ − 7 ζ

.

©w


λ µ ν
α β γ
ξ η ζ

3 + λ− 2α+ 2 ξ 2 + µ− 2β + 2 η 3 + ν − 2 γ + 2 ζ

.

©x


λ µ ν
α β γ
ξ η ζ

5 + λ+ 3α− 2 ξ 4 + µ+ 3β − 2 η 2 + ν + 3 γ − 2 ζ

.
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11.©a
 −3 + 2α −1 + 2α α

2 + 2β 1 + 2β β
−1 + 2γ 3 + 2γ γ

. ©b
 −2− α −α α

1− β 3− β β
−γ 2− γ γ

.

©c
 −1− α −α α

3− β 2− β β
−γ −1− γ γ

. ©d
 3 + α α −3− α

2 + β β −3− β
γ γ 2− γ

.

©e
 α −3 + α 2− α
β 1 + β −2− β
γ 1 + γ −γ

. ©f
 ξ 5 + ξ + 2α α
η 1 + η + 2β β
ζ ζ + 2γ γ

.

©g
 3 + 2α− 2ξ α ξ

1 + 2β − 2η β η
−2 + 2γ − 2ζ γ ζ

. ©h
 1− 2α −2− 2α α

2− 2β 4− 2β β
5− 2γ 5− 2γ γ

.

©i
 ξ α −1 + ξ − 2α
η β −1 + η − 2β
ζ γ 2 + ζ − 2γ

. ©j


2α+ ξ α ξ

−2 + 2β + η β η
−3 + 2γ + ζ γ ζ
−3 + 2δ + ϑ δ ϑ

.

©k


α −4− 4α −α
β −4β −β
γ −4− 4γ −3− γ
δ 6− 4δ 1− δ

. ©l


2 + α+ 2ξ α ξ
−3 + β + 2η β η
−1 + γ + 2ζ γ ζ
2 + δ + 2ϑ δ ϑ

.

©m


−2 + 2α −2 + 2α α
3 + 2β 5 + 2β β
3 + 2γ 3 + 2γ γ

2δ 1 + 2δ δ

. ©n
(
α 6− 2α −3 + α
β −2β 1 + β

)
.

©o
(
α −2 + α 2− α
β 1 + β −β

)
. ©p

(
4 + α α −2− α
β β 1− β

)
.

©q
(

5− 7α+ 6ξ α ξ −3 + 3α− 2ξ
−7β + 6η β η 2 + 3β − 2η

)
. ©r

(
−1− 2α+ ξ + 2λ α ξ λ
4− 2β + η + 2µ β η µ

)
.

©s
(

8− 4α α 2− 3α+ 2ξ ξ
2− 4β β 3− 3β + 2η η

)
. ©t

(
λ ξ −2− λ+ 2ξ − 3α α
µ η −3− µ+ 2η − 3β β

)
.

©u
 −2− 2λ+ α+ 2ξ λ α ξ

1− 2µ+ β + 2η µ β η
−1− 2ν + γ + 2ζ ν γ ζ

.©v
 −2 + 3α+ 2ξ α ξ 5− 7α− 6ξ
−1 + 3β + 2η β η 5− 7β − 6η
1 + 3γ + 2ζ γ ζ −1− 7γ − 6ζ

.

©w
 λ −λ+ 2α− 2ξ α ξ
µ 3− µ+ 2β − 2η β η
ν −1− ν + 2γ − 2ζ γ ζ

.©x
 α −7 + 4α+ 3ξ ξ −9 + 6α+ 6ξ
β 4 + 4β + 3η η 8 + 6β + 6η
γ −2 + 4γ + 3ζ ζ −6 + 6γ + 6ζ

.

12.©a
(

α β
−2δ + 1 δ

)
. ©b

(
−1 + γ −1 + δ
γ δ

)
. ©c

(
−3 + γ − β + δ β

γ δ

)
.
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©d
(
−γ 1− δ
γ δ

)
. ©e

(
2γ + β − 2δ + 2 β

γ δ

)
. ©f

(
−3 + 3γ + β − 3δ β

γ δ

)
.

©g
(
γ + β − δ β

γ δ

)
. ©h

(
= 2 + γ − β + δ β

γ δ

)
.

©i
(
δ − β + ζ + γ − η + 3 β γ

δ ζ η

)
. ©j

(
α 2α+ 4δ − 2ζ + γ + 2η − 8 γ
δ ζ η

)
.

©k
(
α −1 γ
δ ζ η

)
. ©l

(
−δ − β − ζ − γ − η − 2 β γ

δ ζ η

)
.

©m
(
δ − 2β + 2ζ − 3γ + 3η + 4 β γ

δ ζ η

)
. ©n

(
6− γ − 2β − 2δ β

γ δ

)
.

©o
(

2γ − 2β + 4δ − 3 β
γ δ

)
. ©p

(
−2γ + 2β + 4δ + 3 β

γ δ

)
.

©q
(

1 + γ + β − δ β
γ δ

)
. ©r

 2 + β − γ
β
γ

. ©s
 2− 2β + γ

β
γ

.

©t
 2β − 3γ + 4

β
γ

. ©u
 −3 + β + 3γ

β
γ

. ©v
 2 + β β
−3 + 2ζ + δ − 2η δ

ζ η

.

©w
 3− ζ + β + η β

1 + δ δ
ζ η

. ©x
 α β
ζ + 2δ − 2η − 2 δ

ζ η

.

13. ©a x = −2, y = 1. ©b x = 2, y = −2. ©c x = 2, y = 1. ©d x = −2,
y = 1. ©e x = −1, y = 1. ©f x = 1, y = −1. ©g x = 1, y = −2. ©h x = −2,
y = 1. ©i x = 1, y = 3. ©j x = 3, y = 1. ©k x = −2, y = −2. ©l x = −2,
y = −1.©m x = −2, y = 3.©n x = −3, y = 1.©o x = 1, y = 3.©p x = −1,
y = 3. ©q x = −2, y = −3. ©r x = 2, y = −1. ©s x = 1, y = 2. ©t x = −1,
y = −1. ©u x = 3, y = 1. ©v x = 3, y = 2. ©w x = 2, y = 1. ©x x = −1,
y = 1.

14. ©a x = 1 − i, y = −2. ©b x = 3 + 2i, y = 1 + i. ©c x = −1 + i,
y = 1. ©d x = −i, y = 1 + 3i. ©e x = 3 + i, y = 2 − 2i. ©f x = 2 + i,
y = 1 − i. ©g x = 2 + 2i, y = −2 − i. ©h x = −1 − i, y = −2 + 2i.
©i x = −2+3i, y = 2− 2i. ©j x = 1− i, y = −1− 2i. ©k x = i, y = −1− i.
©l x = −1+i, y = −1−i.©m x = −2+3i, y = 2−i.©n x = 2−i, y = 1−i.
©o x = −1 + 3i, y = −1 + i. ©p x = −2 + i, y = 1 + 3i. ©q x = 2 + i,
y = 1− i. ©r x = 1 + i, y = −i. ©s x = −1+ i, y = −2+ i. ©t x = −2+3i,
y = −1−i.©u x = −2+2i, y = 1+2i.©v x = 2−i, y = −i.©w x = −2+2i,
y = −1 + 3i. ©x x = 1 + i, y = −1− i.

15. ©a (−7,−4, 3). ©b (3, 6, 9). ©c −(1, 4, 11). ©d (3,−1, 5).
16. ©a (−5, 11,−14). ©b (6, 4,−18). ©c (9,−1, 1). ©d (−1, 1,−15).
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17. ©a (7,−3,−7). ©b (−1, 9, 10). ©c (0,−4,−8). ©d −(21, 3, 3).
18. ©a (0,−5, 7). ©b −(4, 9, 3). ©c (6, 1, 16). ©d (4,−16,−6).
19.©a (8,−8,−12).©b (13,−13,−8).©c (11,−11,−13).©d (5,−5,−4).
20. ©a (−6,−6, 6). ©b (6,−13,−7). ©c (15, 1, 7). ©d (−3,−5, 13).
21. ©a (2,−3,−2). ©b 1

4 (1, 4,−3). ©c (1,−1, 0). ©d Нет реше-
ния. ©e 1

5 (−6,−2,−5). ©f 1
7 (−5, 8, 4). ©g 1

2 (4,−6,−1). ©h 1
7 (6, 0, 7).

©i 1
2 (−1, 4,−3). ©j − 1

2 (2, 0, 1). ©k 1
4 (3,−11,−5). ©l 1

3 (−6, 1,−9).
©m 1

3 (−3, 8, 6). ©n (2, 1, 1). ©o (5, 2,−2). ©p 1
7 (7, 6,−1). ©q − 1

7 (0, 1, 8).
©r 1

7 (1,−3,−1). ©s 1
3 (−4, 1, 1). ©t 1

4 (3, 5, 4). ©u 1
5 (9, 0, 2). ©v 1

3 (0, 7, 1).
©w −(3, 3, 8). ©x − 1

2 (1, 1, 0).
22. Не указанный в ответе вектор не является линейной комби-

нацией векторов системы. ©a b1 = −3a1 + 2a2. ©b b2 = 3a1 + a2.
©c b1 = a1+3a2.©d b1 = −2a1−a2.©e b1 = a1−2a2.©f b1 = −3a1+a2.
©g b2 = −a1+3a2.©h b2 = a1+2a2.©i b1 = a1+3a2.©j b1 = −a1−3a2.
©k b2 = −a1−3a2.©l b1 = 3a1−2a2.©m b1 = a1+3a2.©n b2 = −a1−a2.
©o b2 = −a1−a2.©p b2 = 2a1 +a2.©q b1 = 3a1 +2a2.©r b1 = 3a1−a2.
©s b2 = −a1−2a2.©t b1 = −a1−2a2.©u b1 = −a1−3a2.©v b1 = 3a1−a2.
©w b1 = 2a1 + a2. ©x b1 = a1 − 2a2.

23. ©a При λ 6= −11 b = λ+1
λ+11a1 + 3λ−2

λ+11a2 + 10
λ+11a3. При λ = −11

разложить нельзя. ©b При λ 6= 3/4 b = − λ+8
8λ−6a1 + 6λ−8

4λ−3a2 + 7
4λ−3a3.

При λ = 3/4 разложить нельзя. ©c При λ 6= −13/4 b = − 15
4λ+13a1 −

3λ−9
4λ+13a2− 2λ+14

4λ+13a3. При λ = −13/4 разложить нельзя.©d При λ 6= −13/5
b = − 16

5λ+13a1 − 2λ+2
5λ+13a2 − 14λ−18

5λ+13 a3. При λ = −13/5 разложить нельзя.
©e При λ 6= −1 b = − 7

4a1 − 5
4a2. При λ = −1 b = (−3 − t)a1 + ta2 +

(5 + 4t)a3 для любого t. ©f При λ 6= −13 b = − 85
3λ+39a1 + 6λ−7

λ+13a2 +
22λ−54
3λ+39 a3. При λ = −13 разложить нельзя.©g При λ 6= 2/5 b = 2

5λ−2a1−
λ−2
5λ−2a2 − λ

10λ−4a3. При λ = 2/5 разложить нельзя. ©h При λ 6= 20 b =
5λ−10
λ−20 a1 + 10

λ−20a2− 7λ−30
λ−20 a3. При λ = 20 разложить нельзя. ©i При λ 6=

−1 b = − 10λ+20
13λ+13a1 + 2

λ+1a2 + 4λ+8
13λ+13a3. При λ = −1 разложить нельзя.

©j При λ 6= −11/3 b = 8λ+23
3λ+11a1 + 19

3λ+11a2 − 4λ+40
3λ+11a3. При λ = −11/3

разложить нельзя. ©k При всех λ b = 13
9 a2 + 4

3a3. ©l При λ 6= 11/8 b =
− λ+24

8λ−11a1+ 3λ−15
8λ−11a2− 29

8λ−11a3. При λ = 11/8 разложить нельзя.©m При
λ 6= 1 b = 3λ−2

3λ−3a1 − 2λ−5
3λ−3a2 + 4

3λ−3a3. При λ = 1 разложить нельзя.
©n При λ 6= 6 b = 13

λ−6a1 − 4λ−11
λ−6 a2 − 4λ+2

λ−6 a3. При λ = 6 разложить
нельзя. ©o При λ 6= −3 b = 9

2λ+6a1 + 2λ+51
2λ+6 a2 − λ−6

2λ+6a3. При λ = −3
разложить нельзя. ©p При λ 6= 4 b = −λ+4

λ−4a1 + 4
λ−4a2 + 2λ+8

3λ−12a3. При
λ = 4 разложить нельзя. ©q При λ 6= −4 b = 8a1 − 3a3. При λ =
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−4 b = (8 + 6t)a1 + ta2 − (3 + 4t)a3 для любого t. ©r При λ 6= 3/2
b = 5λ+15

6λ−9 a1 + 9
2λ−3a2− 3λ−9

4λ−6a3. При λ = 3/2 разложить нельзя.©s При
λ 6= −9 b = − 4λ+18

λ+9 a1+ 9
λ+9a2+ 16λ+45

2λ+18 a3. При λ = −9 разложить нельзя.
©t При λ 6= −5 b = λ+6

2λ+10a1 − 1
λ+5a2 − λ+2

2λ+10a3. При λ = −5 разложить
нельзя. ©u При λ 6= 1/2 b = − 29

12λ−6a1 − 7
6a2 − 5λ−17

12λ−6a3. При λ = 1/2
разложить нельзя. ©v При λ 6= 1 b = 4

3λ−3a1− 6λ−2
3λ−3a2 + 8

3a3. При λ = 1
разложить нельзя. ©w При λ 6= 1/4 b = 10λ+20

4λ−1 a1 + 15
4λ−1a2 + 3λ+18

4λ−1 a3.
При λ = 1/4 разложить нельзя. ©x При λ 6= 20 b = λ+44

λ−20a1 + 32
λ−20a2 +

7λ−12
λ−20 a3. При λ = 20 разложить нельзя.

24. ©a , ©c , ©e , ©g , ©i , ©k , ©m , ©o , ©q , ©s , ©u , ©w Системы линейно
независимы. ©b , ©d , ©f , ©h , ©j , ©l , ©n , ©p , ©r , ©t , ©v , ©x Системы
линейно зависимы.

25. ©a , ©c , ©e , ©g , ©i , ©k , ©m , ©o , ©q , ©s , ©u , ©w Системы линейно
зависимы.©b ,©d ,©f ,©h ,©j ,©l ,©n ,©p ,©r ,©t ,©v ,©x Системы линейно
независимы.

26. ©a , ©c , ©e , ©g , ©i , ©k , ©m , ©o , ©q , ©s , ©u , ©w Системы линейно
независимы. ©b , ©d , ©f , ©h , ©j , ©l , ©n , ©p , ©r , ©t , ©v , ©x Системы
линейно зависимы.

27. ©a – 27. ©x Система функций линейно независима.
28. ©a , ©b , ©c Линейно независимые системы. ©d Линейно незави-

сима при n ≤ 2, линейно зависима при n > 2. ©e Линейно независима
при n = 1, линейно зависима при n > 1. ©f Линейно независима при
n ≤ 2, линейно зависима при n > 2. ©g Линейно независима при n ≤ 2,
линейно зависима при n > 2. ©h Линейно независима при n = 1, ли-
нейно зависима при n > 1. ©i , ©j , ©k Линейно независимые системы.
©l Линейно независима при n ≤ 3, линейно зависима при n > 3.©m Ли-
нейно независима при n ≤ 4, линейно зависима при n > 4. ©n Линейно
независима. ©o Линейно независима при n = 1, линейно зависима при
n > 1.

29. ©a , ©c , ©e , ©g , ©i , ©k , ©m , ©o , ©q , ©s , ©u , ©w , ©y Неполные
системы.©b ,©d ,©f ,©h ,©j ,©l ,©n ,©p ,©r ,©t ,©v ,©x Полные системы.

30. ©a , ©d , ©e , ©f , ©h , ©l , ©m , ©o , ©q , ©t , ©v , ©x Системы базисами
не являются. ©b , ©c , ©g , ©i , ©j , ©k , ©n , ©p , ©r , ©s , ©u , ©w Системы
являются базисами.

31. ©a , ©c , ©g , ©h , ©i , ©k , ©m , ©o , ©q , ©t , ©v , ©x Системы базисами
не являются. ©b , ©d , ©e , ©f , ©j , ©l , ©n , ©p , ©r , ©s , ©u , ©w Системы
являются базисами.

32. ©a , ©d , ©f , ©h , ©k , ©l , ©n , ©p , ©s , ©t , ©v , ©x Системы базисами
не являются. ©b , ©c , ©e , ©g , ©i , ©j , ©m , ©o , ©q , ©r , ©u , ©w Системы
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являются базисами.
33. ©a , ©d , ©f , ©g , ©i , ©j , ©k , ©n , ©p , ©r , ©t , ©w Системы являют-

ся базисами. ©b , ©c , ©e , ©h , ©l , ©m , ©o , ©q , ©s , ©u , ©v , ©x Системы
базисами не являются.

34. ©a xe = (1, 1, 2)τ , y = (−1, 7, 9)τ . ©b xe = (−3, 1, 3)τ , y =
(−8, 6, 11)τ . ©c xe = (1, 1,−1)τ , y = (4,−2,−6)τ . ©d xe = (−1, 0,−1)τ ,
y = (1, 4,−3)τ .©e xe = (−3,−3,−1)τ , y = (7, 10, 7)τ .©f xe = (1,−1, 0)τ ,
y = (8, 4, 8)τ .©g xe = (2,−1, 1)τ , y = (0, 0,−8)τ .©h xe = (0, 1,−3)τ , y =
(−2,−1,−6)τ .©i xe = (2, 2, 3)τ , y = (−2,−3, 5)τ .©j xe = (−2, 3, 4)τ , y =
(−1, 0,−7)τ . ©k xe = (−3,−3, 0)τ , y = (−8, 6,−1)τ . ©l xe = (1, 2,−2)τ ,
y = (−1,−7,−7)τ . ©m xe = (−2, 1, 0)τ , y = (3, 1,−3)τ . ©n xe =
(−1, 3, 4)τ , y = (6, 4,−6)τ . ©o xe = (2,−2,−1)τ , y = (−3,−5, 4)τ .
©p xe = (1,−1, 0)τ , y = (−6, 1,−3)τ . ©q xe = (1,−1, 0)τ , y = (−8, 6, 1)τ .
©r xe = (−3, 1, 4)τ , y = (−4, 4,−4)τ .©s xe = (4, 3,−4)τ , y = (−3, 0,−1)τ .
©t xe = (−2, 2,−4)τ , y = (−2,−5,−2)τ . ©u xe = (−1, 0, 4)τ , y =
(6, 4, 8)τ . ©v xe = (−3, 1, 1)τ , y = (−3, 7, 11)τ . ©w xe = (3, 2,−1)τ ,
y = (11,−2, 0)τ . ©x xe = (4,−2, 0)τ , y = (−5, 8,−1)τ .

35. ©a YA = (2, 0,−2 − 1)τ , X =
(

4 −5
5 0

)
. ©b YA = (2,−1, 1 − 2)τ ,

X =
(

1 −3
2 −5

)
.©c YA = (0, 1, 11)τ , X =

(
−1 3

3 −2

)
.©d YA = (2,−2,−1−

2)τ , X =
(

4 4
−3 2

)
. ©e YA = (−1, 0,−1 − 1)τ , X =

(
5 2
5 1

)
. ©f YA =

(−1, 0,−3−1)τ , X =
(

3 0
3 −1

)
.©g YA = (−3, 1,−1−2)τ , X =

(
−2 −3

1 3

)
.

©h YA = (−2, 2, 4 − 3)τ , X =
(
−1 −2

0 −4

)
. ©i YA = (−2, 0,−22)τ , X =(

−4 5
−1 0

)
. ©j YA = (3, 4, 1 − 2)τ , X =

(
0 −1

−1 −1

)
. ©k YA = (2, 0, 1 −

1)τ , X =
(
−4 3

0 2

)
. ©l YA = (0,−1,−1 − 1)τ , X =

(
1 −5
3 5

)
. ©m YA =

(1,−2,−10)τ , X =
(

0 1
0 1

)
. ©n YA = (−2,−1,−20)τ , X =

(
1 −2

−4 4

)
.

©o YA = (1,−2, 03)τ , X =
(
−5 −2
−1 −4

)
. ©p YA = (1,−1,−1 − 1)τ , X =(

3 0
2 1

)
. ©q YA = (0,−1,−1 − 1)τ , X =

(
5 −3

−4 −2

)
. ©r YA = (0,−3, 2 −

3)τ , X =
(

1 −4
5 5

)
. ©s YA = (−2,−3,−30)τ , X =

(
3 4
5 0

)
. ©t YA =
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(2, 1,−23)τ , X =
(
−3 1
−5 −1

)
. ©u YA = (−1, 0,−1− 1)τ , X =

(
−4 5
−1 −5

)
.

©v YA = (1, 2,−3−3)τ , X =
(

4 3
2 3

)
.©w YA = (1,−1, 22)τ , X =

(
5 −5
3 0

)
.

©x YA = (−1,−1, 2− 1)τ , X =
(

2 3
−5 0

)
.

36. ©a hf = (0,−2,−1)τ , g(x) = −5− 3x+ 2x2. ©b hf = (0,−1,−2)τ ,
g(x) = 4.©c hf = (1,−1,−1)τ , g(x) = −3−5x−2x2.©d hf = (−1, 0,−3)τ ,
g(x) = −2x − 3x2. ©e hf = (−3,−3, 1)τ , g(x) = −1 + 5x. ©f hf =
(2,−1, 3)τ , g(x) = −x + 3x2. ©g hf = (0,−1, 1)τ , g(x) = −5 + 5x − 5x2.
©h hf = (0, 1, 1)τ , g(x) = −3x−3x2.©i hf = (−1,−1, 0)τ , g(x) = 4−4x−
4x2.©j hf = (4,−1, 0)τ , g(x) = −2−4x+2x2.©k hf = (2, 0,−1)τ , g(x) =
2− 3x− 2x2. ©l hf = (0, 1, 1)τ , g(x) = 2− 2x− 4x2. ©m hf = (−1, 3, 4)τ ,
g(x) = −1−3x+3x2.©n hf = (−1, 0,−2)τ , g(x) = −1−5x+2x2.©o hf =
(4,−1,−3)τ , g(x) = −2x + 4x2. ©p hf = (1, 1, 0)τ , g(x) = 1 − 5x + 2x2.
©q hf = (−1, 0,−1)τ , g(x) = 4 − 2x + 3x2. ©r hf = (3, 1, 0)τ , g(x) =
−5 + 3x− 2x2. ©s hf = (2, 3, 1)τ , g(x) = 1− x− 4x2. ©t hf = (0,−1, 2)τ ,
g(x) = −1 − 5x + 5x2. ©u hf = (0, 2, 1)τ , g(x) = 5 − x + 4x2. ©v hf =
(0, 2, 2)τ , g(x) = −3 − 2x + 2x2. ©w hf = (0, 1, 1)τ , g(x) = 2 − 4x + 5x2.
©x hf = (−1, 2,−1)τ , g(x) = 1.

37. ©a e1 = (−1,−1, 3)τ , e2 = (−1,−2, 3)τ , e3 = (−1, 0,−1)τ .
©b e1 = (−1,−1,−1)τ , e2 = (−1, 1, 2)τ , e3 = (3, 1,−2)τ .©c e1 = (2, 3, 1)τ ,
e2 = (1, 2, 1)τ , e3 = (3, 1, 1)τ . ©d e1 = (0,−1, 3)τ , e2 = (2,−1, 3)τ ,
e3 = (1,−2, 2)τ . ©e e1 = (1,−1,−2)τ , e2 = (3,−1,−1)τ , e3 = (−1, 0, 1)τ .
©f e1 = (1,−2,−2)τ , e2 = (−2, 1, 1)τ , e3 = (−2, 3, 2)τ . ©g e1 =
(2,−1, 2)τ , e2 = (−2, 0, 1)τ , e3 = (−2, 2,−2)τ . ©h e1 = (−1,−1, 2)τ ,
e2 = (3, 0,−1)τ , e3 = (2, 1,−1)τ . ©i e1 = (−1, 0,−1)τ , e2 = (−1, 1,−1)τ ,
e3 = (−2, 1, 2)τ . ©j e1 = (−1, 3, 1)τ , e2 = (−1, 1, 2)τ , e3 = (1, 2, 0)τ .
©k e1 = (1, 2,−1)τ , e2 = (2, 2,−1)τ , e3 = (0,−2,−1)τ .©l e1 = (2,−1, 3)τ ,
e2 = (1, 0, 1)τ , e3 = (−2,−1,−2)τ . ©m e1 = (1, 0,−2)τ , e2 = (−1, 1, 2)τ ,
e3 = (3,−2, 1)τ . ©n e1 = (3, 1, 2)τ , e2 = (1, 2, 3)τ , e3 = (0,−2,−2)τ .
©o e1 = (0, 3, 1)τ , e2 = (3,−1, 3)τ , e3 = (−2, 2,−1)τ . ©p e1 = (1, 1, 1)τ ,
e2 = (2, 0,−1)τ , e3 = (3,−2,−1)τ . ©q e1 = (−1, 2, 2)τ , e2 = (2, 1, 3)τ ,
e3 = (3,−1, 0)τ . ©r e1 = (1, 1,−2)τ , e2 = (−1,−2, 3)τ , e3 = (2, 2,−2)τ .
©s e1 = (1, 2, 1)τ , e2 = (3, 2, 1)τ , e3 = (2,−1,−2)τ .©t e1 = (−2,−1,−1)τ ,
e2 = (1, 1, 1)τ , e3 = (−2,−1,−2)τ . ©u e1 = (−1,−2, 1)τ , e2 = (1,−1, 1)τ ,
e3 = (0,−2, 3)τ . ©v e1 = (2,−2, 2)τ , e2 = (−1, 2, 0)τ , e3 = (3,−1, 3)τ .
©w e1 = (3, 1, 1)τ , e2 = (1,−2, 1)τ , e3 = (1, 3,−1)τ . ©x e1 = (2, 2, 2)τ ,
e2 = (−1, 2, 1)τ , e3 = (0, 2, 2)τ .
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38. ©a
 −2 3 −1
−2 2 −1
−1 0 2

,

xu = (−1, 0, 1)τ ,
ye = (5, 5, 0)τ .

©b
 −1 2 −1
−1 −1 0

3 −2 −1

,

yu = (3, 1, 1)τ ,
xe = (−7, 1, 5)τ .

©c
 2 0 1

2 1 1
1 1 1

,

yu = (−2, 0, 2)τ ,
xe = (−3, 0, 1)τ .

©d
 −1 1 1

3 −2 −1
2 −1 −1

,

xu = (2, 2, 3)τ ,
ye = (−3, 9, 5)τ .

©e
 2 3 3

1 0 1
1 1 1

,

xu = (3, 0,−1)τ ,
ye = (−1, 0,−1)τ .

©f
 1 −1 −1

0 2 −1
−1 2 −1

,

yu = (1, 1, 0)τ ,
xe = (2, 4, 3)τ .

©g
 2 1 2

3 1 3
1 0 2

,

yu = (−2,−2, 2)τ ,
xe = (8, 11, 5)τ .

©h
 2 1 2

2 0 1
−1 1 1

,

yu = (−1, 0, 2)τ ,
xe = (−5,−4, 1)τ .

©i
 −1 3 −2

1 −2 2
0 3 −1

,

xu = (0, 1, 3)τ ,
ye = (−2, 0,−4)τ .

©j
 0 1 −1
−2 1 1
−1 3 −1

,

xu = (−1, 0,−2)τ ,
ye = (3, 5, 9)τ .

©k
 0 2 −1
−1 3 1

2 −2 −2

,

yu = (2,−1, 0)τ ,
xe = (6, 10,−8)τ .

©l
 −1 2 2
−2 3 2

1 −2 −1

,

xu = (−1, 1,−2)τ ,
ye = (4, 7,−5)τ .

©m
 −1 −1 0

2 −1 2
2 −1 1

,

xu = (0, 3,−2)τ ,
ye = (1, 8, 6)τ .

©n
 −1 3 −1
−2 3 0
−1 1 2

,

yu = (−1,−1,−1)τ ,
xe = (0,−3,−2)τ .

©o
 1 0 1

2 −1 3
2 −1 1

,

yu = (−1,−1,−1)τ ,
xe = (−1,−6,−4)τ .

©p
 −1 1 −1

0 −1 2
2 −1 3

,

yu = (−2, 3, 1)τ ,
xe = (−2, 0, 7)τ .

©q
 2 2 3
−1 −2 −2

0 −1 −2

,

yu = (−1, 2, 0)τ ,
xe = (−8, 4, 3)τ .

©r
 3 0 2

3 1 1
1 1 2

,

yu = (0, 2, 3)τ ,
xe = (−7,−7,−7)τ .

©s
 1 2 −2
−2 2 −1
−1 −1 1

,

yu = (−1, 2, 3)τ ,
xe = (5, 3,−3)τ .

©t
 2 −1 −2

0 1 1
1 2 −1

,

yu = (−1,−1,−1)τ ,
xe = (2, 3, 6)τ .

©u
 0 −2 −2
−1 2 3
−1 2 1

,

yu = (−1,−2, 0)τ ,
xe = (−2, 0, 4)τ .

©v
 −1 −2 1
−1 0 −1

3 1 3

,

yu = (−2, 1, 3)τ ,
xe = (−2,−2, 5)τ .

©w
 2 1 3
−1 −2 −1

3 3 3

,

xu = (3,−2, 1)τ ,
ye = (5,−5, 9)τ .

©x
 −1 1 1
−2 3 3
−2 3 2

,

xu = (2,−1, 3)τ ,
ye = (1, 2, 3)τ .
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39. ©a u1 = (0,−1, 1)τ , u2 = (1, 1,−1)τ , u3 = (−1,−3,−3)τ .
f1 = (3, 3, 0)τ , f2 = (3, 2, 1)τ , f3 = (3, 1, 1)τ . ©b u1 = (−1, 1,−1)τ ,
u2 = (−3,−1, 2)τ , u3 = (0, 2,−1)τ . f1 = (1, 1, 1)τ , f2 = (0,−2,−1)τ ,
f3 = (1,−1, 2)τ . ©c u1 = (2, 1, 3)τ , u2 = (2,−1, 2)τ , u3 = (−3,−1,−1)τ .
f1 = (1,−2, 1)τ , f2 = (−1, 3, 2)τ , f3 = (2,−1, 1)τ . ©d u1 = (−2, 2, 3)τ ,
u2 = (3,−2,−1)τ , u3 = (−3, 0,−1)τ . f1 = (2, 0, 2)τ , f2 = (1, 2, 2)τ ,
f3 = (1, 1, 2)τ . ©e u1 = (−3, 2,−2)τ , u2 = (3,−3,−1)τ , u3 = (−1, 0,−1)τ .
f1 = (2,−1, 2)τ , f2 = (2, 2,−1)τ , f3 = (3, 2, 0)τ . ©f u1 = (1, 1, 1)τ ,
u2 = (3, 2,−1)τ , u3 = (−2, 1, 2)τ . f1 = (−1, 0,−1)τ , f2 = (3, 1, 3)τ , f3 =
(−1,−2,−2)τ . ©g u1 = (−2, 3,−1)τ , u2 = (0,−1, 2)τ , u3 = (1, 3,−3)τ .
f1 = (2, 1, 1)τ , f2 = (−1, 1, 2)τ , f3 = (2,−1,−2)τ . ©h u1 = (1,−2, 1)τ ,
u2 = (0, 2,−2)τ , u3 = (−3,−1,−2)τ . f1 = (−1,−1, 0)τ , f2 = (3, 2,−1)τ ,
f3 = (−2,−1,−1)τ . ©i u1 = (1, 3, 3)τ , u2 = (3,−1,−1)τ , u3 = (1, 2, 3)τ .
f1 = (3,−1,−1)τ , f2 = (2,−2,−2)τ , f3 = (1, 1, 0)τ . ©j u1 = (−1, 1, 3)τ ,
u2 = (1, 2, 2)τ , u3 = (0, 3,−1)τ . f1 = (3,−2, 0)τ , f2 = (1,−2, 1)τ ,
f3 = (3,−1, 1)τ . ©k u1 = (2, 2, 0)τ , u2 = (2, 1, 1)τ , u3 = (−1, 2,−1)τ .
f1 = (0,−2,−2)τ , f2 = (−1, 1, 1)τ , f3 = (−1, 1,−1)τ . ©l u1 = (−3, 2,−2)τ ,
u2 = (−1, 2,−1)τ , u3 = (0, 2, 1)τ . f1 = (1, 3, 2)τ , f2 = (0, 1, 1)τ , f3 =
(−1, 3, 2)τ . ©m u1 = (−1, 2, 0)τ , u2 = (2, 1, 2)τ , u3 = (1, 2, 2)τ . f1 =
(2,−1,−1)τ , f2 = (2,−1,−2)τ , f3 = (1,−1,−1)τ . ©n u1 = (−2, 3,−1)τ ,
u2 = (−3, 2, 3)τ , u3 = (−2,−2, 0)τ . f1 = (0,−1, 2)τ , f2 = (1,−1, 3)τ ,
f3 = (1, 2, 2)τ . ©o u1 = (−1, 1, 2)τ , u2 = (−2,−2,−1)τ , u3 = (2, 0,−2)τ .
f1 = (1, 0, 1)τ , f2 = (−2, 2, 1)τ , f3 = (3,−1, 1)τ . ©p u1 = (−2,−3, 3)τ ,
u2 = (2,−2,−3)τ , u3 = (3, 0, 1)τ . f1 = (1, 1,−1)τ , f2 = (−1,−2,−1)τ ,
f3 = (0, 1, 1)τ . ©q u1 = (−1,−2, 1)τ , u2 = (3, 3, 1)τ , u3 = (−3,−2,−1)τ .
f1 = (1,−1, 3)τ , f2 = (2, 1, 0)τ , f3 = (−2,−2, 1)τ . ©r u1 = (1,−3, 0)τ ,
u2 = (1, 2, 1)τ , u3 = (−2,−3, 3)τ . f1 = (−2, 2, 2)τ , f2 = (−1,−2, 1)τ , f3 =
(2, 1,−1)τ . ©s u1 = (3,−2,−1)τ , u2 = (−1, 0,−2)τ , u3 = (−2, 1,−2)τ .
f1 = (−1,−2,−2)τ , f2 = (2, 3, 1)τ , f3 = (3, 1, 0)τ . ©t u1 = (2,−1, 1)τ ,
u2 = (0, 1,−3)τ , u3 = (2, 2, 1)τ . f1 = (−1, 1,−1)τ , f2 = (1, 1,−2)τ ,
f3 = (−1, 0,−1)τ . ©u u1 = (2, 0, 2)τ , u2 = (−1,−1, 3)τ , u3 = (−3,−1, 2)τ .
f1 = (3, 0, 2)τ , f2 = (2, 1, 2)τ , f3 = (3,−1, 1)τ . ©v u1 = (1, 1, 0)τ ,
u2 = (2,−3, 1)τ , u3 = (−3,−1,−1)τ . f1 = (1, 1, 2)τ , f2 = (1, 1, 1)τ , f3 =
(0,−2,−1)τ . ©w u1 = (−1,−3,−3)τ , u2 = (1, 1,−1)τ , u3 = (1,−3, 0)τ .
f1 = (−2, 2, 3)τ , f2 = (−1, 2, 2)τ , f3 = (0,−2, 2)τ . ©x u1 = (0, 3,−1)τ ,
u2 = (−3, 1,−2)τ , u3 = (−1, 2,−1)τ . f1 = (0, 2, 1)τ , f2 = (−1, 2, 1)τ ,
f3 = (2, 1, 1)τ .

40. ©a
 −2 −1 −1

3 −1 2
1 −1 1

. ©b
 −1 −2 −1
−2 1 2

2 1 0

. ©c
 3 −1 2
−2 2 −1
−2 1 −2

.
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©d
 3 −2 2
−1 −2 2

1 1 −2

. ©e
 −2 1 3

2 1 −1
−1 −1 1

. ©f
 −1 −2 −1

1 1 1
−1 −2 0

.

©g
 1 2 3
−2 −2 −2
−1 2 1

. ©h
 −1 3 1

1 −2 −1
0 1 1

. ©i
 −1 2 −1

2 −2 1
−1 1 0

.

©j
 2 −2 −1
−1 −1 −1

3 1 0

. ©k
 −2 −1 1
−1 −1 1

2 1 0

. ©l
 1 −1 −1
−1 2 0
−2 −1 1

.

©m
 1 1 −2
−1 2 1

1 1 0

. ©n
 −1 2 −1

2 −1 0
−2 3 −2

. ©o
 0 −2 −1
−2 2 1

1 −1 −1

.

©p
 −1 2 1

0 1 1
−2 1 1

. ©q
 2 −2 −2
−1 0 −1

1 −1 1

. ©r
 1 −1 1

1 2 3
1 1 2

.

©s
 1 1 1

1 0 −2
3 2 −2

. ©t
 3 2 2

2 3 2
2 1 2

. ©u
 1 −1 −2

0 1 2
−1 2 2

.

©v
 1 −1 −1

0 3 2
2 2 1

. ©w
 −1 1 1
−1 −1 1

3 2 2

. ©x
 1 −1 −2
−1 −1 −1

2 3 −1

.

41. ©a
 1 −2 −1

0 −1 1
−2 2 1

. ©b
 −2 1 −1
−2 0 −1

3 −2 2

. ©c
 1 0 1
−2 2 1

1 −2 −1

.

©d
 1 2 3

2 0 1
−1 −2 −2

. ©e
 0 −1 −2

2 −1 2
−1 3 3

. ©f
 1 3 0
−1 2 2

1 2 −1

.

©g
 1 −2 2
−2 −1 −1

2 −2 2

. ©h
 1 −2 3
−1 1 1

2 −1 1

. ©i
 2 −1 2

0 1 1
−1 2 −1

.

©j
 1 −1 2
−2 −2 1

1 −2 2

. ©k
 0 2 −2

1 2 −1
−1 −1 2

. ©l
 −1 0 −2

1 −1 −2
−2 3 1

.

©m
 1 1 −1
−2 1 3

1 −2 −1

. ©n
 3 −2 0

2 −2 1
1 −1 3

. ©o
 −1 3 −2

1 −2 1
−1 −2 2

.

©p
 2 1 3

0 −1 −2
−1 2 2

. ©q
 2 0 1
−2 3 −1
−1 1 −1

. ©r
 1 −2 −2

0 −1 −1
−1 −2 −1

.
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©s
 1 −1 2

3 −2 3
3 −2 2

. ©t
 0 −1 −1
−1 −1 −1

1 1 −1

. ©u
 2 2 1
−1 3 3

2 1 0

.

©v
 −1 −1 1

1 1 2
1 3 2

. ©w
 −1 1 −2

3 −1 3
2 0 3

. ©x
 −1 1 −2

0 1 −1
−1 2 −1

.

42. ©a


1 −1 1 1

−2 3 2 −1
2 3 3 −2
2 0 1 −1

.©b


1 1 1 1

−1 0 3 1
−1 −1 2 2
−2 0 1 1

. ©c


−2 −2 −2 1
−2 −2 2 1

1 0 −1 −1
−2 −2 −1 2

.

©d


1 −2 −1 0
2 −1 0 −1
1 2 1 −1
3 2 2 −2

. ©e


−1 −1 2 −2

0 −1 −1 2
2 2 −2 3
3 1 0 1

. ©f


2 1 −1 0
3 3 1 1

−1 −2 −2 −2
−1 −1 0 −1

.

©g


−1 1 1 −1

1 −2 0 1
−2 0 3 −1
−2 −2 1 −2

. ©h


−1 1 −2 3
−2 −1 0 −1

1 2 0 −1
2 2 1 3

. ©i


3 1 −2 1
2 0 −1 1

−2 −1 0 −2
1 1 −1 1

.

©j


3 −1 3 −1

−2 0 2 −1
3 2 −2 2
1 −1 2 0

. ©k


−1 1 1 2
−1 1 1 3
−2 0 −2 1

1 −2 1 −2

. ©l


−1 −2 0 −1

3 3 2 3
2 2 2 3

−1 1 0 −1

.

©m


−1 −2 −2 0

2 1 1 1
1 2 1 0

−1 −2 −1 −1

. ©n


1 2 −2 −2
0 2 −1 −2

−2 −1 2 1
1 1 0 −2

. ©o


0 −2 2 2
1 −1 2 1
0 −2 −2 2
1 2 1 2

.

©p


−2 −1 −1 1
−2 −2 −1 1

0 −1 −2 2
3 3 1 −2

. ©q


0 1 2 2
1 −2 −2 −1

−1 −1 −2 −2
1 −2 3 2

. ©r


1 0 −1 2
2 −1 −2 −1
0 1 −1 −2

−1 1 1 −2

.

©s


1 2 2 −2
1 1 3 2
1 1 1 0

−2 −1 0 1

. ©t


−1 −2 1 0

2 1 1 1
3 3 2 3
3 −1 2 1

. ©u


3 −1 −1 3

−2 2 1 −1
2 −1 0 2
2 −1 1 2

.

©v


−1 −1 −2 0

2 1 −1 0
−1 −2 2 −2

1 1 2 1

. ©w


3 −1 −2 −2
1 1 0 −2
2 0 −1 −1
3 −2 −1 −2

. ©x


0 −2 −1 1
1 −1 0 −1

−1 3 2 −1
−1 3 1 −2

.

43. ©a r = 2. ©b r = 1. ©c r = 2. ©d r = 2. ©e r = 1. ©f r = 2. ©g r =
2. ©h r = 2. ©i r = 2. ©j r = 3. ©k r = 2. ©l r = 3. ©m r = 2. ©n r = 3.
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©o r = 3. ©p r = 4. ©q r = 2. ©r r = 4. ©s r = 4. ©t r = 3. ©u r = 2.
©v r = 3. ©w r = 3. ©x r = 2.

44. ©a r = 2. ©b r = 3. ©c r = 2. ©d r = 3. ©e r = 3. ©f r = 2. ©g r =
3. ©h r = 3. ©i r = 2. ©j r = 3. ©k r = 2. ©l r = 2. ©m r = 3. ©n r = 2.
©o r = 3. ©p r = 2. ©q r = 2. ©r r = 3. ©s r = 3. ©t r = 2. ©u r = 3.
©v r = 2. ©w r = 3. ©x r = 2.

45. ©a a1, a4, a5. ©b a1, a2. ©c a2, a4. ©d a1, a3, a6. ©e a1, a2, a6.
©f a1, a4, a6. ©g a1, a3. ©h a2, a4, a6. ©i a2, a3. ©j a1, a2, a4, a6. ©k a1,
a3, a5, a6. ©l a1, a3. ©m a2, a5. ©n a1, a2, a4. ©o a1, a2. ©p a1, a4, a6.
©q a1, a3, a5. ©r a1, a4, a5. ©s a1, a3, a6. ©t a2, a3. ©u a1, a2, a6. ©v a2,
a4. ©w a1, a2, a4, a6. ©x a1, a4.

46. ©a f1, f3. ©b f1, f4. ©c f1, f3. ©d f1, f3, f5. ©e f1, f4. ©f f1, f3. ©g f1,
f3, f5. ©h f1, f4. ©i f1, f3. ©j f1, f3, f5. ©k f1, f4. ©l f1, f3. ©m f1, f2, f5.
©n f1, f4. ©o f1, f3. ©p f1, f2, f5. ©q f1, f4. ©r f1, f3. ©s f1, f2, f5. ©t f1, f3.
©u f1, f3, f5. ©v f1, f4. ©w f1, f4. ©x f1, f3.

47. ©a a1, a2, a4, 3. ©b a1, a2, a5, a6, 4. ©c a1, a2, 2. ©d a1, a2, a5, 3.
©e a1, a2, a3, a5, 4. ©f a1, a2, a6, 3. ©g a1, a2, a5, a6, 4. ©h a1, a2, a4,
3. ©i a1, a2, 2. ©j a1, a2, a6, 3. ©k a1, a2, a4, a6, 4. ©l a1, a2, 2. ©m a1,
a2, a5, 3. ©n a1, a2, 2. ©o a1, a2, a3, a5, 4. ©p a1, a2, a5, 3. ©q a1, a2,
2. ©r a1, a2, a4, a6, 4. ©s a1, a2, a6, 3. ©t a1, a2, a3, a6, 4. ©u a1, a2, 2.
©v a1, a2, a4, a6, 4. ©w a1, a2, a5, 3. ©x a1, a2, 2.

48. ©a (1,−2, 0, 1), (0, 1, 1, 1), d = 2. ©b Система уравнений име-
ет только нулевое решение, d = 0. ©c (1, 3, 1, 0), (1,−2, 0, 1), d = 2.
©d (1, 0, 1,−1), d = 1. ©e (−1, 1, 0, 1), (−1, 2, 1, 0), d = 2. ©f Систе-
ма уравнений имеет только нулевое решение, d = 0. ©g (−3, 1, 2, 1),
d = 1. ©h Система уравнений имеет только нулевое решение, d =
0. ©i (−2, 1, 1,−1), d = 1. ©j (5, 0, 0, 2), (−1, 0, 1, 0), (−3, 2, 0, 0),
d = 3. ©k (0, 1, 2, 1), (1, 0,−3,−1), d = 2. ©l (2, 1, 0,−1), d =
1. ©m Система уравнений имеет только нулевое решение, d = 0
©n (1,−2,−1, 0), (0, 2, 2, 1), d = 2. ©o (1, 0,−3, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 2, 1),
d = 3. ©p (−2,−1, 1, 1), d = 1. ©q (4, 0, 1, 0), (−2, 1, 0, 0), (7, 0, 0, 1),
d = 3. ©r (−1, 1, 0, 1), (2,−1, 1, 0), d = 2. ©s (−2,−1, 0, 1), d = 1.
©t (3, 0, 0, 4), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1, 1), d = 3. ©u (3,−2, 1, 0), (1, 2, 0, 1),
d = 2. ©v (0, 1, 2, 0), (0, 0,−2, 1), (1, 0, 0, 0), d = 3. ©w (2,−1, 0, 1),
(−3, 1, 1, 0), d = 2. ©x (3,−1, 1, 1), d = 1.

49. ©a , ©c , ©d , ©e , ©g , ©h , ©j , ©k , ©m , ©n , ©p , ©q , ©r , ©t , ©u , ©w ,
©x Являются. ©b , ©f , ©i , ©l , ©o , ©s , ©v Не являются.

50. ©a a2 = −2a1, a4 = 3a1 − a3, a5 = a1 + a3, a6 = −2a1 + 2a3.
©b a2 = −2a1, a3 = 3a1, a5 = −a1 + a4, a6 = −a1 − 2a4. ©c a1 = 2a2,
a4 = −a2 + 2a3, a5 = −2a2 + 3a3, a6 = a2 + 2a3. ©d a2 = 2a1, a4 =
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−2a1 − a3, a5 = −2a3, a6 = 3a1 + a3. ©e a2 = −2a1, a4 = 2a1 + a3,
a5 = −2a1 + 2a3, a6 = a1 + 3a3. ©f a2 = −a1, a4 = a1 − 0,5a3, a5 =
−2a3, a6 = a1 − a3. ©g a1 = −a2, a4 = −a2 + a3, a5 = −a2 + 3a3,
a6 = −2a2 + a3. ©h a2 = 2a1, a3 = −a1, a5 = −a1 + a4, a6 = a1 + a4.
©i a2 = −a1, a4 = 2a1, a5 = −a1 + a4, a6 = a1 + a4. ©j a2 = 3a1,
a3 = −2a1, a5 = 2a1−2a4, a6 = 2a1+3a4.©k a2 = −3a1, a4 = −2a1−a3,
a5 = a1 + 2a3, a6 = a1 + a3. ©l a2 = −2a1, a3 = 3a1, a5 = 2a1 + a4,
a6 = −2a1+2a4.©m a2 = −a1, a4 = −a1+a3, a5 = 2a1+2a3, a6 = a1+a3.
©n a2 = −2a1, a4 = −a3, a5 = −2a1 +−2a3, a6 = a1 +a3. ©o a1 = −2a2,
a4 = 2a2 − a3, a5 = −a2 + a3, a6 = 2a2 + a3. ©p a2 = −a1, a4 = a1 + a3,
a5 = −a1 + 3a3, a6 = −a1 + 2a3. ©q a2 = −a1, a3 = 2a1, a5 = −a1 + a4,
a6 = −2a1 +a4.©r a2 = 2a1, a4 = 2a1 +a3, a5 = 3a1 +a3, a6 = −a1−a3.
©s a2 = −a1, a4 = a1−a3, a5 = −2a1 +a3, a6 = −a1−2a3.©t a2 = −a1,
a4 = a1−a3, a5 = −2a1+a3, a6 = 2a1−2a3.©u a2 = −a1, a4 = 2a1−2a3,
a5 = −2a1 + a3, a6 = 2a1 + a3. ©v a2 = 2a1, a4 = 3a1 − a3, a5 = a1 − a3,
a6 = −a3. ©w a2 = −a1, a3 = 2a1, a5 = 2a1 + a4, a6 = a1 + a4. ©x a2 =
−2a1, a3 = 3a1, a5 = a1 + a4, a6 = a1 − 2a4.

51. ©a 3x1 +2x4 = 0, 3x1 +2x3 = 0, x1−x2 = 0. ©b x1−x2 +2x3 = 0,
x1−x4 = 0.©c 2x1−x2 = 0, x1−x3 = 0, 2x1+x4 = 0.©d 2x1−x2+3x4 = 0.
©e 2x1 + x2 = 0, 2x1 − x3 = 0, x1 − x4 = 0. ©f 2x1 + 5x2 − 7x3 − 3x4 = 0.
©g 2x3 − 3x4 = 0, 2x2 − 3x4 = 0, x1 = 0. ©h 4x1 − 3x2 − 2x3 + 3x4 = 0.
©i 2x1 + x3 + x4 = 0, 7x1 + 2x2 + 8x3 = 0. ©j 5x1 + 2x2 + 4x3 + 2x4 = 0.
©k 6x1+3x2−x3 = 0, x1−x4 = 0.©l 5x1+3x2+x3 = 0, 11x1+8x2+x4 = 0.
©m 4x1−6x2−3x4 = 0, x1−x3 = 0.©n 3x1+5x2−7x4 = 0, 4x2+3x3−5x4 =
0. ©o 3x1 + 3x2 + x3 = 0. ©p 7x2 + x3 − 4x4 = 0, x1 + 3x2 − 3x4 = 0.
©q 4x2 + 5x3 − 3x4 = 0, 3x1 + 7x2 + 8x3 = 0. ©r 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
x1−2x2 = 0.©s x1−4x2+7x3+x4 = 0.©t x1+x3 = 0, 4x1−2x2−3x4 = 0.
©u 2x1 + 3x2 − 2x3 = 0, 3x2 − 6x3 + 2x4 = 0. ©v 2x1 − x2 + 3x3 + x4 = 0.
©w 2x2+x3 = 0, 4x1+3x2+x4 = 0.©x x1+x2+x3 = 0, 3x1−3x2+x4 = 0.

52. ©a s = 4, d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, a3, b1 (или
любой базис в R4), базис пересечения — (1, 1, 0, 1). ©b s = 2, d = 2.
Сумма и пересечение совпадают, их базис, например, a1, a2. ©c s = 4,
d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, a3, b1 (или любой базис в R4),
базис пересечения — (3, 2, 0, 3). ©d s = 2, d = 2. Сумма и пересечение
совпадают, их базис, например, a1, a2. ©e s = 3, d = 1. Например,
базис суммы — a1, a2, b1, базис пересечения — (2, 0, 2, 1). ©f s = 3,
d = 2. Например, базис суммы — b1, b2, b3, базис пересечения — a1,
a2. ©g s = 4, d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, a3, b1 (или
любой базис в R4), базис пересечения — (2, 5,−5,−5). ©h s = 3, d = 2.
Например, базис суммы — b1, b2, b3, базис пересечения — a1, a2.©i s =
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2, d = 2. Сумма и пересечение совпадают, их базис, например, a1, a2.
©j s = 3, d = 2. Например, базис суммы — b1, b2, b3, базис пересечения
— a1, a2. ©k s = 3, d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, b1, базис
пересечения — (−2,−6,−4, 2). ©l s = 3, d = 2. Например, базис суммы
— b1, b2, b3, базис пересечения — a1, a2. ©m s = 3, d = 1. Например,
базис суммы — a1, a2, b1, базис пересечения — (2,−1,−1,−4).©n s = 2,
d = 2. Сумма и пересечение совпадают, их базис, например, a1, a2.
©o s = 4, d = 0. Базис суммы, например, a1, a3, b1,b2 (или любой
базис в R4). ©p s = 3, d = 2. Например, базис суммы — b1, b2, b3,
базис пересечения — a1, a2. ©q s = 4, d = 2. Например, базис суммы —
a1, a2, a3, b1 (или любой базис в R4), базис пересечения — (1,−2, 1, 1),
(8,−12, 3, 4).©r s = 3, d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, b1, базис
пересечения — (−1, 2, 2, 3). ©s s = 3, d = 2. Например, базис суммы —
b1, b2, b3, базис пересечения — a1, a2.©t s = 4, d = 2. Например, базис
суммы — a1, a2, a3, b1 (или любой базис в R4), базис пересечения —
(−2, 9,−3, 0), (2,−3, 1,−1). ©u s = 4, d = 1. Например, базис суммы —
a1, a2, a3, b1 (или любой базис в R4), базис пересечения — (0, 4, 4, 1).
©v s = 3, d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, b3, базис пересечения
— (1, 1, 1, 1). ©w s = 4, d = 2. Например, базис суммы — a1, a2, a3,
b1 (или любой базис в R4), базис пересечения — (0, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 0).
©x s = 4, d = 0. Базис суммы, например, a1, a2, b1,b3 (или любой базис
в R4).

53. ©a s = 4, d = 2. Базисом суммы является любой базис в R4,
базис пересечения, например — (3,−3, 1, 3), (2, 0, 1, 0). ©b s = 3, d = 1.
Например, базис суммы — (−1, 0, 0, 1), (2, 3, 0,−1), (−1, 2, 1,−3), базис
пересечения — (0, 3, 0, 1). ©c s = 4, d = 1. Базисом суммы является лю-
бой базис в R4, базис пересечения, например — (5, 4,−1, 3). ©d s = 4,
d = 2. Базисом суммы является любой базис в R4, базис пересече-
ния, например — (2, 0, 1, 0), (−2, 1,−5, 2). ©e s = 2, d = 2. Сумма и
пересечение совпадают, их базис, например — (1,−1, 0, 2), (2, 0, 1, 3).
©f s = 3, d = 2. Например, базис суммы — (3,−1,−2, 3), (7, 2,−2,−2),
(3, 4,−2, 0), базис пересечения — (1, 1,−1, 1), (−3, 0, 1, 0). ©g s = 3,
d = 1. Например, базис суммы — (1, 2, 0, 1), (1,−1, 1, 2), (1,−1, 1, 3),
базис пересечения — (1, 5,−1, 0). ©h s = 4, d = 2. Базисом суммы яв-
ляется любой базис в R4, базис пересечения, например — (0, 1, 0, 0),
(3, 0,−2,−1).©i s = 3, d = 2. Например, базис суммы — (−3,−1, 2,−3),
(15, 0, 4, 4), (−2, 1, 0, 0), базис пересечения — (2,−1, 2,−1), (0, 0,−2, 1).
©j s = 2, d = 2. Сумма и пересечение совпадают, их базис, напри-
мер — (1,−2,−1, 1), (−1, 3, 3,−2). ©k s = 3, d = 2. Например, ба-
зис суммы — (1, 1, 1, 1), (−5, 7,−6, 7), (4, 0, 3, 0), базис пересечения —
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(1, 1, 0, 1), (−3, 1,−3, 1). ©l s = 2, d = 2. Сумма и пересечение совпа-
дают, их базис, например — (3,−3, 1, 0), (2,−1, 1, 2). ©m s = 3, d = 1.
Например, базис суммы — (1, 0,−3,−1), (0,−1, 1, 1), (3,−1, 2, 2), базис
пересечения — (1,−4, 1, 3). ©n s = 3, d = 2. Например, базис суммы
— (−1, 0, 1, 0), (10, 4,−2, 3), (−6, 0, 6, 1), базис пересечения — (2, 2, 2, 1),
(1, 1, 1, 1). ©o s = 4, d = 1. Базисом суммы является любой базис в R4,
базис пересечения, например — (1,−4, 2, 2). ©p s = 3, d = 2. Например,
базис суммы — (1, 1, 0, 0), (4, 9,−5, 6), (5, 6,−1, 3), базис пересечения
— (−1,−3, 2, 3), (1, 2,−1, 3). ©q s = 3, d = 1. Например, базис суммы
— (0, 1, 0, 2), (−2,−2, 2, 3), (2,−1,−2, 2), базис пересечения — (0, 1, 0, 2).
©r s = 4, d = 2. Базисом суммы является любой базис в R4, базис пере-
сечения, например — (3, 3, 4,−7), (1, 1, 0,−1). ©s s = 4, d = 0. Базисом
суммы является любой базис в R4. ©t s = 3, d = 1. Например, базис
суммы — (2,−3,−3,−1), (1,−3,−3, 1), (−2, 3,−2, 2), базис пересечения
— (−1, 3, 3,−1). ©u s = 4, d = 0. Базисом суммы является любой базис
в R4.©v s = 4, d = 1. Базисом суммы является любой базис в R4, базис
пересечения, например — (3, 2, 1,−2). ©w s = 3, d = 1. Например, ба-
зис суммы — (3, 2,−3,−3), (0, 0,−1, 2), (2, 1,−1, 1), базис пересечения
— (−3,−2, 4, 1). ©x s = 2, d = 2. Сумма и пересечение совпадают, их
базис, например — (2, 3,−1,−2), (1, 0,−2,−1).

54.©a s = 4, d = 1. Базисом суммы является любой базис в R4, базис
пересечения, например — (3,−2, 5, 1). ©b s = 4, d = 0. Базисом суммы
является любой базис в R4. ©c s = 4, d = 1. Базисом суммы является
любой базис в R4, базис пересечения, например — (1, 0, 0,−1).©d s = 3,
d = 1. Например, базис суммы — (2, 0,−3,−2), (2,−1, 2, 2), a1, базис пе-
ресечения — (−4, 1, 1, 0).©e s = 2, d = 2. Сумма и пересечение совпада-
ют, их базис, например, a1, a2. ©f s = 3, d = 2. Например, базис суммы
— (−3,−2, 2,−1), (−15,−9, 7,−12), (0,−1, 3, 5), базис пересечения — a1,
a2. ©g s = 3, d = 1. Например, базис суммы — a1, a2, (2, 2,−1, 1), базис
пересечения — (3,−3, 0,−1).©h s = 3, d = 2. Например, базис суммы —
a1, a2, a3, базис пересечения — (−3, 0, 1,−3), (1, 1, 3,−1).©i s = 2, d = 2.
Сумма и пересечение совпадают, их базис, например, a1, a2. ©j s = 4,
d = 2. Базисом суммы является любой базис в R4, базис пересечения,
например — (0, 0, 1,−3). (7,−7,−9, 4), ©k s = 3, d = 2. Например, базис
суммы — a1, a2, a3, базис пересечения — (−3,−1, 1, 0), (−1,−2, 3,−2).
©l s = 4, d = 2. Базисом суммы является любой базис в R4, базис
пересечения, например — (13, 5, 6, 3). (5, 3, 2, 0), ©m s = 3, d = 2. На-
пример, базис суммы — (−2, 1, 1,−2), (8,−2, 6,−4), (4,−2,−4, 6), базис
пересечения — a1, a2. ©n s = 2, d = 2. Сумма и пересечение совпадают,
их базис, например, a1, a2. ©o s = 4, d = 1. Базисом суммы является
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любой базис в R4, базис пересечения, например — (1, 7, 3, 1). ©p s = 3,
d = 1. Например, базис суммы — (0, 1,−3, 1), (1, 0,−2,−2), a1, базис
пересечения — (−3, 1, 3, 7). ©q s = 3, d = 2. Например, базис суммы —
a1, a2, a3, базис пересечения — (1, 3, 1, 0), (1,−2, 3, 1). ©r s = 4, d = 0.
Базисом суммы является любой базис в R4. ©s s = 3, d = 1. Напри-
мер, базис суммы — (−2, 1,−1,−3), (2, 3,−3, 0), a1, базис пересечения
— (6, 1,−1, 6). ©t s = 3, d = 2. Например, базис суммы — a1, a2, a3,
базис пересечения — (0, 3, 2,−2), (−1, 0,−2, 1).©u s = 4, d = 0. Базисом
суммы является любой базис в R4. ©v s = 4, d = 2. Базисом суммы яв-
ляется любой базис в R4, базис пересечения, например — (2,−1,−4,−3).
(−5, 2, 15, 9). ©w s = 4, d = 1. Базисом суммы является любой базис в
R4, базис пересечения, например — (2, 1, 2, 3). ©x s = 2, d = 2. Сумма и
пересечение совпадают, их базис, например, a1, a2.

55.©a
 1 0 2

1 2 1
−3 2 −2

 ,

detA = 10.

©b
 1 2 2

3 1 1
1 −1 −3

 ,

detA = 10.

©c
 3 −2 −2
−3 2 2

0 2 2

 ,

detA = 0.

©d
 −3 1 2

2 1 2
3 1 3

 ,

detA = −5.

©e
 −2 −1 0

3 3 2
−3 1 3

 ,

detA = 1.

©f
 2 2 1
−3 1 −1

2 −3 2

 ,

detA = 13.

©g
 −3 3 1
−3 1 3

1 3 0

 ,

detA = 26.

©h
 3 2 3
−3 2 −3

1 2 0

 ,

detA = −12.

©i
 −3 −2 −2

1 3 −2
0 −1 1

 ,

detA = 1.

©j
 3 3 1

1 0 3
1 −2 −2

 ,

detA = 31.

©k
 1 1 3
−3 −1 3

0 2 3

 ,

detA = −18.

©l
 2 3 −3

1 −2 −1
1 2 −1

 ,

detA = −4.

©m
 3 1 −2

2 1 −2
3 3 3

 ,

detA = 9.

©n
 0 1 −2
−3 3 −3

2 3 1

 ,

detA = 27.

©o
 −3 −2 3

3 3 0
2 2 3

 ,

detA = −9.

©p
 3 1 2

1 2 0
3 −2 2

 ,

detA = −6.

©q
 3 2 1

1 −2 −3
−2 0 1

 ,

detA = 0.

©r
 1 −3 1
−1 −1 −3

0 1 1

 ,

detA = −2.
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©s
 0 2 2

1 2 −2
3 3 2

 ,

detA = −22.

©t
 1 3 −1

2 3 −1
2 2 0

 ,

detA = −2.

©u
 0 3 1

2 1 −1
−1 −3 −3

 ,

detA = 16.

©v
 1 1 −1

2 3 −3
3 −2 3

 ,

detA = 1.

©w
 3 2 3

3 2 3
0 −1 −2

 ,

detA = 0.

©x
 3 2 3

1 1 3
2 0 3

 ,

detA = 9.

56.©a
 0 2 2

0 0 4
0 0 0

 ,

detA = 0.

©b
 1 −1 1

1 0 0
1 2 4

 ,

detA = 6.

©c
 1 −2 9

1 1 −4
0 0 1

 ,

detA = 3.

©d
 1 0 0

1 2 4
1 0 0

 ,

detA = 0.

©e
 0 −3 −4

0 0 −6
0 0 0

 ,

detA = 0.

©f
 1 −2 4

1 1 1
1 1 1

 ,

detA = 0.

©g
 1 1 0

1 4 11
0 0 1

 ,

detA = 3.

©h
 2 −3 0

0 2 −6
0 0 2

 ,

detA = 8.

©i
 1 2 4

1 2 4
1 0 0

 ,

detA = 0.

©j
 1 4 9

1 3 12
0 0 1

 ,

detA = −1.

©k
 −1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

 ,

detA = −1.

©l
 1 3 9

1 1 1
1 3 9

 ,

detA = 0.

©m
 1 −2 9

1 1 −4
0 0 1

 ,

detA = 3.

©n
 3 0 4

0 3 0
0 0 3

 ,

detA = 27.

©o
 1 1 1

1 0 0
1 −3 9

 ,

detA = −12.

©p
 1 3 4

1 3 10
0 0 1

 ,

detA = 0.

©q
 3 3 −6

0 3 6
0 0 3

 ,

detA = 27.

©r
 1 0 0

1 0 0
1 3 9

 ,

detA = 0.

©s
 1 1 0

1 1 2
0 0 1

 ,

detA = 0.

©t
 −3 0 −2

0 −3 0
0 0 −3

 ,

detA = −27.

©u
 1 0 0

1 1 1
1 1 1

 ,

detA = 0.
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©v
 1 2 1

1 4 13
0 0 1

 ,

detA = 2.

©w
 0 1 0

0 0 2
0 0 0

 ,

detA = 0.

©x
 1 −1 1

1 3 9
1 2 4

 ,

detA = −12.

57.©a


−2 1 2 0

3 −2 0 2
−2 0 −1 1

0 −2 3 −1

 ,

detA = 54.

©b


−1 1 −6 2

3 −1 6 −6
6 −2 −4 2

−6 6 6 −4

 ,

detA = 664.

©c


−1 3 1 0

3 −2 0 1
−1 0 2 3

0 −1 3 1

 ,

detA = 64.

©d


2 0 −1 3
0 2 3 −2
1 −3 −1 9

−3 2 9 −4

 ,

detA = −41.

©e


0 −2 2 0
2 6 0 2
2 0 −3 −2
0 2 2 3

 ,

detA = −44.

©f


−7 −6 −6 −4

6 11 4 6
−6 −4 2 0

4 6 0 2

 ,

detA = 76.

©g


4 1 1 0
3 5 0 1
1 0 2 1
0 1 3 3

 ,

detA = 23.

©h


6 2 2 1
6 8 3 3
2 1 2 0
3 3 0 2

 ,

detA = 17.

©i


5 −3 2 0

−3 5 0 2
−3 0 1 −3

0 −3 −3 1

 ,

detA = 76.

©j


8 −6 6 −6

−6 8 −6 6
−9 9 −4 6

9 −9 6 −4

 ,

detA = 304.

©k


3 −1 0 0

−2 3 0 0
2 0 2 −1
0 2 −2 2

 ,

detA = 14.

©l


4 −2 0 0

−4 4 0 0
2 −2 3 −1

−4 2 −2 3

 ,

detA = 56.

©m


1 1 2 0
3 −1 0 2

−1 0 4 1
0 −1 3 2

 ,

detA = 0.

©n


−2 0 2 2

0 −2 6 −2
−1 −1 1 3
−3 1 9 −5

 ,

detA = 0.

©o


4 2 0 0
2 2 0 0
3 0 0 2
0 3 2 −2

 ,

detA = −16.

©p


5 6 0 0
6 −1 0 0
3 6 1 −2
6 −3 −2 3

 ,

detA = 41.

©q


1 −3 2 0
1 1 0 2

−1 0 3 −3
0 −1 1 3

 ,

detA = 52.

©r


1 0 2 −6
0 1 2 2

−1 3 3 −6
−1 −1 2 3

 ,

detA = 109.

©s


−3 −3 0 0
−1 −1 0 0

1 0 −3 −3
0 1 −1 −1

 ,

detA = 0.

©t


0 6 0 0
2 −4 0 0

−1 −3 0 6
−1 1 2 −4

 ,

detA = 144.

©u


5 −2 1 0
1 1 0 1
2 0 5 −2
0 2 1 1

 ,

detA = 9.
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©v


−2 3 2 0
−1 4 0 2
−3 0 −1 3

0 −3 −1 5

 ,

detA = 142.

©w


−2 3 −6 6
−1 4 −2 6

9 −9 −5 6
3 −9 −2 7

 ,

detA = 2347.

©x


2 0 −2 2
0 2 3 −2
4 −4 0 2

−6 4 3 0

 ,

detA = 184.

58.©a
 2 3 3

1 0 1
−1 −1 1

 . ©b
 −1 2 −3
−2 3 −1
−3 2 −1

 . ©c
 −1 −3 −2

0 2 1
1 3 2

 .

©d
 −3 −2 0

2 1 1
2 2 1

 . ©e
 −2 3 −1
−3 2 3

0 −1 −1

 . ©f
 0 −1 1

1 1 −2
−2 −1 3

 .

©g
 1 −2 2
−2 −2 1

1 0 1

 . ©h
 −2 1 0
−3 1 3

1 −2 2

 . ©i
 −1 −1 1
−2 −1 1
−2 0 1

 .

©j
 −1 1 1

1 −1 −3
2 −3 2

 . ©k
 −2 3 −2

3 0 −1
−3 2 −2

 . ©l
 −3 1 −1
−3 0 2
−2 2 2

 .

©m
 3 1 1

2 1 1
0 1 −2

 . ©n
 2 −1 −1

1 −2 1
−1 3 −3

 . ©o
 1 2 −1

1 −1 1
3 0 2

 .

©p
 1 3 2

1 3 −1
2 2 2

 . ©q
 1 1 −2

3 −1 −3
0 −1 3

 . ©r
 0 −2 1

1 −1 −2
1 −1 1

 .

©s
 1 1 −3

2 −2 −2
−2 3 −3

 . ©t
 1 0 1
−3 3 1

3 −1 −1

 . ©u
 1 2 3

0 3 2
1 −2 1

 .

©v
 −3 −1 1

1 1 2
1 3 3

 . ©w
 0 3 2
−1 2 1

1 −2 −3

 . ©x
 1 3 −3
−3 2 0
−2 1 1

 .

59.©a
 3 2 2

1 3 2
−4 4 1

 . ©b
 1 0 1
−2 −4 −4

1 1 1

 . ©c
 −3 −1 −2

4 −1 0
4 2 3

 .

©d
 0 −2 −2
−2 1 2

1 1 1

 . ©e
 −1 −1 −3

4 −4 −2
3 −1 2

 . ©f
 −2 −2 −1
−1 3 3
−2 −2 −2

 .

©g
 2 −1 −1

4 −1 −1
−3 −2 0

 . ©h
 2 −2 2
−2 3 −1
−3 0 −4

 . ©i
 1 2 −1

1 −1 3
2 1 −1

 .
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©j
 −1 1 2

1 −2 −3
−2 −1 4

 . ©k
 3 1 −1

2 2 4
−2 −1 −1

 . ©l
 1 3 1

0 −1 −1
−3 1 4

 .

©m
 −2 2 −1
−1 1 −1

4 −4 2

 . ©n
 3 1 2
−2 −2 2

0 −3 3

 . ©o
 0 2 1
−2 1 1
−3 4 3

 .

©p
 −1 1 −3
−1 −4 3

4 3 3

 . ©q
 −2 2 −2
−3 2 −1

3 1 3

 . ©r
 1 1 3
−1 −2 −4

2 3 1

 .

©s
 1 1 −2

1 3 −1
4 −3 2

 . ©t
 3 −2 1

1 0 1
2 −2 3

 . ©u
 4 −3 3

2 −2 2
1 3 −1

 .

©v
 −3 4 −3
−3 3 −2

0 −4 3

 . ©w
 −1 −1 −2

3 2 1
−2 −1 2

 . ©x
 −2 1 −2

3 −1 4
−4 −2 4

 .

60.©a
 1 3 4
−2 −3 −2

4 4 0

 . ©b
 0 −3 −2
−1 2 −1

2 −1 1

 . ©c
 −1 −3 −1
−2 −1 −2
−2 1 −3

 .

©d
 3 4 2
−1 −3 −2

3 3 2

 . ©e
 4 −3 3
−1 −3 2
−2 −1 1

 . ©f
 2 −2 1
−3 0 −2

1 2 1

 .

©g
 0 −1 2
−3 −1 −2

3 −1 1

 . ©h
 −3 −4 −3

1 3 3
3 2 0

 . ©i
 −2 −4 2

1 1 −1
2 4 −1

 .

©j
 4 2 4

3 0 −2
−3 2 4

 . ©k
 4 3 1
−3 2 2

4 −3 −3

 . ©l
 −4 0 −2
−2 1 1

2 1 2

 .

©m
 2 −1 0
−1 1 −1

1 −1 −1

 . ©n
 −1 −1 −3

0 2 1
1 3 3

 . ©o
 −1 −2 −4

4 3 4
−4 −2 −2

 .

©p
 2 3 −2

2 4 −2
3 4 −2

 . ©q
 −3 −1 −4

0 −2 −1
2 1 4

 . ©r
 −1 −3 −1

1 −2 0
−1 −1 −1

 .

©s
 −1 1 −1
−1 −4 −3
−3 2 4

 . ©t
 −3 3 −2

0 2 −3
3 −2 −3

 . ©u
 3 1 1
−2 2 −1
−2 −4 1

 .

©v
 1 1 −3
−2 −1 2
−2 −1 0

 . ©w
 4 4 1
−4 −4 −3
−3 −4 2

 . ©x
 −1 −3 −3
−1 0 −1

2 4 3

 .
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61.©a
 1 0 −3
−4 −2 3

1 1 3

 . ©b
 4 −1 −2
−4 2 4
−1 −1 −2

 . ©c
 2 −3 2

3 −4 0
−2 3 2

 .

©d
 1 0 −1

1 1 1
2 −2 −4

 . ©e
 2 −3 3

2 1 1
4 0 3

 . ©f
 −1 −1 1
−1 −1 −1

3 0 1

 .

©g
 −4 1 −1

2 1 2
−2 −1 −2

 . ©h
 −2 −2 2

3 4 −3
2 0 2

 . ©i
 −3 −3 −3

2 4 1
2 0 3

 .

©j
 2 2 2
−3 −1 −3

2 −3 0

 . ©k
 −1 −1 4
−2 −4 −4

2 3 0

 . ©l
 4 3 −2

2 −1 −1
2 3 −1

 .

©m
 3 2 1

1 3 3
3 −1 −4

 . ©n
 2 1 4

2 1 3
−1 −2 −4

 . ©o
 0 3 −1

3 −2 1
−2 −1 2

 .

©p
 2 3 0
−3 −4 1

2 4 2

 . ©q
 2 −1 −3

1 −2 −4
−2 0 2

 . ©r
 1 −2 2
−3 3 −2

0 2 −4

 .

©s
 3 −4 −1
−3 −3 −2

3 3 1

 . ©t
 0 −1 −2
−3 1 3

2 1 −2

 . ©u
 −3 1 1
−3 2 0
−2 2 1

 .

©v
 3 2 −3

4 4 −3
3 1 0

 . ©w
 2 −2 4
−2 −1 −3

2 3 2

 . ©x
 3 0 2

3 −2 1
2 −3 1

 .

62.©a
(

4 −2
−4 3

)
;
(

1 −2
2 −3

)
. ©b

(
3 1
4 2

)
;

(
−3 4
−2 2

)
.

©c
(

1 4
2 2

)
;

(
4 1

−1 −1

)
. ©d

(
−3 −1
−3 3

)
;

(
−3 −4

3 −3

)
.

©e
(
−1 4

1 4

)
;

(
−1 1

4 −2

)
. ©f

(
4 4
4 −1

)
;

(
1 4
1 −4

)
.

©g
(

2 −3
−2 4

)
;

(
2 3
1 1

)
. ©h

(
−3 3

3 −4

)
;

(
−3 −3
−3 2

)
.

©i
(

1 −2
−1 4

)
;

(
4 1

−4 4

)
. ©j

(
4 −4
2 −4

)
;

(
1 2
2 −1

)
.

©k
(

1 −3
−2 1

)
;

(
4 3
1 1

)
. ©l

(
3 −2

−3 1

)
;

(
−3 1
−3 4

)
.

©m
(

1 1
4 4

)
;

(
4 1
1 1

)
. ©n

(
4 −4
1 −3

)
;

(
−2 2

4 −3

)
.
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©o
(
−3 −3

3 2

)
;

(
3 3

−3 2

)
. ©p

(
−2 3
−3 −4

)
;

(
−2 −3

3 −1

)
.

©q
(

1 4
3 3

)
;

(
4 −2
3 −3

)
. ©r

(
−4 3
−1 4

)
;

(
2 −3

−1 −2

)
.

©s
(

4 −3
−2 2

)
;

(
−2 −3

1 −1

)
. ©t

(
4 1
4 2

)
;

(
−2 4

1 −1

)
.

©u
(

2 3
4 1

)
;

(
2 −3

−2 4

)
. ©v

(
−1 2
−3 −4

)
;

(
−4 −1

3 −4

)
.

©w
(

4 −1
−1 4

)
;

(
1 −4

−4 4

)
. ©x

(
4 1
3 −1

)
;

(
−2 4

3 −4

)
.

63.©a
(
−7 3

4 −4

)
;
(

2 1
1 4

)
. ©b

(
−6 5
−6 4

)
;

(
5 −2

−2 4

)
.

©c
(
−6 6
−6 3

)
;

(
−1 3
−2 6

)
. ©d

(
7 −1
4 −4

)
;

(
3 1

−1 5

)
.

©e
(

7 1
4 4

)
;

(
6 −1
2 4

)
. ©f

(
−4 0
−1 6

)
;

(
4 −3
1 −2

)
.

©g
(

7 5
1 3

)
;

(
6 4

−1 3

)
. ©h

(
−3 −5
−2 2

)
;

(
7 −1

−1 5

)
.

©i
(

2 −5
0 −1

)
;

(
3 −5

−1 6

)
. ©j

(
5 3

−3 −5

)
;

(
2 −1

−3 4

)
.

©k
(
−6 −7

4 −2

)
;

(
7 −3

−2 4

)
. ©l

(
−3 3

1 0

)
;

(
5 −1
1 4

)
.

©m
(

0 6
−1 −7

)
;

(
−2 −1

1 −6

)
. ©n

(
−6 1
−2 −5

)
;

(
5 −1

−1 5

)
.

©o
(

3 −5
−2 2

)
;

(
1 4
3 4

)
. ©p

(
0 −3
5 −6

)
;

(
1 1

−4 6

)
.

©q
(
−6 −6
−3 −3

)
;

(
−1 1

1 2

)
. ©r

(
0 5

−1 −1

)
;

(
4 4
1 2

)
.

©s
(

2 0
−4 −6

)
;

(
3 −7

−5 7

)
. ©t

(
−3 −3

1 5

)
;

(
3 −1
2 6

)
.

©u
(

5 −7
−5 3

)
;

(
5 1

−2 1

)
. ©v

(
0 6

−3 6

)
;

(
−3 6
−3 7

)
.

©w
(
−1 −1

3 −1

)
;

(
6 3
1 1

)
. ©x

(
−7 −2

3 0

)
;

(
6 1

−3 1

)
.

©y
(
−5 −7
−6 0

)
;

(
3 −2
1 6

)
. ©z

(
−4 4

2 −6

)
;

(
3 −3
2 7

)
.

64. ©a rang(A) = 3; kerA = ` ((−4;−1; 3;−3));
imA = ` ((0; 1; 3; 2); (3;−1;−3; 1); (2; 3; 1; 2)).
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©b rang(A) = 3; kerA = ` ((0; 2; 3;−3));
imA = ` ((2; 1; 3; 1); (3; 0;−3; 0); (−2; 3; 1; 1)).
©c rang(A) = 3; kerA = ` ((0;−1; 0; 1));
imA = ` ((2; 1; 0;−3); (1; 1;−2;−3); (0; 1; 0; 3)).
©d rang(A) = 3; kerA = ` ((3;−3; 1; 0));
imA = ` ((0;−2; 3; 0); (−1;−1; 3; 1); (3; 2;−3; 1)).
©e rang(A) = 3; kerA = ` ((1; 2;−1;−1));
imA = ` ((2; 2; 1; 0); (2;−1; 0; 0); (3; 1;−2;−1)).
©f rang(A) = 2; kerA = ` ((−2;−1; 2; 0); (−4; 1; 0; 2));
imA = ` ((1; 1; 1; 1); (0; 2; 0; 0)).
©g rang(A) = 2; kerA = ` ((−2;−1; 1; 0); (−1; 0; 0; 1));
imA = ` ((3; 1; 1; 1); (−3; 1; 0; 1)).
©h rang(A) = 2; kerA = ` ((1;−1; 0; 0); (1; 0; 0;−2));
imA = ` ((0;−2; 2; 2); (−3; 3; 2;−3)).
©i rang(A) = 2; kerA = ` ((1;−2;−6; 0); (11; 2; 0;−6));
imA = ` ((0; 0; 0;−2); (3; 3; 3; 2)).
©j rang(A) = 2; kerA = ` ((−3;−2;−1; 0); (−2;−1; 0;−1));
imA = ` ((0;−1;−2; 2); (−1; 0; 3;−2)).
©k rang(A) = 4; kerA = {0}; imA = R4. ©l rang(A) = 4; kerA = {0};
imA = R4. ©m rang(A) = 4; kerA = {0}; imA = R4. ©n rang(A) = 4;
kerA = {0}; imA = R4. ©o rang(A) = 1; imA = ` ((1; 1; 0; 2)).
kerA = ` ((1; 0; 2; 0); (0; 1; 2; 0); (0; 0; 2; 1));
©p rang(A) = 1; kerA = ` ((1; 0; 0; 2); (0; 1; 0;−1); (0; 0; 1; 1));
imA = ` ((1; 1; 0;−1)).
©q rang(A) = 1; kerA = ` ((1; 0; 0;−2); (0; 1; 0; 1); (0; 0; 1; 0));
imA = ` ((1;−1; 1;−1)).
©r rang(A) = 3; kerA = ` ((16;−26; 23;−5));
imA = ` ((−3; 1; 2; 2); (1; 2; 3; 3); (3; 2; 2; 2)).
©s rang(A) = 3; kerA = ` ((2;−2; 3;−2));
imA = ` ((0; 1;−3; 3); (0; 0;−1; 1); (−2;−2; 2;−2)).
©t rang(A) = 3; kerA = ` ((2; 1; 4; 3));
imA = ` ((−1; 3; 1; 2); (1;−3; 2; 2); (1; 0;−1; 0)).
©u rang(A) = 3; kerA = ` ((−5; 0; 1;−2));
imA = ` ((0;−1; 0; 0); (1; 3; 2;−3); (2; 1; 2; 2)).
©v rang(A) = 2; kerA = ` ((−1; 1; 0; 0); (0; 0;−1; 1));
imA = ` ((2; 2; 2; 2); (−3; 2; 2; 3)).
©w rang(A) = 2; kerA = ` ((−2; 1; 1; 0); (−1;−2; 0; 3));
imA = ` ((−1; 1; 2; 0); (−1; 1; 2; 3)).
©x rang(A) = 2; kerA = ` ((0;−1; 2; 0); (−2; 1; 0; 2));
imA = ` ((3;−1;−2; 1); (2; 2;−2; 0)).
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65. ©a rang(A) = 2,

kerA = `

((
2 2
1 0

)
,

(
−1 −2

0 1

))
, imA = `

((
−2 −2

1 0

)
,

(
1 2
0 1

))
.

©b rang(A) = 3,

kerA = `

((
6 3

−4 −2

))
, imA = `

((
1 2
0 0

)
,

(
2 −2
0 0

)
,

(
3 0

−1 2

))
.

©c rang(A) = 3,

kerA = `

((
0 −2
0 3

))
, imA = `

((
6 0
3 0

)
,

(
0 3
0 3

)
,

(
2 0
5 0

))
.

©d rang(A) = 3,

kerA = `

((
−1 0

1 0

))
, imA = `

((
0 0

−2 0

)
,

(
−1 3

0 −2

)
,

(
0 0

−1 1

))
.

©e rang(A) = 3,

kerA = `

((
0 0

−2 −3

))
, imA = `

((
1 −3
1 0

)
,

(
0 3
0 1

)
,

(
0 0
0 −3

))
.

©f rang(A) = 3,

kerA = `

((
−1 1

0 0

))
, imA = `

((
3 2
0 0

)
,

(
2 0
3 2

)
,

(
0 2
3 2

))
.

©h rang(A) = 3,

kerA = `

((
6 −3

−2 1

))
, imA = `

((
1 −1
1 0

)
,

(
2 −2
0 1

)
,

(
0 0
4 −1

))
.

©i rang(A) = 3,

kerA = `

((
1 −2
0 0

))
, imA = `

((
2 0
0 0

)
,

(
3 0

−1 0

)
,

(
0 3
1 −3

))
.

©j rang(A) = 3,

kerA = `

((
1 1
0 0

))
, imA = `

((
−3 3

0 0

)
,

(
3 0

−2 3

)
,

(
0 3
3 −2

))
.

©k rang(A) = 3,

kerA = `

((
0 0

−1 1

))
, imA = `

((
0 2
3 0

)
,

(
2 0
0 3

)
,

(
0 0
2 2

))
.

©l rang(A) = 3,

kerA = `

((
−1 −2
−1 −2

))
, imA = `

((
−3 −2

1 0

)
,

(
0 −2
0 1

)
,

(
3 0

−1 −2

))
.

©m rang(A) = 3,

kerA = `

((
−3 1

0 0

))
, imA = `

((
1 1
0 0

)
,

(
−1 0

0 1

)
,

(
0 −1
3 2

))
.

©n rang(A) = 2,

kerA = `

((
0 −1
1 0

)
,

(
0 −1
0 1

))
, imA = `

((
−2 2

2 0

)
,

(
0 0
0 2

))
.
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©o rang(A) = 2,

kerA = `

((
−3 −1

0 0

)
,

(
1 0

−1 0

))
, imA = `

((
−1 0

0 0

)
,

(
0 −1
3 1

))
.

©p rang(A) = 2,

kerA = `

((
−1 −1

0 0

)
,

(
0 0
0 −1

))
, imA = `

((
0 −3
0 0

)
,

(
0 0

−3 −3

))
.

©q rang(A) = 2,

kerA = `

((
−2 0
−1 0

)
,

(
0 0
0 −1

))
, imA = `

((
0 0

−1 0

)
,

(
0 −2
0 −1

))
.

©r rang(A) = 2,

kerA = `

((
1 2
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
, imA = `

((
0 −2
1 0

)
,

(
0 1
0 1

))
.

©s rang(A) = 2,

kerA = `

((
0 0
1 0

)
,

(
2 2
0 3

))
, imA = `

((
2 0
3 0

)
,

(
−2 0

0 3

))
.

©t rang(A) = 2,

kerA = `

((
−1 0

1 0

)
,

(
1 0
0 1

))
, imA = `

((
0 0
1 0

)
,

(
−1 −1

0 1

))
.

©u rang(A) = 2,

kerA = `

((
1 0

−1 0

)
,

(
2 −3
0 −3

))
, imA = `

((
3 0
3 0

)
,

(
2 −3
0 3

))
.

©v rang(A) = 2,

kerA = `

((
−1 −1

0 0

)
,

(
1 0

−2 −2

))
, imA = `

((
2 2
0 0

)
,

(
1 0
2 2

))
.

©w rang(A) = 2,

kerA = `

((
4 −1

−2 0

)
,

(
1 −1
0 −1

))
, imA = `

((
2 −1
2 0

)
,

(
2 −4
0 2

))
.

©x rang(A) = 2,

kerA = `

((
0 −3

−2 0

)
,

(
0 −1
0 −1

))
, imA = `

((
−2 3
−2 0

)
,

(
0 0
0 −2

))
.

©y rang(A) = 2,

kerA = `

((
4 −3
3 0

)
,

(
−1 0

0 3

))
, imA = `

((
0 3
3 0

)
,

(
1 4
0 3

))
.

66. ©a rang(A) = 2,

kerA = `

((
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 2

))
, imA = `

((
−1 −1

1 2

)
,

(
−1 −2

2 2

))
.

©b rang(A) = 2,

kerA = `

((
−1 1

1 0

)
,

(
1 −3
0 1

))
, imA = `

((
−7 −3

2 1

)
,

(
−3 −1

1 0

))
.
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©c rang(A) = 2,

kerA = `

((
−1 2

0 0

)
,

(
−3 0

2 2

))
, imA = `

((
1 1
0 0

)
,

(
0 3
1 −2

))
.

©d rang(A) = 2,

kerA = `

((
0 0
1 0

)
,

(
−1 0

0 2

))
, imA = `

((
0 0
1 0

)
,

(
1 0
1 2

))
.

©e rang(A) = 2,

kerA = `

((
2 −1
0 0

)
,

(
1 0
0 1

))
, imA = `

((
0 1
0 0

)
,

(
−1 1
−2 1

))
.

©f rang(A) = 2,

kerA = `

((
2 1
1 0

)
,

(
1 2
0 1

))
, imA = `

((
1 −2
0 −1

)
,

(
−2 1
−1 0

))
.

©g rang(A) = 2,

kerA = `

((
3 −1

−1 0

)
,

(
1 0
0 −1

))
, imA = `

((
−1 0

3 −1

)
,

(
0 −1
1 0

))
.

©h rang(A) = 2,

kerA = `

((
0 1
0 0

)
,

(
−2 0

1 −3

))
, imA = `

((
−1 3

0 0

)
,

(
−4 6

0 3

))
.

©i rang(A) = 2,

kerA = `

((
1 1
0 0

)
,

(
−1 0

2 0

))
, imA = `

((
1 0
0 0

)
,

(
2 1

−2 −2

))
.

©j rang(A) = 2,

kerA = `

((
0 3
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
, imA = `

((
0 −3
1 3

)
,

(
0 0
0 1

))
.

©k rang(A) = 3,

kerA = `

((
−1 1

0 0

))
, imA = `

((
1 1
0 0

)
,

(
−3 −2

8 6

)
,

(
−2 −3

6 8

))
.

©l rang(A) = 2,

kerA = `

((
1 1

−2 0

)
,

(
1 1
0 2

))
, imA = `

((
1 1
3 1

)
,

(
1 1
1 −1

))
.

©m rang(A) = 3,

kerA = `

((
0 0
1 −1

))
, imA = `

((
−5 3

3 −3

)
,

(
3 −5

−3 3

)
,

(
0 0
1 1

))
.

©n rang(A) = 3,

kerA = `

((
−4 −2

2 1

))
, imA = `

((
1 0

−1 0

)
,

(
−4 0

2 −1

)
,

(
0 0
1 0

))
.

©o rang(A) = 3,

kerA = `

((
0 −1
0 1

))
, imA = `

((
2 1
6 2

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 0
8 3

))
.
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©p rang(A) = 3,

kerA = `

((
−2 1

0 0

))
, imA = `

((
1 1
0 0

)
,

(
4 2
1 1

)
,

(
2 3
1 1

))
.

©q rang(A) = 3,

kerA = `

((
1 0

−1 0

))
, imA = `

((
1 0
2 0

)
,

(
0 1
3 0

)
,

(
3 0
3 2

))
.

©r rang(A) = 3,

kerA = `

((
1 −1
0 0

))
, imA = `

((
0 1
0 0

)
,

(
2 −2
2 −3

)
,

(
0 0
0 1

))
.

©s rang(A) = 2,

kerA = `

((
−1 1

0 0

)
,

(
3 0
2 2

))
, imA = `

((
1 1
0 0

)
,

(
0 3

−2 2

))
.

©t rang(A) = 3,

kerA = `

((
−1 0

1 0

))
, imA = `

((
1 0
0 0

)
,

(
−2 5

0 0

)
,

(
−6 9

4 −4

))
.

©u rang(A) = 3,

kerA = `

((
1 −1
1 −1

))
, imA = `

((
−1 0

1 0

)
,

(
−1 0
−1 2

)
,

(
0 0
1 0

))
.

©v rang(A) = 3,

kerA = `

((
−2 0

1 0

))
, imA = `

((
1 0
1 0

)
,

(
2 −1
1 0

)
,

(
2 0
3 −1

))
.

©w rang(A) = 3,

kerA = `

((
1 0
1 0

))
, imA = `

((
1 0
0 0

)
,

(
6 1
0 0

)
,

(
3 0

−3 −1

))
.

©x rang(A) = 3,

kerA = `

((
2 1
0 0

))
, imA = `

((
−1 1

0 0

)
,

(
3 3

−5 −3

)
,

(
3 0

−3 −1

))
.

67. ©a rang(A) = 2; kerA = `
(
1; 9x+ 6x2 + x3

)
; imA =

` (−2; 2− 2x) . ©b rang(A) = 2; kerA = `
(
1;−3x+ 3x2 + x3

)
;

imA = `
(
−2 + 2x; 4− 4x+ 2x2

)
. ©c rang(A) = 2; kerA =

`
(
1; 3x2 + 1x3

)
; imA = `

(
−2;−4x− 2x2

)
. ©d rang(A) = 2;

kerA = `
(
1 + x; 8− 3x2 − x3

)
; imA = `

(
3; 6− 2x− x2

)
.

©e rang(A) = 2; kerA = `
(
1;−8x+ 5x2 − 2x3

)
; imA =

`
(
−3 + 2x;−4x+ 6x2

)
. ©f rang(A) = 3; kerA = `

(
7 + 4x+ 3x2

)
;

imA = `
(
2;−2 + 3x;−18− 13x3

)
.©g rang(A) = 3; kerA = `

(
−3x+ x2

)
;

imA = `
(
2; 2x; 6 + 6x2 − 4x3

)
. ©h rang(A) = 3; kerA = ` (1); imA =

`
(
3 + 2x; 4 + 10x+ 4x2;−12 + 12x+ 21x2 + 24x3

)
. ©i rang(A) = 3;

kerA = ` (1); imA = `
(
−1 + 2x; 4 + 4x+ 10x2; 12x+ 9x2 + 24x3

)
.
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©j rang(A) = 3; kerA = `
(
1 + 2x+ x2

)
; imA =

`
(
2;−1 + 1x; 12 + 12x− 21x2 − x3

)
. ©k rang(A) = 3; kerA = ` (1 + x);

imA = `
(
−2; 4x+ 2x2;−12 + 12x− 12x2 − 14x3

)
. ©l rang(A) = 3;

kerA = ` (1); imA = `
(
3 + 2x;−6 + 6x+ 8x2;−6x+ 9x2

)
.

©m rang(A) = 3; kerA = ` (x); imA =
`
(
−2;−2 + 6x+ 6x2; 6 + 6x+ 12x2 + 16x3

)
. ©n rang(A) = 3;

kerA = ` (1); imA = `
(
2− 3x; 6 + 4x− 4x2; 12 + 12x− 12x2 + 9x3

)
.

©o rang(A) = 1; kerA = `
(
1;x;x2 + x3

)
; imA = ` (4) . ©p rang(A) = 1;

kerA = `
(
1;x;−6x2 + x3

)
; imA = `

(
x2
)
. ©q rang(A) = 1; kerA =

`
(
1;x;x3

)
; imA = ` (x) . ©r rang(A) = 2; kerA = `

(
x; 12 + 6x2 + 5x3

)
;

imA = `
(
1;x2

)
. ©s rang(A) = 2; kerA = `

(
x; 4 + x3

)
; imA = `

(
1;x2

)
.

©t rang(A) = 2; kerA = `
(
x; 6 + 6x2 + x3

)
; imA = `

(
1;x2

)
.

©u rang(A) = 2; kerA = `
(
2− 3x; 14− 6x2 + x3

)
; imA = `

(
1;x2

)
.

©v rang(A) = 2; kerA = `
(
x; 6 + 6x2 − x3

)
; imA = `

(
1; 2x− x2

)
.

©w rang(A) = 2; kerA = `
(
2 + 3x;x3

)
; imA = `

(
1; 2x− 3x2

)
.

©x rang(A) = 2; kerA = `
(
1 + 3x; 22 + 9x2 − x3

)
; imA = `

(
1; 4x+ x2

)
.

©y rang(A) = 1; kerA = `
(

1
7 ;x;−4x2 + x3

)
; imA = `

(
44
)
.

©z rang(A) = 1; kerA = `
(
1;x2; 9x+ x3

)
; imA = ` (π).

68.©a A−1x = (x1−2x3;−3x1 +x2 +3x3;−2x1 +x2 +2x3).©b A−1x =
(x1 − x2;−x1 + 2x2 + x3;x1 − 3x2 − x3).©c A−1x = (x1 − x3;−x1 + x2 −
x3;x1 + x2 − 2x3).©d A−1x = (x1 − 3x2 − 3x3;x1 − 2x2 − 2x3; 2x2 + 3x3).
©e A−1x = (x1−2x2−4x3;x1−x2−3x3;x1−x3).©f A−1x = (x1−x2;−x1+
2x2 +2x3; 2x1−4x2−3x3).©g A−1x = (x1−x3;x1 +x2 +x3;−2x2−3x3).
©h A−1x = (x1 + 2x3;x1 + x2 + 3x3;x1 + x2 + 4x3). ©i A−1x = (x1 +
x2; 3x1 + 4x2 − x3;−x1 − x2 + x3). ©j A−1x = (x1 + 2x3;x1 + x2;−x1 −
x2 + x3). ©k A−1x = (x1 + x3;−2x1 + x2 − 2x3;−x2 + x3). ©l A−1x =
(x1 − x2 − x3;x1 − 2x3;−x2 + 2x3). ©m A−1x = (x1 + 2x2 + x3;−x1 −
x2 − x3;x1 + 3x2 + 2x3). ©n A−1x = (x1 + x3; 3x1 + x2 + 3x3;x2 + x3; ).
©o A−1x = (x1+x3;−2x1+x2−2x3;−x2+x3).©p A−1x = (x1−3x2;−x1+
4x2−x3; 2x2−x3).©q A−1x = (x1 +2x2−x3;−x1−x2;−3x1− 3x2 +x3).
©r A−1x = (x1 + x2 − x3;−x1 + x3;−3x1 − x2 + 4x3). ©s A−1x = (x1 +
x2;x2 − 2x3;−x1 − x3). ©t A−1x = (x1 + x2 − 2x3;−x1 − x3;x2 − 2x3).
©u A−1x = (x1 − 3x3;−x1 + x2 + 3x3;x2 + x3).©v A−1x = (x1 − x2;x2 −
x3;−x1 + 2x3). ©w A−1x = (x1 + 2x2;x1 + 3x2 + x3;−x1 − 4x2 − x3).
©x A−1x = (x1 − x2 + x3;x1 + 2x3;−x1 − x2 − 2x3).

69.©a A−1f = −2f ′′′+f ′′−f .©b A−1f = −2f ′′′−2f ′′−f .©c A−1f =
−4f ′′′ − 3f ′′ − 2f ′ − f . ©d A−1f = 2f ′′ − f . ©e A−1f = −f ′′′ + f ′′ − f .
©f A−1f = −2f ′′′−f .©g A−1f = −f ′′′−f .©h A−1f = −4f ′′′−2f ′′−f ′−f .
©i A−1f = −f ′′′−f ′′−f .©j A−1f = −3f ′′′+f ′−f .©k A−1f = 2f ′′′+3f ′′+
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2f ′ + f . ©l A−1f = 4f ′′′ + 3f ′′ + f ′ + f . ©m A−1f = −3f ′′′ + 2f ′′− f ′ + f .
©n A−1f = 3f ′′′ − 3f ′′ + f ′ − f . ©o A−1f = −4f ′′′ + 3f ′′ − 2f ′ + f .
©p A−1f = −2f ′′′+2f ′′+2f ′+ f . ©q A−1f = −2f ′′− 2f ′− f . ©r A−1f =
−2f ′′′ + 2f ′′ + f . ©s A−1f = −2f ′′′ + f ′ + f . ©t A−1f = −2f ′′′ + 2f ′′ − f .
©u A−1f = 3f ′′′+3f ′′+2f ′+f .©v A−1f = −f ′′′−f ′′−f ′−f .©w A−1f =
−f ′′ − f . ©x A−1f = f ′′′ + f ′′ − f ′ − f .

70.©a A−1f = 2f ′′+2f ′+f .©b A−1f = −6f ′′+2f ′−f .©c A−1f = f ′′+
f ′+f .©d A−1f = f ′+f .©e A−1f = −2f ′′+f ′−f .©f A−1f = −f ′′+f ′+f .
©g A−1f = −3f ′′ + f ′ − f . ©h A−1f = −f ′′ + f . ©i A−1f = −f ′′ − f .
©j A−1f = −2f ′′ + f . ©k A−1f = −2f ′′ − f . ©l A−1f = f ′′ − f ′ + f .
©m A−1f = −f ′′− f ′− f . ©n A−1f = −f ′ + f . ©o A−1f = −2f ′′− f ′− f .
©p A−1f = −f ′′ − f ′ + f . ©q A−1f = −3f ′′ − f ′ − f . ©r A−1f = −4f ′′ −
2f ′− f . ©s A−1f = 3f ′′− 2f ′+ f . ©t A−1f = −5f ′′− 2f ′− f . ©u A−1f =
2f ′′ − 2f ′ + f . ©v A−1f = −6f ′′ − 2f ′ − f . ©w A−1f = 8f ′′ − 3f ′ + f .
©x A−1f = 7f ′′ − 3f ′ + f .

71. ©a A−1f(x) = (1 + 2x − 2x2)f ′′ + 2xf ′ − f . ©b A−1f(x) = (2x −
2x2)f ′′+(−1+2x)f ′−f .©c A−1f(x) = (−9+2x+2x2)f ′′+(2−2x)f ′+f .
©d A−1f(x) = (−2 − 2x − 2x2)f ′′ + (2 + 2x)f ′ − f . ©e A−1f(x) = (2 −
2x2)f ′′+(1+2x)f ′− f . ©f A−1f(x) = (6− 2x− 2x2)f ′′+(−2+2x)f ′− f .
©g A−1f(x) = (−2 + 2x2)f ′′ + (−1− 2x)f ′ + f . ©h A−1f(x) = −2x2f ′′ +
(−1 + 2x)f ′− f . ©i A−1f(x) = (1− x)f ′′ + f ′ + f . ©j A−1f(x) = (3 + x−
2x2)f ′′+(1+2x)f ′−f .©k A−1f(x) = (x+2x2)f ′′−2xf ′+f .©l A−1f(x) =
(−1−x−2x2)f ′′+2xf ′−f .©m A−1f(x) = (−1−2x2)f ′′+(−1+2x)f ′−f .
©n A−1f(x) = (−2 − x + 2x2)f ′′ + (1 − 2x)f ′ + f . ©o A−1f(x) = (2 +
2x− 2x2)f ′′ + 2xf ′− f . ©p A−1f(x) = (4 + x)f ′′ + 2f ′ + f . ©q A−1f(x) =
(4+x−2x2)f ′′+(1+2x)f ′−f .©r A−1f(x) = (−4+2x2)f ′′+(−2−2x)f ′+f .
©s A−1f(x) = (−2 − x − 2x2)f ′′ + 2xf ′ − f . ©t A−1f(x) = −xf ′′ + f .
©u A−1f(x) = (x + 2x2)f ′′ + (−1 − 2x)f ′ + f . ©v A−1f(x) = (6 + 2x −
2x2)f ′′+(2+2x)f ′− f . ©w A−1f(x) = (1+1x)f ′′− f ′+ f . ©x A−1f(x) =
(−4 + 2x+ 2x2)f ′′ + (1− 2x)f ′ + f .

72. ©a – ©x µ ∈ R \ {0}. ©a λ1,2 = −1, u = µ(1; 1). ©b λ1 = −1,
u = µ(1; 1), λ2 = 0, v = µ(1; 2). ©c λ1 = −1, u = µ(2; 1), λ2 = 0,
v = µ(1; 1). ©d λ1 = −3, u = µ(2; 1), λ2 = 2, v = µ(1;−2). ©e λ1 = −1,
u = µ(1;−1), λ2 = 1, v = µ(1;−3). ©f λ1,2 = 0, u = µ(1; 1). ©g λ1 = −3,
u = µ(1;−1), λ2 = 0, v = µ(2; 1). ©h λ1 = −2, u = µ(1;−1), λ2 = 0,
v = µ(1; 1). ©i λ1 = −2, u = µ(1;−1), λ2 = 1, v = µ(1; 2). ©j λ1 = −2,
u = µ(2;−1), λ2 = 1, v = µ(1; 1). ©k λ1,2 = 0, u = µ(1; 1). ©l λ1 = 0,
u = µ(2; 1), λ2 = 1, v = µ(1; 1). ©m λ1,2 = −1, u = µ(1;−1). ©n λ1 = −2,
u = µ(1;−2), λ2 = 1, v = µ(1; 1). ©o λ1 = −1, u = µ(1;−1), λ2 = 2,
v = µ(1; 2). ©p λ1 = −1, u = µ(2;−1), λ2 = 2, v = µ(1; 1). ©q λ1,2 = 1,
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v = µ(1; 1). ©r λ1 = −1, u = µ(1;−2), λ2 = 0, v = µ(1;−1). ©s λ1 = −1,
u = µ(1;−1), λ2 = 0, v = µ(2;−1). ©t λ1 = −1, u = µ(1; 1), λ2 = 0,
v = µ(2; 1). ©u λ1,2 = 0, u = µ(1;−1). ©v λ1 = −1, u = µ(1;−2), λ2 = 2,
v = µ(1; 1). ©w Cпектр пуст. ©x Cпектр пуст.

73. ©a – ©x µ ∈ C \ {0}. ©a λ1 = −2 + i, u = µ(1; 1 + i), λ2 = −2− i,
v = µ(1; 1− i). ©b λ1 = −2 + 2i, u = µ(1;−i), λ2 = −2− 2i, v = µ(1; i).
©c λ1 = −1+i, u = µ(1−i; 1), λ2 = −1−i, v = µ(1+i; 1).©d λ1 = −2+i,
u = µ(−1− i; 1), λ2 = −2− i, v = µ(−1+ i; 1).©e λ1 = −1+ i, u = µ(1; i),
λ2 = −1 − i, v = µ(i; 1). ©f λ1 = −1 + 2i, u = µ(i; 1), λ2 = −1 − 2i,
v = µ(1; i). ©g λ1 = −1 + i

√
2, u = µ(3;−2 + i

√
2), λ2 = −1 − i

√
2,

v = µ(3;−2 − i
√

2). ©h λ1 = i, u = µ(1 − i; 1), λ2 = −i, v = µ(1 + i; 1).
©i λ1 = −1 + i, u = µ(−1− i; 1), λ2 = −1− i, v = µ(−1 + i; 1). ©j λ1 = i,
u = µ(1;−i), λ2 = −i, v = µ(1; i). ©k λ1 = i

√
5, u = µ(2; i

√
5 + 1),

λ2 = −i
√

5, v = µ(2;−i
√

5 + 1). ©l λ1 = −1 + 2i
√

2, u = µ(1 − 2i
√

2; 3),
λ2 = −1 − 2i

√
2, v = µ(1 + 2i

√
2; 3). ©m λ1 = 1 + i, u = µ(−1 + i; 1),

λ2 = 1 − i, v = µ(1 + i;−1). ©n λ1 = i, u = µ(1;−1 + i), λ2 = −i,
v = µ(1;−1 − i). ©o λ1 = 1 + i, u = µ(i; 1), λ2 = 1 − i, v = µ(1; i).
©p λ1 = 1 + 2i, u = µ(i; 1), λ2 = 1 − 2i, v = µ(1; i). ©q λ1 = 3 + i

√
6,

u = µ(i
√

6; 2), λ2 = 3− i
√

6, v = µ(i
√

6;−2).©r λ1 = 1+ i, u = µ(1; 1− i),
λ2 = 1 − i, v = µ(1; 1 + i). ©s λ1 = 1 + i, u = µ(1 + i; 1), λ2 = 1 − i,
v = µ(1 − i; 1). ©t λ1 = 2 + i, u = µ(1; i), λ2 = 2 − i, v = µ(i; 1).
©u λ1 = 2 + 2i, u = µ(i; 1), λ2 = 2 − 2i, v = µ(1; i). ©v λ1 = 2 + i,
u = µ(1 + i;−1), λ2 = 2− i, v = µ(1− i;−1). ©w λ1 = 3 + i, u = µ(i; 1),
λ2 = 3 − i, v = µ(1; i). ©x λ1 = i

√
2, u = µ(i

√
2 − 2; 3), λ2 = −i

√
2,

v = µ(−i
√

2− 2; 3).
74. ©a α1 = 1 + i, u = µ(−1 + i; i); α2 = −2, u = µ(2i;−1 + 2i).

©b α1 = 0, u = µ(−2 + i; 1 + i); α2 = −1, u = µ(−1 + i; 1 + i). ©c α1 = 0,
u = µ(1 + i; 1 − i); α2 = −1 + i, u = µ(−1 + i; 2 + 2i). ©d α1 = 2 − i,
u = µ(−1+i; 1); α2 = −1−i, u = µ(1; 1+i).©e α1 = −2, u = µ(−i;−1+i);
α2 = 1− 2i, u = µ(1− 2i;−i). ©f α1 = 1 + i, u = µ(1− i; 2); α2 = 2− 2i,
u = µ(i; 1). ©g α1 = 1, u = µ(−1 + i;−i); α2 = −2, u = µ(−i; 2 − i).
©h α1 = −i, u = µ(−1 + i;−1 − 2i); α2 = 0, u = µ(−1 + i;−1 − i).
©i α1 = 1− i, u = µ(−1; 1− i); α2 = i, u = µ(−1+ i;−1).©j α1 = −2+2i,
u = µ(−i; 1−2i); α2 = 1, u = µ(−1+ i;−i).©k α1 = 1− i, u = µ(1− i; 2i);
α2 = 2, u = µ(−1; 1). ©l α1 = i, u = µ(−1 + i;−1); α2 = −1 − i,
u = µ(1; 2i).©m α1 = −1+i, u = µ(i;−1+i); α2 = 1+2i, u = µ(−1+i; i).
©n α1 = −2i, u = µ(1;−1+2i); α2 = 2+ i, u = µ(−1+ i; 1).©o α1 = 2+ i,
u = µ(−1+i; 1); α2 = 1−i, u = µ(1;−1+i).©p α1 = −1+i, u = µ(1; 1+i);
α2 = i, u = µ(−1 + i;−1). ©q α1 = −1 + 2i, u = µ(1 − i; 2 − i); α2 = 0,
u = µ(1 − i; 1 + i). ©r α1 = −1, u = µ(1 − i; 2 + i); α2 = 2i, u = µ(1; 1).
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©s α1 = −2 + 2i, u = µ(−i; 1 − i); α2 = 1 − i, u = µ(−1 + 2i;−2i).
©t α1 = 0, u = µ(1− 2i; 1 + i); α2 = 2− i, u = µ(−1; 1). ©u α1 = 1 + 2i,
u = µ(−2; 1); α2 = −1 − i, u = µ(i; 1 + i). ©v α1 = 1, u = µ(1 − 2i;−i);
α2 = 2 − i, u = µ(1; 1). ©w α1 = −1 + i, u = µ(1 + i;−1); α2 = 1 − i,
u = µ(−2; 1 + i). ©x α1 = −2 + i, u = µ(1; 1− i); α2 = 1, u = µ(2− i; 2).

75. ©a α1,2,3 = 1, u = µ(1, 1,−1), µ 6= 0. ©b α1,2,3 = 1, u = µ(1, 1, 0),
µ 6= 0. ©c α1,2,3 = 2, u = µ(1, 2, 0), µ 6= 0. ©d α1,2,3 = 1, u = µ(1, 0, 2) +
ν(0, 1,−1), |µ|+|ν| 6= 0.©e α1,2,3 = 1, u = µ(0, 1,−1)+ν(1, 0, 1), |µ|+|ν| 6=
0. ©f α1,2,3 = 2, u = µ(1, 1, 0) + ν(0, 1,−1), |µ| + |ν| 6= 0. ©g α1 = 2,
u = µ(1, 0, 1), |µ| 6= 0, α2,3 = 1, v = ν(−1, 1,−1), |ν| 6= 0. ©h α1,2 = 0,
u = µ(2,−1, 0), |µ| 6= 0, α3 = 1, v = ν(1,−1,−1), |ν| 6= 0. ©i α1 = 1,
u = µ(1, 0, 1), |µ| 6= 0, α2,3 = −1, v = ν(−1, 1, 0), |ν| 6= 0. ©j α1,2 = 0,
u = µ(−1, 2, 0) + ν(0, 1, 1), |µ|+ |ν| 6= 0, α3 = 1, v = ξ(1,−2,−1), |ξ| 6= 0.
©k α1,2 = −1, u = µ(0, 1, 1) + ν(1, 1, 0), |µ| + |ν| 6= 0, α3 = 0, v =
ξ(1, 1,−1), |ξ| 6= 0. ©l α1,2 = 1, u = µ(0, 1,−1) + ν(1, 1, 0), |µ| + |ν| 6= 0,
α3 = 0, v = ξ(1, 3,−1), |ξ| 6= 0. ©m α1 = 1, u = µ(1, 0, 1), |µ| 6= 0, α2 = 2,
v = ν(3, 1, 3), |ν| 6= 0, α3 = 3, w = ξ(1, 1, 0), |ξ| 6= 0. ©n α1 = 1, u =
µ(1, 1, 0), |µ| 6= 0, α2 = −1,v = ν(1, 0, 1), |ν| 6= 0, α3 = 2, w = ξ(1, 1, 1),
|ξ| 6= 0.©o α1 = 2, u = µ(1, 0, 1), |µ| 6= 0, α2 = −1,v = ν(1,−1, 3), |ν| 6= 0,
α3 = −2 w = ξ(0,−1, 1), |ξ| 6= 0. ©p α1 = 1, u = µ(1, 1, 3), |µ| 6= 0.
©q α1 = −1, u = µ(−1, 0,−1), |µ| 6= 0. ©r α1 = −1, u = µ(−1,−1,−1),
|µ| 6= 0. ©s α1 = 0, u = µ(−1,−1, 1), |µ| 6= 0. α2 = −2, v = ν(2, 0,−3),
|ν| 6= 0. ©t α1 = 0, u = µ(1,−2,−1), |µ| 6= 0, α2 = 2,v = ν(1, 1, 0),
|ν| 6= 0. ©u α1 = 1, u = µ(2, 1, 1), |µ| 6= 0, α2 = −1,v = ν(1, 0, 1),
|ν| 6= 0. ©v α1 = −1, u = µ(1, 0, 1), |µ| 6= 0, α2 = 2,v = ν(2, 1, 1), |ν| 6= 0.
©w α1 = 1, u = µ(1, 1,−1), |µ| 6= 0, α2 = −2,v = ν(1, 0, 1), |ν| 6= 0.
©x α1 = −2, u = µ(1, 1, 1), |µ| 6= 0, α2 = 1,v = ν(1, 0,−1) + ξ(0, 1, 1),
|ν|+ |ξ| 6= 0.

76. ©a α = 1, u = µ(1, 0,−1,−1) для µ 6= 0. ©b α = 2, u =
µ(1, 0,−1, 0) для µ 6= 0. ©c α = −1, u = µ(1, 1,−1, 0) + ν(0, 2, 0, 1) для
|µ| + |ν| 6= 0. ©d α = 0, u = µ(1, 0, 0, 1) + ν(0, 5, 4, 7) для |µ| + |ν| 6= 0.
©e α = 1, u = µ(1, 0, 0, 1)+ν(0, 0, 1,−2)+ξ(0, 1, 0, 1) для |µ|+|ν|+|ξ| 6= 0.
©f α = −1, u = µ(1, 1, 0, 0) + ν(0,−1, 1,−1) для |µ|+ |ν| 6= 0. ©g α = −1,
u = µ(1, 0, 1,−1) для µ 6= 0, α = 0, v = ν(2, 1, 1,−2) для ν 6= 0.©h α = 0,
u = µ(1, 0, 0, 1) для µ 6= 0, α = 1, v = ν(−1, 2, 1, 1) для ν 6= 0. ©i α = 1,
u = µ(1,−1, 1, 0) для µ 6= 0, α = 2, v = ν(1,−2, 1, 0) + ξ(0, 0, 1, 1)
для |ν| + |ξ| 6= 0. ©j α = 0, u = µ(1, 2,−2, 7) для µ 6= 0, α = 1, v =
ν(1,−1, 0, 0)+ξ(0, 2,−1, 3) для |ν|+ |ξ| 6= 0.©k α = −2, u = µ(1, 0, 0, 1)+
ν(0, 1,−1, 0) для |µ| + |ν| 6= 0, α = 0, v = ξ(1, 0,−1, 2) + η(0,−1, 1, 1)
для |ξ| + |η| 6= 0. ©l α = −1, u = µ(1,−1, 1, 0) + ν(0, 1, 0,−1) для
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|µ| + |ν| 6= 0, α = 1, v = ξ(0, 0, 1,−1) + η(−1, 1, 0, 0) для |ξ| + |η| 6= 0.
©m α = 0, u = µ(1, 2, 0,−2) для µ 6= 0, α = 1, v = ν(0, 1, 0,−1)
для ν 6= 0, α = −1, w = ξ(−3,−2, 1, 2) для ξ 6= 0. ©n α = 1,
u = µ(1, 0,−1,−1) для µ 6= 0, α = 2, v = ν(0, 1, 0, 1) для ν 6= 0, α = 0,
w = ξ(−1,−1, 2, 0) для ξ 6= 0. ©o α = 1, u = µ(−1, 0, 1, 1) для µ 6= 0,
α = 2, v = ν(0, 1, 0,−1) для ν 6= 0, α = 0, w = ξ(−2, 0, 2, 3)+η(1, 1, 0,−2)
для |ξ| + |η| 6= 0. ©p α = 0, u = µ(1,−2,−1, 2) для µ 6= 0, α = 1,
v = ν(1,−1,−1, 1) для ν 6= 0, α = −1, w = ξ(1, 1, 0, 0) + η(2, 0,−1, 2)
для |ξ| + |η| 6= 0. ©q α = 2, u = µ(1,−1, 0, 0) для µ 6= 0, α = 1,
v = ν(−2, 3, 1,−1) для ν 6= 0, α = −2, w = ξ(−1, 1, 1,−1) для ξ 6= 0,
α = −1, f = η(−1, 1, 2,−1) для η 6= 0 ©r α = 2, u = µ(1, 0, 2, 0) для
µ 6= 0, α = 1, v = ν(2, 1, 3, 0) для ν 6= 0, α = −2, w = ξ(1, 0, 1, 1)
для ξ 6= 0, α = −1, f = η(4, 1, 4, 2) для η 6= 0. ©s Если F = R, то
SpecA = {1}. Если F = C, то SpecA = {1, i,−i}. При µ 6= 0 для α1 = 1
u1 = µ(1, 0,−1,−1), для α2 = i u2 = µ(13,−11 + 3i,−5 − i,−4 − 6i),
для α3 = −i u3 = µ(13,−11 − 3i,−5 + i,−4 + 6i). ©t Если F = R, то
SpecA = {2}. Если F = C, то SpecA = {2, 1 + i, 1 − i}. При µ 6= 0 для
α1 = 2 u1 = µ(1, 1,−1, 0), для α2 = 1+ i u2 = µ(1− i, 2, 1+ i,−1+ i), для
α3 = 1− i u3 = µ(1+ i, 2, 1− i,−1− i).©u Если F = R, то SpecA = {−1}.
Если F = C, то SpecA = {−1, i,−i}. Для α1 = −1 u1 = µ(0, 1, 0, 2) +
ν(1, 0, 0, 1), |µ| + |ν| 6= 0, для α2 = i u2 = µ(3 + i, 6 + 2i,−3 − i, 10),
µ 6= 0, для α3 = −i u3 = µ(3 − i, 6 − 2i,−3 + i, 10), µ 6= 0. ©v Если
F = R, то SpecA = {0}. Если F = C, то SpecA = {0, 1 + i, 1 − i}. Для
α1 = 0 u1 = µ(0,−1, 2, 1) + ν(1, 0, 1, 1) для |µ| + |ν| 6= 0, для α2 = 1 + i
u2 = µ(−1−i,−1−i, 2, 2), µ 6= 0, для α3 = 1−i u3 = µ(−1+i,−1+i, 2, 2),
µ 6= 0. ©w Если F = R, то SpecA = {−1, 1}. Если F = C, то SpecA =
{−1, 1, i,−i}. При µ 6= 0 для α1 = −1 u1 = µ(1, 0,−1, 1), для α2 = 1
u2 = ν(1,−1,−1, 1), для α3 = i u3 = µ(5 + i,−2i,−6, 4), для α4 = −i
u4 = µ(5 − i, 2i,−6, 4). ©x Если F = R, то SpecA = {0, 2}. Если F = C,
то SpecA = {0, 2, 1 + i, 1− i}. При µ 6= 0 для α1 = 0 u1 = µ(1,−1, 0, 0),
для α2 = 2 u2 = µ(1, 0, 0, 1), для α3 = 1 + i u3 = µ(2 − 2i,−4, 2, 1 − i),
для α4 = 1− i u4 = µ(2 + 2i,−4, 2, 1 + i).

77. ©a α = 0, kg = 3. ©b α = 1, kg = 3. ©c α = 1, kg = 3. ©d α = −1,
kg = 3. ©e α = 0, kg = 3. ©f α = 1, kg = 2. ©g α = 0, kg = 2. ©h α = 1,
kg = 2. ©i α = 0, kg = 2. ©j α = 0, kg = 2. ©k α = 1, kg = 1. ©l α = −1,
kg = 1. ©m α = 1, kg = 2; α = 0, kg = 1. ©n α = 1, kg = 2; α = 0,
kg = 1. ©o α = 0, kg = 2; α = −1, kg = 1. ©p α = 1,kg = 2; α = 0,kg = 1.
©q α = 0, kg = 1; α = 1, kg = 1. ©r α = 0, kg = 1; α = −1, kg = 1.
©s α = 0, kg = 1; α = −1, kg = 1. ©t α = 0, kg = 1; α = 1, kg = 1;
α = −1, kg = 1. ©u α = 0, kg = 1; α = 1, kg = 1; α = −1, kg = 1.
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©v α = 0, kg = 1; α = 1, kg = 1; α = −1, kg = 1. ©w α = 0, kg = 1; α = 1,
kg = 1; α = −1, kg = 1. ©x α = 0, kg = 1; α = 1, kg = 1; α = −1, kg = 2.

78. ©a Au = diag(1, 0, 0), u1 = (1, 3, 1), u2 = (0, 1, 1), u3 = (1, 1, 0).
©b Au = diag(2, 1, 1), u1 = (1,−2, 4), u2 = (0, 1,−1), u3 = (−1, 0,−1).
©c Au = diag(0,−1,−1), u1 = (1, 1,−1), u2 = (0, 1, 3), u3 = (−1, 0, 5).
©d Au = diag(−1,−2,−2), u1 = (1,−3,−5), u2 = (0, 1, 1), u3 = (1, 1, 0).
©e Au = diag(2, 0, 0), u1 = (1, 1, 1), u2 = (−1, 0,−1), u3 = (0,−1, 1).
©f Au = diag(3, 1, 1), u1 = (1,−1, 1), u2 = (1, 0, 1), u3 = (−1, 1, 0).
©g Au = diag(1,−1,−1), u1 = (1, 1, 1), u2 = (−1, 0,−1), u3 = (−1,−2, 0).
©h Au = diag(0,−2,−2), u1 = (1, 0, 1), u2 = (0, 1,−1), u3 = (1, 3,−1).
©i Au = diag(1, 1, 0), u1 = (1, 0,−1), u2 = (0, 1,−1), u3 = (3,−3, 1).
©j Au = diag(2, 2, 1), u1 = (1, 0,−2), u2 = (0, 1,−4), u3 = (−1, 1,−1).
©k Au = diag(0, 0,−1), u1 = (1, 1, 0), u2 = (0, 1,−1), u3 = (−3,−3, 1).
©l Au = diag(−1,−1,−2), u1 = (1, 1, 0), u2 = (0, 1,−1), u3 = (−2,−3, 2).
©m Au = diag(2, 2, 0), u1 = (1, 0, 0), u2 = (−4, 1, 2), u3 = (−1,−1,−1).
©n Au = diag(1, 1,−1), u1 = (1, 0, 2), u2 = (0, 1,−2), u3 = (−1,−1, 1).
©o Au = diag(0, 0,−2), u1 = (1, 1, 0), u2 = (−1, 0,−1), u3 = (2, 2, 1).
©p Au = diag(3, 0, 0), u1 = (1,−1, 1), u2 = (0, 1,−1), u3 = (−1, 0, 1).
©q Au = diag(2,−1,−1), u1 = (1,−1,−1), u2 = (0, 1,−1), u3 = (1,−1, 0).
©r Au = diag(1,−2,−2), u1 = (1,−1, 1), u2 = (0, 1,−1), u3 = (−1, 0, 1).
©s Au = diag(2, 2,−1), u1 = (1, 0, 1), u2 = (0, 1, 1), u3 = (−1,−1,−1).
©t Au = diag(1, 1,−2), u1 = (1, 1, 0), u2 = (−1, 0, 1), u3 = (−1,−1, 1).
©u Au = diag(1, 2, 3), u1 = (1, 0,−1), u2 = (−1, 1, 0), u3 = (3,−3, 1).
©v Au = diag(0, 1, 2), u1 = (1, 0, 2), u2 = (−1, 1,−2), u3 = (0,−2, 1).
©w Au = diag(−1, 0, 1), u1 = (1, 0, 1), u2 = (2, 1, 1), u3 = (−5,−4, 0).
©x Au = diag(−2,−1, 0), u1 = (1, 0, 1), u2 = (−3, 1,−2), u3 = (−2, 1, 0).

79. ©a Ae = diag(−1, 0, 0, 0), e1 = (2, 1,−2, 2), e2 = (1, 0, 0,−1),
e3 = (0, 1, 0,−1), e4 = (0, 0, 1,−2). ©b Ae = diag(−1,−1,−1, 0),
e1 = (1, 1, 0, 0), e2 = (−1, 0, 0, 1), e3 = (2, 0, 1, 0), e4 = (1,−1, 2, 1).
©c Ae = diag(−1,−1, 1, 1), e1 = (−1, 0, 0, 1), e2 = (0,−1, 1, 0), e3 =
(0, 1, 0,−1), e4 = (1, 0, 1,−1). ©d Ae = diag(−1, 1, 1, 1), e1 = (1, 1,−1, 1),
e2 = (−1, 1, 0, 0), e3 = (−2, 0, 1, 0), e4 = (1, 0, 0, 1). ©e Ae =
diag(3, 0, 2, 1), e1 = (1,−3,−3, 2), e2 = (0, 1, 1, 0), e3 = (−1, 3, 4,−1),
e4 = (0, 4, 4,−1). ©f Ae = diag(2,−1, 1, 0), e1 = (1, 0, 1,−1), e2 =
(2, 1, 0,−2), e3 = (0, 0, 1,−1), e4 = (4, 2, 1,−4). ©g Ae = diag(0, 1, 1, 1),
e1 = (−1, 1, 2, 1), e2 = (−1, 0, 0, 1), e3 = (−1, 1, 0, 0), e4 = (1, 0, 1, 0).
©h Ae = diag(0, 1, 1, 1), e1 = (1, 1, 1, 1), e2 = (0,−1, 0, 2), e3 = (0, 0, 1, 3),
e4 = (1, 0, 0, 1). ©i Ae = diag(1, 0, 0, 0), e1 = (1, 2, 1, 1), e2 = (0, 1, 1, 0),
e3 = (1,−2, 0, 0), e4 = (0, 2, 0, 1).©j Ae = diag(1, 1, 0, 0), e1 = (1, 0, 0,−1),
e2 = (0, 1,−1, 1), e3 = (1, 0, 1,−3), e4 = (0, 2,−2, 3). ©k Ae =



497

diag(2, 2, 1, 1), e1 = (0, 1,−1, 2), e2 = (1, 0, 0, 4), e3 = (0, 0, 1,−1), e4 =
(1,−1, 0, 2). ©l Ae = diag(2, 0, 0, 0), e1 = (−1, 1, 1, 1), e2 = (0, 1,−1, 0),
e3 = (1,−1, 0, 0), e4 = (0, 2, 0, 1). ©m Ae = diag(2, 2, 0, 0), e1 =
(−1, 0, 1, 1), e2 = (0, 1,−2, 0), e3 = (0, 0, 1, 1), e4 = (1,−1, 1, 0). ©n Ae =
diag(2, 2, 2, 0), e1 = (1, 0, 0,−2), e2 = (0, 1, 1, 0), e3 = (0, 0, 1, 1), e4 =
(1, 1, 1,−1). ©o Ae = diag(0, 0,−1,−1), e1 = (1, 0, 4, 0), e2 = (1, 1, 0,−1),
e3 = (1, 1, 0, 0), e4 = (0, 0, 1, 1). ©p Ae = diag(1, 0,−1,−1), e1 =
(1, 0, 0,−2), e2 = (2, 1,−1,−4), e3 = (1, 1, 0, 0), e4 = (0, 0, 1, 1). ©q Ae =
diag(2, 1, 0, 0), e1 = (1, 0, 0, 1), e2 = (1,−1, 1, 1), e3 = (1, 1,−2, 1),
e4 = (2,−2, 1, 1).©r Ae = diag(2, 2, 2, 1), e1 = (1, 0,−1, 0), e2 = (0, 1, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1,−1), e4 = (1, 1, 2,−1). ©s Ae = diag(2, 2,−1,−1), e1 =
(1, 0, 0, 1), e2 = (1, 1,−1, 0), e3 = (−1, 0, 1, 0), e4 = (2,−1, 0, 1). ©t Ae =
diag(−2,−2, 0, 0), e1 = (1, 0,−1, 0), e2 = (0, 1,−2, 1), e3 = (−1, 1, 0, 1),
e4 = (1, 0,−2, 1). ©u A = diag(3, 3, 1, 1), e1 = (1, 0,−1, 1), e2 =
(0, 1, 1, 1), e3 = (−2, 1, 2, 0), e4 = (1, 0, 0, 1). ©v Ae = diag(0,−1,−1,−1),
e1 = (1,−1, 1, 1), e2 = (0,−1, 0, 3), e3 = (0, 0,−1, 2), e4 = (1, 0, 0, 1).
©w Ae = diag(0,−2,−2,−2), e1 = (−1, 2, 1, 1), e2 = (1, 0,−1, 0), e3 =
(0, 1, 1, 0), e4 = (0, 0,−1, 1). ©x Ae = diag(2, 1, 1, 1), e1 = (1,−1, 1, 1),
e2 = (0, 1, 0,−4), e3 = (1, 0, 0,−2), e4 = (0, 0, 1,−2).

80. В примерах ©a – ©x характеристические многочлены имеют
только простые корни, так как они взаимно просты со своей произ-
водной. ©a −ϕA(λ) = λ3− 5λ2 +13λ− 8. ©b −ϕA(λ) = λ3 +λ2− 6λ− 23.
©c −ϕA(λ) = λ3−3λ2−8λ+26.©d −ϕA(λ) = λ3−2λ2 +4.©e −ϕA(λ) =
λ3−5λ−1.©f −ϕA(λ) = λ3−λ2−4λ+1.©g −ϕA(λ) = λ3 +3λ2 +5λ+4.
©h −ϕA(λ) = λ3 + λ2 − 6λ + 6. ©i −ϕA(λ) = λ3 − 3λ2 + λ + 18.
©j −ϕA(λ) = λ3 − 6λ2 + 10λ − 20. ©k −ϕA(λ) = λ3 − 7λ2 + 10λ − 2.
©l −ϕA(λ) = λ3 − λ2 + 2λ + 12. ©m −ϕA(λ) = λ3 − 3λ2 − 15λ + 5.
©n −ϕA(λ) = λ3 − 3λ2 + 7λ − 6. ©o −ϕA(λ) = λ3 − λ2 + 3λ + 8.
©p −ϕA(λ) = λ3 − 3λ2 − 3λ + 25. ©q −ϕA(λ) = λ3 − λ2 − 6λ − 7.
©r −ϕA(λ) = λ3 + 2λ2 − 8λ − 5. ©s −ϕA(λ) = λ3 + λ2 + λ + 5.
©t −ϕA(λ) = λ3 − λ2 + 3λ + 10. ©u −ϕA(λ) = λ3 − 3λ2 − λ + 7.
©v −ϕA(λ) = λ3 − 8λ2 + 9λ. + 15. ©w −ϕA(λ) = λ3 + λ2 + λ − 6.
©x −ϕA(λ) = λ3 + 4λ2 + 11λ+ 9.

81. В ©a – ©x геометрическая кратность любого собственного зна-
чения равна 1. ©a α1 = 0, α2 = 1. ©b α1 = 0, α2 = −1. ©c α1 = 0,
α2 = −2. ©d α1 = 0, α2 = 2. ©e α1 = −1, α2 = 1. ©f α1 = −1, α2 = 1.
©g α1 = 1, α2 = 2.©h α1 = −1, α2 = 2.©i α1 = −2, α2 = −1.©j α1 = −2,
α2 = 1. ©k α1 = −1, α2 = 1. ©l α1 = 0, α2 = 1. ©m α1 = −1, α2 = 0.
©n α1 = −2, α2 = 0. ©o α1 = 0, α2 = 2. ©p α1 = −1, α2 = 1. ©q α1 = −1,
α2 = 1. ©r α1 = 1, α2 = 2. ©s α1 = −1, α2 = 2. ©t α1 = −2, α2 = −1.
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©u α1 = −2, α2 = 1. ©v α1 = 1, α2 = 3. ©w α1 = −1, α2 = 1. ©x α1 = 0,
α2 = 2.

82. ©a α1 = 0 K1 = `
(
(1; 0;−1; 0), (2; 1;−2;−1)

)
, α2 = 1 K2 =

`
(
(−1; 0; 2;−1), (5; 3;−8; 1)

)
. ©b α1 = 0 K1 = `

(
(1; 2; 2;−1), (0; 1; 1; 0)

)
,

α2 = 1 K2 = `
(
(2; 2; 3;−2), (−4;−6;−7; 5)

)
. ©c α1 = 0

K1 = `
(
(1;−1; 0;−1), (−1; 2; 0; 2)

)
, α2 = 1 K2 = `

(
(1; 0; 1; 0)

)
, α3 = −1

K3 = `
(
(1;−2;−2;−1)

)
. ©d α1 = 0 K1 = `

(
(1; 1;−2; 1), (−1; 0; 2; 0)

)
,

α2 = 1 K2 = `
(
(−2;−2; 5;−3)

)
, α3 = −1 K3 = `

(
(1; 1;−1; 1)

)
.

©e α1 = 0 K1 = `
(
(1; 1; 0;−2), (0; 1; 0;−1), (−2;−3; 1; 3)

)
, α2 = 1 K2 =

`
(
(0; 0; 1;−1)

)
. ©f α1 = 0 K1 = `

(
(1; 1;−1; 0), (0; 1; 0;−1), (3; 1;−2; 1)

)
,

α2 = 1 K2 = `
(
(0; 1; 1;−1)

)
. ©g α1 = 0 K1 =

`
(
(1; 0;−1;−1), (0; 1; 2; 2), (0; 0; 1; 0)

)
, α2 = 1 K2 = `

(
(1;−1;−3;−2)

)
.

©h α1 = 0 K1 = `
(
(1; 0; 0; 1), (1; 1;−1; 1), (−3; 0; 1;−3)

)
, α2 = 1

K2 = `
(
(−1; 2;−1; 0)

)
. ©i α1 = 0 K1 = `

(
(1; 0; 0; 0), (2; 1;−2;−1)

)
,

α2 = 1 K2 = `
(
(−1; 0; 1; 0), (−2; 1; 1; 0)

)
. ©j α1 = 0 K1 =

`
(
(1; 0; 0;−1), (0; 1; 0;−1)

)
, α2 = 1 K2 = `

(
(0; 1; 1;−1), (−2; 3; 0; 0)

)
.

©k α1 = 0 K1 = `
(
(1; 2; 2; 0), (−2;−3;−3; 0)

)
, α2 = −1

K2 = `
(
(−2;−4;−3; 1), (−1;−1; 0; 2)

)
. ©l α1 = 0 K1 =

`
(
(1; 2;−7; 2), (0; 1;−2; 1)

)
, α2 = 1 K2 = `

(
(0;−1; 3; 0), (−1; 0; 3; 1)

)
.

©m α1 = 0 K1 = `
(
(1; 1;−2;−2), (1; 2;−4;−4), (3; 3;−5;−5)

)
, α2 = 1

K2 = `
(
(2; 4;−8;−7)

)
. ©n α1 = 0 K1 = `

(
(1; 1; 2; 2), (2; 3; 4; 4), (2; 3; 5; 5)

)
,

α2 = 1 K2 = `
(
(−1; 0;−2;−1)

)
. ©o α1 = 0 K1 = `

(
(1; 0; 0; 0), (0; 1; 0; 1)

)
,

α2 = 1 K2 = `
(
(−3; 0; 1; 1), (−2; 0; 0; 1)

)
. ©p α1 = 0 K1 =

`
(
(1; 2;−1; 3), (−1;−1; 1;−2)

)
, α2 = 1 K2 = `

(
(2; 2;−1; 3), (2; 1;−2; 4)

)
.

©q α1 = 0 K1 = `
(
(1; 0; 0; 0), (1; 1; 1;−2)

)
, α2 = −1 K2 =

`
(
(1;−1; 0; 2), (1; 0; 0; 1)

)
. ©r α1 = 0 K1 = `

(
(1; 0;−1; 1), (1; 1;−1; 2)

)
,

α2 = −1 K2 = `
(
(2; 1;−1; 1), (2; 2; 0; 1)

)
. ©s α1 = 0 K1 =

`
(
(1; 0;−1;−1), (−2; 1; 2; 3)

)
, α2 = 1 K2 = `

(
(3;−3;−2;−5), (1; 0;−1; 0)

)
.

©t α1 = 0 K1 = `
(
(1;−2;−2; 4), (0; 1; 1;−2)

)
, α2 = 1

K2 = `
(
(−3; 2; 3;−3), (−4; 2; 3;−2)

)
. ©u α1 = 0 K1 =

`
(
(1;−3; 5; 1), (0; 1;−2;−1)

)
, α2 = 1 K2 = `

(
(1; 0; 0; 0), (−2; 1;−1; 2)

)
.

©v α1 = 1 K1 = `
(
(1; 0; 0;−1), (−1; 1;−2; 1), (2; 1;−1;−2)

)
,

α2 = 0 K2 = `
(
(0;−1; 2; 1)

)
. ©w α1 = 1 K1 =

`
(
(1; 0; 2; 1), (−1; 1;−5;−4), (−1; 1;−4;−3)

)
, α2 = 0 K2 =

`
(
(−1;−2; 2; 4)

)
. ©x α1 = 0 K1 = `

(
(1; 0; 0; 1), (1; 1;−1; 1)

)
, α2 = 1

K2 = `
(
(3; 0; 1; 3)

)
, α3 = −1 K3 = `

(
(0; 2;−3; 1)

)
.
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83.©a
 1 1 0

0 1 0
0 0 1

 . ©b
 −1 1 0

0 −1 0
0 0 −1

 . ©c
 0 1 0

0 0 0
0 0 0

 .

©d
 2 1 0

0 2 0
0 0 2

 . ©e
 −2 1 0

0 −2 0
0 0 −2

 . ©f
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 .

©g
 −1 0 0

0 −1 1
0 0 −1

 . ©h
 1 0 0

0 1 1
0 0 1

 . ©i
 −2 1 0

0 −2 1
0 0 −2

 .

©j
 2 1 0

0 2 1
0 0 2

 . ©k
 1 1 0

0 1 0
0 0 1

 . ©l
 −1 1 0

0 −1 0
0 0 −1

 .

©m
 0 1 0

0 0 0
0 0 0

 . ©n
 2 1 0

0 2 0
0 0 2

 . ©o
 −2 1 0

0 −2 0
0 0 −2

 .

©p
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 . ©q
 1 1 0

0 1 1
0 0 1

 . ©r
 −1 1 0

0 −1 1
0 0 −1

 .

©s
 −1 1 0

0 −1 1
0 0 −1

 . ©t
 1 1 0

0 1 1
0 0 1

 . ©u
 −1 0 0

0 −1 1
0 0 −1

 .

©v
 −1 0 0

0 −1 1
0 0 −1

 . ©w
 0 0 0

0 0 1
0 0 0

 . ©x
 −1 0 0

0 −1 1
0 0 −1

 .

84.©a


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .©b


−1 1 0 0

0 −1 1 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . ©c


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

©d


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 . ©e


−1 1 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 . ©f


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

©g


−2 1 0 0

0 −2 0 0
0 0 −2 1
0 0 0 −2

 . ©h


−1 1 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . ©i


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
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©j


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . ©k


−2 1 0 0

0 −2 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −2

 . ©l


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

©m


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 . ©n


−1 1 0 0

0 −1 1 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . ©o


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

©p


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . ©q


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 . ©r


−1 1 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 .

©s


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . ©t


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 . ©u


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

©v


−2 1 0 0

0 −2 0 0
0 0 −2 1
0 0 0 −2

 . ©w


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . ©x


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

85.©a


0 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .©b


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 . ©c


2 0 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 .

©d


−1 0 0 0

0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 . ©e


1 0 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 . ©f


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

©g


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 −2 1
0 0 0 −2

 . ©h


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 . ©i


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 .

©j


0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 . ©k


0 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 −2 1
0 0 0 −2

 . ©l


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 .
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©m


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 . ©n


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . ©o


0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

©p


0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 . ©q


2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 . ©r


2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 .

©s


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . ©t


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . ©u


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

©v


−1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . ©w


2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . ©x


2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

86.©a


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

 . ©b


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .

©c


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 . ©d


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

 .

©e


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

 . ©f


−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1

 .

©g


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 . ©h


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 .
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©i


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 . ©j


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

©k


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 . ©l


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .

©m


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 . ©n


2 1 0 0 0
0 2 1 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

 .

©o


−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 . ©p


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

©q


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 . ©r


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .

©s


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 . ©t


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

©u


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 . ©v


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 .
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©w


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 . ©x


−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 .

87.©a


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 . ©b


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

 .

©c


−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 −1

 . ©d


−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 −1

 .

©e


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 . ©f


−1 1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 −1

 .

©g


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 . ©h


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

©i


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 . ©j


−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1

 .
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©k


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . ©l


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

©m


1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . ©n


2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

 .

©o


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 . ©p


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

©q


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 . ©r


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 .

©s


−2 1 0 0 0 0

0 −2 1 0 0 0
0 0 −2 0 0 0
0 0 0 −2 0 0
0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 −2

 . ©t


−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1

 .

©u


1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . ©v


−1 1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1

 .
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©w


−2 1 0 0 0 0

0 −2 0 0 0 0
0 0 −2 0 0 0
0 0 0 −2 0 0
0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 −2

 . ©x


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

88.©a
(

2 −1
−1 −2

)
. ©b

(
−3 −1

3 −2

)
. ©c

(
2 2
1 1

)
. ©d

(
−2 1
−1 1

)
.

©e
(
−1 1
−1 2

)
. ©f

(
1 −1
1 3

)
. ©g

(
1 2

−2 −1

)
. ©h

(
1 2
3 −1

)
.

©i
(

1 1
−1 −2

)
. ©j

(
3 −1

−1 −1

)
. ©k

(
1 −3

−1 −3

)
. ©l

(
2 1

−1 1

)
.

©m
(

1 2
3 1

)
. ©n

(
−1 1
−1 3

)
. ©o

(
−1 −1

1 1

)
. ©p

(
−1 −2

1 3

)
.

©q
(

2 −3
−1 1

)
. ©r

(
1 1
1 −2

)
. ©s

(
1 −2
1 1

)
. ©t

(
3 1

−3 −3

)
.

©u
(

0 1
2 2

)
. ©v

(
2 −1

−1 −1

)
. ©w

(
2 −2
2 −3

)
. ©x

(
−1 −2
−2 1

)
.

89. В©a –©m инвариантными одномерными подпространствами яв-
ляются `(v), v = µf1 + νf2 для любых |µ|+ |ν| 6= 0, и `(f3). Инвариант-
ными двумерными подпространствами являются `(v, f3), v = µf1 + νf2
для любых |µ| + |ν| 6= 0, и `(f1, f2). ©a f1 = (1, 0,−1), f2 = (1, 1, 0),
f3 = (−1,−1, 1). ©b f1 = (1, 0,−1), f2 = (0, 1, 1), f3 = (1, 1, 1).
©c f1 = (1, 0, 1), f2 = (−1, 1, 0), f3 = (1,−1, 1). ©d f1 = (1,−1, 0),
f2 = (0, 1,−1), f3 = (1,−1, 1). ©e f1 = (1,−1, 2), f2 = (0, 1,−1),
f3 = (1,−1, 1). ©f f1 = (1,−1, 0), f2 = (0, 1,−1), f3 = (−1, 1, 1).
©g f1 = (1, 1, 0), f2 = (0, 1, 1), f3 = (1,−1,−1). ©h f1 = (1,−1, 0),
f2 = (1, 0, 1), f3 = (−1, 1, 1).©i f1 = (1, 0, 1), f2 = (0, 1, 1), f3 = (−2, 2, 1).
©j f1 = (1, 0, 1), f2 = (0, 1,−1), f3 = (−1,−1, 1). ©k f1 = (1, 0,−1),
f2 = (0, 1,−1), f3 = (−3, 2, 2). ©l f1 = (1, 0,−1), f2 = (0, 1,−1),
f3 = (1, 1,−1). ©m f1 = (1, 0, 1), f2 = (1, 1, 0), f3 = (−1,−1, 1).

В ©n – ©x инвариантными одномерными подпространствами явля-
ются `(f1), `(f2) и `(f3). Инвариантными двумерными подпростран-
ствами являются `(f1, f2), `(f1, f3) и `(f2, f3). ©n f1 = (1, 1, 1), f2 =
(1, 2, 1), f3 = (0, 1, 1). ©o f1 = (1, 0,−1), f2 = (0, 1, 1), f3 = (1,−1,−1).
©p f1 = (1, 0, 1), f2 = (−1, 1,−1), f3 = (0,−2, 1). ©q f1 = (1, 1,−1),
f2 = (0, 1,−1), f3 = (1,−1, 2). ©r f1 = (1, 1,−2), f2 = (1, 2,−2),
f3 = (1, 2,−1). ©s f1 = (1,−1,−1), f2 = (0, 1, 1), f3 = (−1,−3,−2).
©t f1 = (1, 0, 2), f2 = (−1, 1,−2), f3 = (−1, 1,−1). ©u f1 = (1, 1, 0),
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f2 = (−1, 0, 1), f3 = (−1,−1, 1). ©v f1 = (1,−1, 1), f2 = (3,−2, 2),
f3 = (−1, 1, 0). ©w f1 = (1, 1,−1), f2 = (0, 1,−1), f3 = (1, 0, 1).
©x f1 = (1, 1, 0), f2 = (−3,−2,−2), f3 = (−1, 0,−1).

90. ©a ` ((1, 1,−1)), ` ((1, 0,−1), (1, 1,−2)). ©b ` ((−2, 1, 2)),
` ((1, 0,−1), (−1, 1, 0)). ©c ` ((−1, 0, 2)), ` ((1, 0,−1), (1, 1,−1)).
©d ` ((1, 1, 3)), ` ((1, 0, 1), (0, 1, 1)).©e ` ((1, 1, 0)), ` ((1, 1,−1), (−2,−1, 0)).
©f ` ((1, 0, 2)), ` ((1, 0, 1), (1, 1, 1)).©g ` ((−1, 0, 1)), ` ((1,−1,−1), (0, 1, 1)).
©h ` ((0,−1, 1)), ` ((1,−1, 1), (0, 1, 0)). ©i ` ((0,−1, 2)),
` ((1,−1, 1), (0, 1,−1)). ©j ` ((−1, 1, 1)), ` ((1, 0,−2), (−2, 1, 2)).
©k ` ((1, 1, 1)), ` ((1, 1, 0), (−1, 0,−1)). ©l ` ((0, 1, 0)),
` ((1,−1, 0), (0, 1,−1)). ©m ` ((0, 1, 1)), ` ((1,−1,−1), (0, 1, 0)).
©n ` ((0,−1, 1)), ` ((1, 0, 1), (0, 1, 0)).©o ` ((1,−1, 0)), ` ((1, 0,−1), (0, 1, 0)).
©p ` ((1,−1,−1)), ` ((1, 0,−1), (0, 1, 1)). ©q ` ((−1,−1,−1)),
` ((1, 0, 1), (0, 1, 1)). ©r ` ((−1, 2, 0)), ` ((1,−2, 1), (1,−1, 0)).
©s ` ((1,−1, 0)), ` ((1,−2, 0), (0, 1,−1)). ©t ` ((1, 0,−1)),
` ((1,−1,−1), (0, 1,−1)). ©u ` ((1, 2, 0)), ` ((1, 0,−1), (0, 1, 0)).
©v ` ((1,−3,−2)), ` ((1,−1,−1), (0, 1, 1)). ©w ` ((−1, 3,−3)),
` ((1,−1, 2), (0, 1,−1)). ©x ` ((−1, 3,−2)), ` ((1,−1, 1), (0, 1,−1)).

91. ©a µA(λ) = λ2. ©b µA(λ) = λ2. ©c µA(λ) = (λ − 1)2. ©d µA(λ) =
(λ− 1)2. ©e µA(λ) = (λ+ 1)2. ©f µA(λ) = (λ− 1)2. ©g µA(λ) = (λ+ 1)2.
©h µA(λ) = (λ−1)2.©i µA(λ) = (λ−1)2.©j µA(λ) = (λ−1)3.©k µA(λ) =
λ3.©l µA(λ) = λ3.©m µA(λ) = (λ+1)3.©n µA(λ) = (λ−1)4.©o µA(λ) =
(λ − 1)4. ©p µA(λ) = λ4. ©q µA(λ) = (λ + 1)4. ©r µA(λ) = λ(λ + 1).
©s µA(λ) = (λ−1)(λ−2).©t µA(λ) = λ(λ−1).©u µA(λ) = (λ−1)(λ−2)2.
©v µA(λ) = λ2(λ+ 1). ©w µA(λ) = λ(λ− 1)2. ©x µA(λ) = λ2(λ+ 1).

92. ©a A ≈ B 6≈ C. ©b A ≈ C 6≈ B. ©c A ≈ B ≈ C. ©d C 6≈ A 6≈
B 6≈ C. ©e A ≈ C 6≈ B. ©f A ≈ B 6≈ C. ©g A 6≈ B ≈ C. ©h A ≈ C 6≈ B.
©i A ≈ B 6≈ C. ©j A ≈ B ≈ C. ©k A 6≈ B ≈ C. ©l A ≈ C 6≈ B.
©m A ≈ B 6≈ C. ©n A ≈ C 6≈ B. ©o A ≈ B ≈ C. ©p A ≈ B 6≈ C.
©q A 6≈ B ≈ C. ©r A ≈ C 6≈ B. ©s A ≈ B 6≈ C. ©t A ≈ C 6≈ B.
©u A ≈ B 6≈ C. ©v A ≈ C 6≈ B. ©w A ≈ B 6≈ C. ©x A ≈ C 6≈ B.

93.©a ,©c ,©d ,©f ,©g ,©i ,©j ,©k ,©n ,©o ,©q ,©r ,©t ,©v ,©w Матрицы
подобны. ©b , ©e , ©h , ©l , ©m , ©p , ©s , ©u , ©x Матрицы не подобны.

94. ©a – ©f Подобна диагональной матрице. ©g – ©l Подобна диа-
гональной матрице над полем комплексных чисел. ©m – ©x Подобна
диагональной матрице над полем вещественных или комплексных чи-
сел.

95. ©a – ©s Подобна диагональной матрице. ©t – ©x Не подобна
диагональной матрице.

96. ©a – ©l Подобна диагональной матрице. ©m – ©p Подобна диа-
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гональной матрице над полем комплексных чисел. ©q – ©t Подобна
диагональной матрице над полем вещественных или комплексных чи-
сел. ©u – ©x Подобна диагональной матрице.

97. ©a π
3 . ©b π

6 . ©c π
4 . ©d π

3 . ©e π
6 . ©f π

4 . ©g π
3 . ©h 5π

6 . ©i 2π
3 . ©j 3π

4 .
©k π

6 . ©l 2π
3 . ©m 3π

4 . ©n π
3 . ©o π

4 . ©p π
6 . ©q π

4 . ©r 2π
3 . ©s π

4 . ©t π
3 . ©u 5π

6 .
©v π

4 . ©w π
3 . ©x π

4 .
98. ©a 2π

3 . ©b π
6 . ©c π

6 . ©d 2π
3 . ©e 2π

3 . ©f π
6 . ©g π

6 . ©h 5π
6 . ©i π

3 . ©j 2π
3 .

©k 5π
6 . ©l 5π

6 . ©m π
6 . ©n 5π

6 . ©o π
6 . ©p 5π

6 . ©q 5π
6 . ©r 2π

3 . ©s 5π
6 . ©t π

3 .
©u 2π

3 . ©v π
6 . ©w π

6 . ©x 2π
3 .

99. ©a a3 = (2, 0, 1,−5), a4 = (1, 0,−2, 0). ©b a3 = (0, 0,−3, 1),
a4 = (1,−2, 0, 0). ©c a3 = (1, 0,−3, 0), a4 = (3, 2, 1,−7). ©d a3 =
(0, 2, 1,−5), a4 = (3, 2, 1, 1). ©e a3 = (0, 0,−1, 1), a4 = (3, 1,−5,−5).
©f a3 = (−1, 1, 0, 0), a4 = (0, 0,−1, 1). ©g a3 = (0,−1, 0, 1), a4 =
(0, 1,−2, 1). ©h a3 = (−1, 0, 1, 0), a4 = (1, 1, 1,−3). ©i a3 = (0, 0, 1,−3),
a4 = (−5,−5, 3, 1). ©j a3 = (−1, 0, 0, 1), a4 = (1, 2,−2, 1). ©k a3 =
(1,−2, 0, 0), a4 = (2, 1,−5, 0). ©l a3 = (1,−5, 0, 2), a4 = (1, 1,−2, 2).
©m a3 = (−5, 0, 1, 3), a4 = (2,−7, 1, 3). ©n a3 = (1, 1,−2, 0), a4 =
(−1, 1, 0, 0). ©o a3 = (0,−3, 1, 0), a4 = (3,−1,−3, 1). ©p a3 = (1, 0,−2, 0),
a4 = (0, 1, 0,−3). ©q a3 = (−1, 0, 1, 0), a4 = (−5, 4,−5, 8). ©r a3 =
(0,−5, 4, 2), a4 = (−9, 4, 4, 2). ©s a3 = (1, 0, 0,−1), a4 = (1,−1,−1, 1).
©t a3 = (1, 3, 2, 1), a4 = (−1, 0, 0, 1). ©u a3 = (0, 0,−3, 1), a4 =
(−2, 1, 0, 0). ©v a3 = (−2, 1, 0, 0), a4 = (1, 2, 1,−6). ©w a3 = (1, 0, 0,−1),
a4 = (1,−1, 0, 1). ©x a3 = (1, 0, 0,−1), a4 = (1, 0,−2, 1).

100.©a a3 = (1/
√

2; 0; 0; 1/
√

2), a4 = (−2/
√

21; 2/
√

21; 3/
√

21; 2/
√

21).
©b a3 = (0; 1/

√
5; 0;−2/

√
5), a4 = (1/

√
10; 0;−3/

√
10; 0).

©c a3 = (0; 0; 1/
√

2; 1/
√

2), a4 = (0; 1/
√

3;−1/
√

3; 1/
√

3).
©d a3 = (0; 2/

√
6; 1/

√
6; 1/

√
6), a4 = (2/

√
7;−1/

√
7; 1/

√
7; 1/

√
7).

©e a3 = (1/
√

10; 0;−3/
√

10; 0), a4 = (3/
√

30; 4/
√

30; 1/
√

30;−2/
√

30).
©f a3 = (1/

√
2; 1/

√
2; 0; 0), a4 = (−1/

√
12; 1/

√
12; 1/

√
12; 3/

√
12).

©g a3 = (0; 2/
√

30; 1/
√

30;−5/
√

30), a4 = (1; 0; 0; 0). ©h a3 =
(4/
√

45; 2/
√

45;−5/
√

45; 0), a4 = (4/
√

117; 2/
√

117; 4/
√

117;−9/
√

117).
©i a3 = (0; 0; 3/

√
10; 1/

√
10), a4 = (−5/

√
60; 5/

√
60; 1/

√
60;−3/

√
60).

©j a3 = (−1/
√

3; 1/
√

3; 0; 1/
√

3), a4 = (0; 0; 1; 0). ©k a3 =
(2/
√

15; 3/
√

15; 1/
√

15; 1/
√

15), a4 = (0; 0; 1/
√

2;−1/
√

2). ©l a3 =
(5/
√

30; 1/
√

30; 2/
√

30; 0), a4 = (−1/
√

42; 1/
√

42; 2/
√

42; 6/
√

42).
©m a3 = (3/

√
10; 0; 1/

√
10; 0), a4 = (0; 3/

√
10; 0; 1/

√
10). ©n a3 =

(−3/
√

35; 0; 1/
√

35; 5/
√

35), a4 = (−3/
√

63; 7/
√

63; 1/
√

63;−2/
√

63).
©o a3 = (0; 1/

√
6; 1/

√
6; 2/

√
6), a4 = (−3/

√
21;−2/

√
21;−2/

√
21; 2/

√
21).

©p a3 = (0; 0; 2/
√

5; 1/
√

5), a4 = (0; 1; 0; 0). ©q a3 = (0; 2/
√

5; 1/
√

5; 0),
a4 = (5/

√
70; 2/

√
70;−4/

√
70;−5/

√
70). ©r a3 = (0; 0; 1; 0),
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a4 = (−3/
√

22;−3/
√

22; 0; 2/
√

22). ©s a3 = (0;−3/
√

13; 2/
√

13; 0),
a4 = (−3/

√
26; 2/

√
26; 3/

√
26; 2/

√
26). ©t a3 = (0;−3/

√
10; 1/

√
10; 0),

a4 = (−3/
√

20; 1/
√

20; 3/
√

20; 1/
√

20). ©u a3 = (0; 1/
√

10; 3/
√

10; 0),
a4 = (0;−3/

√
35; 1/

√
35;−5/

√
35). ©v a3 = (1/

√
6; 2/

√
6; 1/

√
6; 0),

a4 = (1/2;−1/2; 1/2; 1/2). ©w a3 = (0; 1/
√

2; 0;−1/
√

2),
a4 = (4/

√
34; 3/

√
34; 0; 3/

√
34). ©x a3 = (2/

√
5; 0; 1/

√
5; 0),

a4 = (−1/
√

10;−2/
√

10; 2/
√

10; 1/
√

10).
101. ©a b1 = (0, 0,−2,−1), b2 = (0, 1, 0, 0), b3 = (1, 0, 2,−4). ©b b1 =

(2, 3,−1, 1), b2 = (−1, 1, 1, 0). ©c b1 = (−2, 1, 1, 3), b2 = (1, 1, 1, 0),
b3 = (−4, 3, 1,−4). ©d b1 = (−1, 1,−2, 3), b2 = (3, 2, 1, 1). ©e b1 =
(2, 1,−2, 1), b2 = (1, 0, 0,−2), b3 = (2, 1, 3, 1). ©f b1 = (0, 3, 1, 3), b2 =
(−2, 0,−3, 1). ©g b1 = (−2, 2, 1, 2), b2 = (1, 0, 0, 1), b3 = (−1,−2, 0, 1).
©h b1 = (0, 3,−1,−2), b2 = (0, 1, 3, 0), b3 = (1,−3, 1,−5). ©i b1 =
(−2,−1, 3, 3), b2 = (−5, 1, 0,−3), b3 = (0, 3, 0, 1). ©j b1 = (−2, 2, 0,−1),
b2 = (0, 1, 1, 2). ©k b1 = (0, 2, 2,−2), b2 = (0, 1, 1, 2), b3 = (−1, 1,−1, 0).
©l b1 = (1, 2, 0, 0), b2 = (0, 0, 0, 1), b3 = (4,−2, 1, 0).©m b1 = (1, 2, 2,−2),
b2 = (−2,−1, 3, 1). ©n b1 = (−2, 1,−2,−1), b2 = (0, 0, 1,−2), b3 =
(0, 5, 2, 1). ©o b1 = (−2, 3,−1,−1), b2 = (1, 0,−2, 0), b3 = (4, 1, 2,−7).
©p b1 = (−1, 2, 1,−1), b2 = (0, 1,−2, 0), b3 = (0, 2, 1, 5). ©q b1 =
(−1, 0,−1, 0), b2 = (0, 1, 0, 2). ©r b1 = (−2,−2, 2, 2), b2 = (1, 0, 0, 1),
b3 = (−1, 0,−2, 1).©s b1 = (1, 1,−1, 0), b2 = (0, 0, 0, 1), b3 = (3,−2, 1, 0).
©t b1 = (−1,−1,−1, 3), b2 = (2, 1, 0, 1). ©u b1 = (−1,−2,−2, 1), b2 =
(−2, 1, 0, 0), b3 = (0, 0, 1, 2). ©v b1 = (1,−2, 0, 3), b2 = (−3, 0, 0, 1), b3 =
(1, 5, 3, 3). ©w b1 = (0,−2,−2,−1), b2 = (0, 0, 1,−2), b3 = (1, 0, 0, 0).
©x b1 = (−2,−1, 3, 1), b2 = (2, 1, 0, 5), b3 = (1,−2, 0, 0).

102. ©a (−3, 0, 1, 5), (−1, 1, 0, 1). ©b (5,−6, 2, 1). ©c (−1, 1, 1, 0),
(−1,−1, 0, 1). ©d (1, 0, 0, 1), (−1, 5, 1, 0). ©e (−1, 0, 1, 2). ©f (1, 0, 2,−3),
(0, 1, 2,−5). ©g (−2, 2, 0, 1), (2,−4, 1, 0). ©h (−4, 3, 3, 0). ©i (−3, 0, 2, 1),
(−2, 2, 3, 0). ©j (0, 1, 0,−2), (2, 0, 1,−7). ©k (6,−4,−4, 1). ©l (4, 0, 1, 5),
(3, 1, 0, 5). ©m (0, 1, 0, 2), (1, 0, 2, 2). ©n (−2,−1, 0, 1), (3, 2, 1, 0).
©o (1, 4,−6, 4). ©p (1, 0, 2, 0), (0, 1,−2, 1). ©q (0, 1, 2,−6), (1, 0, 2,−4).
©r (1,−3,−4, 2). ©s (1, 0, 2, 2), (0, 2,−2,−5). ©t (3, 2, 0,−2).
©u (3, 0, 5,−1), (6,−2, 7, 0). ©v (−5, 1, 0, 2), (−7, 0, 1, 3). ©w (−5,−4, 4, 1).
©x (1, 0,−2, 2), (0, 1,−5, 6).

103. ©a x2 + x3 = 0, x1 + 2x2 − x4 = 0. ©b 3x2 − 3x3 + x4 = 0.
©c 9x2−x3−6x4 = 0, x1+x2 = 0.©d x1+x2−x3 = 0.©e 9x1+4x2+2x4 =
0, 7x1 + 4x2 + 2x3 = 0. ©f x1 + 2x2 − 7x4 = 0, 3x2 + x3 − 4x4 = 0.
©g 2x1 + 7x3 + x4 = 0, 2x1 − x2 + 4x3 = 0. ©h 7x1 − 2x2 − x3 = 0,
5x1 − 2x2 − x4 = 0. ©i 2x1 − 10x2 + 7x4 = 0, 8x2 − 2x3 − 5x4 = 0.
©j 2x1+x2−3x4 = 0.©k x1+x3 = 0, x2−4x3+2x4 = 0.©l 6x1−x3−3x4 =
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0, 3x1 + x2 − 2x4 = 0. ©m x1 + x2 − x3 = 0, 3x2 + 7x3 + 2x4 = 0.
©n 3x1 − 5x2 + x4 = 0, 3x1 − 4x2 + x3 = 0. ©o 5x1 + x2 − 2x4 = 0,
5x1+x3−2x4 = 0.©p 3x1−x2+5x4 = 0.©q x1−3x3+x4 = 0, x2−2x3 = 0.
©r x1 − 4x2 − 3x3 − x4 = 0. ©s x2 − 3x3 + x4 = 0, x1 − 2x2 + 3x3 =
0. ©t x1 − x2 − 4x3 + x4 = 0. ©u x1 + x4 = 0, x2 + 3x3 − 4x4 = 0.
©v 4x1 + 3x2 − 2x3 − 3x4 = 0. ©w x2 − x4 = 0, 2x1 − 2x3 − 3x4 = 0.
©x x2 + 2x3 − 3x4 = 0, x1 + x3 = 0.

104. ©a xpr = (2,−4, 4, 1), xort = (1, 0, 0,−2). ©b xpr = (2,−2, 0, 0),
xort = (1, 1, 0,−2). ©c xpr = (4,−3, 0,−1), xort = (1, 2, 0,−2). ©d xpr =
(3,−4,−2,−8), xort = (2, 1, 1, 0). ©e xpr = (−4, 0, 2, 0), xort = (1, 0, 2, 1).
©f xpr = (1,−2,−1,−3), aort = (−1,−2, 0, 1). ©g xpr = (−4, 0,−2, 6),
xort = (1, 2,−2, 0). ©h xpr = (4,−6, 2,−4), xort = (0,−1,−1, 1). ©i xpr =
(4, 2, 3,−3), xort = (0, 3,−1, 1).©j xpr = (−2, 0, 0, 2), xort = (−2, 0, 1,−2).
©k xpr = (−1,−5, 2,−3), xort = (1, 0, 2, 1). ©l xpr = (3, 0,−1,−5),
xort = (0,−6,−5, 1). ©m xpr = (1, 1,−4, 4), xort = (2,−6, 0, 1). ©n xpr =
(−2,−1, 5, 7), xort = (1,−2, 0, 0). ©o xpr = (3, 0, 3, 3), xort = (−1, 1, 0, 1).
©p xpr = (−2, 2, 0, 0), xort = (1, 1,−2, 0). ©q xpr = (1, 2, 2,−4), xort =
(0, 1,−1, 0). ©r xpr = (2, 3, 3,−1), xort = (1, 0,−1,−1). ©s xpr =
(0, 4, 5, 3), xort = (0, 1,−2, 2).©t xpr = (−1,−3, 1,−2), xort = (−2, 1, 1, 0).
©u xpr = (−3, 4,−2,−3), xort = (−1, 0, 0, 1). ©v xpr = (0, 2,−2, 0),
xort = (−1, 0, 0, 1). ©w xpr = (0, 2,−1, 1), xort = (0, 1, 2, 0). ©x xpr =
(−1,−3, 3, 3), xort = (−3, 0, 1,−2).

105. ©a xpr = (2,−1, 1, 0), xort = (−2, 1, 5, 0). ©b xpr = (0,−1, 0, 1),
xort = (−2,−3, 2,−3). ©c xpr = (−2, 0, 1, 0), xort = (1, 3, 2, 4). ©d xpr =
(0,−2, 0, 1), xort = (−2,−1, 0,−2). ©e xpr = (−2, 0, 1,−3), xort =
(−3,−1, 0, 2). ©f xpr = (0,−1, 0, 1), xort = (−2, 2,−2, 2). ©g xpr =
(0, 1, 0, 1), xort = (2, 2, 1,−2). ©h xpr = (0, 0, 1, 1), xort = (−4, 1, 0, 0).
©i xpr = (0, 1, 1, 0), xort = (−1, 0, 0,−2). ©j xpr = (−1, 0, 0, 1), xort =
(1, 4, 1, 1). ©k xpr = (−2, 0, 1, 0), xort = (−1, 0,−2,−1). ©l xpr =
(1, 1, 1, 0), xort = (−2, 1, 1, 1). ©m xpr = (1, 2, 2, 0), xort = (2, 0,−1,−1).
©n xpr = (0, 1,−1, 1), xort = (2, 1, 0,−1). ©o xpr = (−2,−1, 1, 0),
xort = (1,−3,−1,−2). ©p xpr = (−3, 1, 2, 0), xort = (2, 0, 3,−1).
©q xpr = (−1,−1, 1, 0), xort = (0,−2,−2, 2). ©r xpr = (−2, 1, 1, 0),
xort = (1, 0, 2, 4). ©s xpr = (1,−1, 1, 0), xort = (−2,−2, 0,−2). ©t xpr =
(0, 1, 0, 0), xort = (1, 0, 3, 3). ©u xpr = (−4,−2, 0, 1), xort = (0, 1, 1, 2).
©v xpr = (0,−2,−2, 1), xort = (0,−1, 2, 2). ©w xpr = (−1, 2, 0, 1),
xort = (0,−1, 5, 2). ©x xpr = (−2, 0, 1, 0), xort = (−1,−2,−2,−1).

106. ©a π/4,
√

6. ©b arccos(
√

2/3),
√

35. ©c π/4, 3. ©d π/6, 1.
©e arccos( 2

√
2

3 ),
√

2. ©f π/4, 3. ©g arccos(
√

7
3 ),

√
2. ©h π/3,

√
21. ©i π/6,√

2. ©j π/6,
√

6. ©k π/4,
√

21. ©l π/4,
√

14. ©m π/6,
√

5. ©n arccos( 2
√

2
3 ),
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√

2. ©o π/4, 3. ©p π/3,
√

21. ©q arccos( 2
√

5
5 ),

√
2. ©r π/6,

√
2. ©s π/6,√

6. ©t π/4,
√

14. ©u arccos( 6
3 ),

√
14. ©v π/3, 3. ©w arccos(

√
2

3 ),
√

21.

©x arccos(
√

5
7 ),

√
2.

107. ©a Ae = diag(0,−3, 3), e1 = (1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3),
e2 = (0,−1/

√
2, 1/

√
2), e3 = (−2/

√
6, 1/

√
6, 1/

√
6). ©b Ae =

diag(−1,−3, 3), e1 = (0,−1/
√

2, 1/
√

2), e2 = (−1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3),
e3 = (2/

√
6, 1/

√
6, 1/

√
6). ©c Ae = diag(−1,−2, 2), e1 =

(−1/
√

3,−1/
√

3, 1/
√

3), e2 = (0, 1/
√

2, 1/
√

2), e3 = (2/
√

6,−1/
√

6, 1/
√

6).
©d Ae = diag(2,−2,−1), e1 = (2/

√
6, 1/

√
6, 1/

√
6), e2 =

(0,−1/
√

2, 1/
√

2), e3 = (−1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3). ©e Ae = diag(1, 2,−2),
e1 = (−1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3), e2 = (1/

√
2, 0, 1/

√
2), e3 =

(−1/
√

6,−2/
√

6, 1/
√

6). ©f Ae = diag(1,−3, 3), e1 = (−1/
√

2, 0, 1/
√

2),
e2 = (1/

√
6,−2/

√
6, 1/

√
6), e3 = (1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3). ©g Ae =

diag(3, 1,−3), e1 = (−2/
√

6, 1/
√

6,−1/
√

6), e2 = (0, 1/
√

2, 1/
√

2), e3 =
(1/
√

3, 1/
√

3,−1/
√

3). ©h Ae = diag(2, 0,−1), e1 = (2/
√

6,−1/
√

6, 1/
√

6),
e2 = (0, 1/

√
2, 1/

√
2), e3 = (−1/

√
3,−1/

√
3, 1/

√
3). ©i Ae =

diag(3, 0,−2), e1 = (1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3), e2 = (−2/
√

6, 1/
√

6, 1/
√

6), e3 =
(0, 1/

√
2,−1/

√
2). ©j Ae = diag(1,−2, 3), e1 = (1/

√
6,−2/

√
6,−1/

√
6),

e2 = (−1/
√

3,−1/
√

3, 1/
√

3), e3 = (1/
√

2, 0, 1/
√

2). ©k Ae =
diag(−1, 2, 1), e1 = (−1/

√
6,−2/

√
6, 1/

√
6), e2 = (−1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3),

e3 = (1/
√

2, 0, 1/
√

2). ©l Ae = diag(1, 2,−1), e1 = (−1/
√

2, 0, 1/
√

2),
e2 = (1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3), e3 = (1/

√
6,−2/

√
6, 1/

√
6). ©m Ae =

diag(−3, 3, 0), e1 = (1/
√

6, 1/
√

6,−2/
√

6), e2 = (−1/
√

2, 1/
√

2, 0), e3 =
(1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3). ©n Ae = diag(0,−3, 3), e1 = (1/
√

3,−1/
√

3, 1/
√

3),
e2 = (−1/

√
6, 1/

√
6, 2/

√
6), e3 = (1/

√
2, 1/

√
2, 0). ©o Ae = diag(−2, 1, 2),

e1 = (−1/
√

6, 1/
√

6,−2/
√

6), e2 = (−1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3),
e3 = (1/

√
2, 1/

√
2, 0). ©p Ae = diag(0, 1, 3), e1 = (1/

√
3,−1/

√
3, 1/

√
3),

e2 = (1/
√

2, 0,−1/
√

2), e3 = (1/
√

6, 2/
√

6, 1/
√

6). ©q Ae = diag(2, 3, 0),
e1 = (0, 1/

√
2, 1/

√
2), e2 = (1/

√
3,−1/

√
3, 1/

√
3), e3 =

(−2/
√

6,−1/
√

6, 1/
√

6). ©r Ae = diag(−2,−3, 3), e1 = (0, 2/
√

5, 1/
√

5),
e2 = (1/

√
6, 1/

√
6,−2/

√
6), e3 = (−5/

√
30, 1/

√
30,−2/

√
30).

©s Ae = diag(−3, 3, 2), e1 = (1/
√

30,−5/
√

30, 2/
√

30), e2 =
(1/
√

6, 1/
√

6, 2/
√

6), e3 = (−2/
√

5, 0, 1/
√

5). ©t Ae = diag(3, 0,−1),
e1 = (2/

√
6,−1/

√
6, 1/

√
6), e2 = (−1/

√
3,−1/

√
3, 1/

√
3),

e3 = (0, 1/
√

2, 1/
√

2). ©u Ae = diag(2,−1, 3), e1 = (−1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3),
e2 = (−1/

√
6,−2/

√
6, 1/

√
6), e3 = (1/

√
2, 0, 1/

√
2). ©v Ae = diag(1, 0, 3),

e1 = (0,−1/
√

2, 1/
√

2), e2 = (1/
√

3,−1/
√

3,−1/
√

3), e3 =
(2/
√

6, 1/
√

6, 1/
√

6). ©w Ae = diag(0, 3, 2), e1 = (−1/
√

6,−2/
√

6, 1/
√

6),
e2 = (1/

√
3,−1/

√
3,−1/

√
3), e3 = (1/

√
2, 0, 1/

√
2). ©x Ae =
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diag(1, 0, 3), e1 = (1/
√

2, 1/
√

2, 0), e2 = (1/
√

3,−1/
√

3, 1/
√

3),
e3 = (1/

√
6,−1/

√
6,−2/

√
6).

108. ©a Ae = diag(−2, 1, 1), e1 = (−
√

3/3,
√

3/3,
√

3/3), e2 =
(
√

6/6,−
√

6/6,
√

6/3), e3 = (
√

2/2,
√

2/2, 0). ©b Ae = diag(3, 0, 0), e1 =
(−
√

3/3,−
√

3/3,
√

3/3), e2 = (
√

2/2, 0,
√

2/2), e3 = (−
√

6/6,
√

6/3,
√

6/6).
©c Ae = diag(−4, 5, 5), e1 = (−2/3,−2/3, 1/3), e2 = (0,

√
5/5, 2

√
5/5),

e3 = (
√

5/3,−4
√

5/15, 2
√

5/15). ©d Ae = diag(−5, 4, 4), e1 =
(−
√

3/3,−
√

3/3,
√

3/3), e2 = (−
√

2/2,
√

2/2, 0), e3 = (
√

6/6,
√

6/6,
√

6/3).
©e Ae = diag(−4, 5, 5), e1 = (−

√
3/3,−

√
3/3,

√
3/3), e2 =

(0,
√

2/2,
√

2/2), e3 = (
√

6/3,−
√

6/6,
√

6/6). ©f Ae = diag(−4, 2, 2), e1 =
(
√

3/3,
√

3/3,
√

3/3), e2 = (
√

2/2, 0,−
√

2/2), e3 = (−
√

6/6,
√

6/3,−
√

6/6).
©g Ae = diag(−1, 5, 5), e1 = (

√
6/3,

√
6/6,

√
6/6), e2 = (0,−

√
2/2,

√
2/2),

e3 = (
√

3/3,−
√

3/3,−
√

3/3). ©h Ae = diag(5,−4,−4), e1 =
(1/3,−2/3,−2/3), e2 = (2

√
5/5, 0,

√
5/5), e3 = (2

√
5/15,

√
5/3,−4

√
5/15).

©i Ae = diag(5,−1,−1), e1 = (−
√

3/3,
√

3/3,−
√

3/3),
e2 = (

√
2/2,

√
2/2, 0), e3 = (−

√
6/6,

√
6/6,

√
6/3). ©j Ae =

diag(−1, 5, 5), e1 = (−
√

6/3,−
√

6/6,
√

6/6), e2 = (
√

5/5, 0, 2
√

5/5),
e3 = (−

√
30/15,

√
30/6,

√
30/30). ©k Ae = diag(−1, 5, 5), e1 =

(−
√

3/3,−
√

3/3,
√

3/3), e2 = (−
√

2/2,
√

2/2, 0), e3 = (
√

6/6,
√

6/6,
√

6/3).
©l Ae = diag(5,−1,−1), e1 = (

√
6/6,−

√
6/6,−

√
6/3), e2 =

(2
√

5/5, 0,
√

5/5), e3 = (
√

30/30,
√

30/6,−
√

30/15). ©m Ae =
diag(0, 3, 3), e1 = (

√
3/3,

√
3/3,

√
3/3), e2 = (

√
2/2,−

√
2/2, 0), e3 =

(−
√

6/6,−
√

6/6,
√

6/3). ©n Ae = diag(5, 2, 2), e1 = (−
√

3/3,
√

3/3,
√

3/3),
e2 = (

√
2/2, 0,

√
2/2), e3 = (

√
6/6,

√
6/3,−

√
6/6). ©o Ae = diag(4, 1, 1),

e1 = (−
√

3/3,
√

3/3,−
√

3/3), e2 = (−
√

2/2, 0,
√

2/2), e3 =
(
√

6/6,
√

6/3,
√

6/6). ©p Ae = diag(1, 4, 4), e1 = (−
√

3/3,−
√

3/3,
√

3/3),
e2 = (

√
6/6,

√
6/6,

√
6/3), e3 = (

√
2/2,−

√
2/2, 0). ©q Ae =

diag(3,−3,−3), e1 = (
√

6/6,
√

6/6,−
√

6/3), e2 = (
√

2/2,−
√

2/2, 0),
e3 = (

√
3/3,

√
3/3,

√
3/3). ©r Ae = diag(2,−1,−1), e1 =

(
√

3/3,
√

3/3,
√

3/3), e2 = (−
√

6/6,−
√

6/6,
√

6/3), e3 = (−
√

2/2,
√

2/2, 0).
©s Ae = diag(4,−2,−2), e1 = (

√
3/3,

√
3/3,−

√
3/3), e2 =

(
√

6/3,−
√

6/6,
√

6/6), e3 = (0,
√

2/2,
√

2/2). ©t Ae = diag(−3, 3, 3),
e1 = (−

√
3/3,

√
3/3,−

√
3/3), e2 = (−

√
2/2, 0,

√
2/2), e3 =

(
√

6/6,
√

6/3,
√

6/6). ©u Ae = diag(−2, 4, 4), e1 = (−
√

3/3,
√

3/3,
√

3/3),
e2 = (

√
2/2,

√
2/2, 0), e3 = (

√
6/6,−

√
6/6,

√
6/3). ©v Ae =

diag(4,−2,−2), e1 = (
√

3/3,
√

3/3,
√

3/3), e2 = (
√

2/2, 0,−
√

2/2),
e3 = (−

√
6/6,

√
6/3,−

√
6/6). ©w Ae = diag(5,−4,−4), e1 =

(1/3, 2/3, 2/3), e2 = (−2
√

5/15,−4
√

5/15,
√

5/3), e3 = (−2
√

5/5,
√

5/5, 0).
©x Ae = diag(−4, 5, 5), e1 = (

√
3/3,−

√
3/3,

√
3/3), e2 =

(−
√

2/2, 0,
√

2/2), e3 = (
√

6/6,
√

6/3,
√

6/6). ©y Ae = diag(−5, 4, 4), e1 =
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(−
√

3/3,
√

3/3,
√

3/3), e2 = (
√

2/2,
√

2/2, 0), e3 = (
√

6/6,−
√

6/6,
√

6/3).
©z Ae = diag(−4, 5, 5), e1 = (−2/3, 2/3,−1/3), e2 = (

√
5/5, 0,−2

√
5/5),

e3 = (4
√

5/15,
√

5/3, 2
√

5/15).
109. ©a Ae = diag(3, 3, 3,−7), e1 = 1/

√
5(−2, 0, 1, 0), e2 =

1/
√

45(2, 0, 4, 5), e3 = 1/
√

90(1, 9, 2,−2), e4 = 1/
√

10(−1, 1,−2, 2).
©b Ae = diag(−8,−8, 3, 3), e1 = 1/

√
6(−1,−2, 0, 1), e2 =

1/
√

66(−5, 2, 6,−1), e3 = 1/
√

3(1, 0, 1, 1), e4 = 1/
√

33(−2, 3,−2, 4).
©c Ae = diag(1, 1, 1, 9), e1 = 1/

√
2(−1, 0, 1, 0), e2 = 1/

√
6(−1, 0,−1, 2),

e3 = 1/
√

12(−1, 3,−1,−1), e4 = 1/2(1, 1, 1, 1).©d Ae = diag(−5,−5, 5, 5),
e1 = 1/

√
15(3, 1, 1, 2), e2 = 1/

√
30(0,−5, 1, 2), e3 = 1/

√
10(−2, 1, 1, 2),

e4 = 1/
√

5(0, 0,−2, 1). ©e Ae = diag(2, 2, 2,−5), e1 = 1/
√

30(1, 0,−2, 5),
e2 = 1/

√
42(1, 6,−2,−1), e3 = 1/

√
5(2, 0, 1, 0), e4 = 1/

√
7(−1, 1, 2, 1).

©f Ae = diag(−7,−7, 7, 7), e1 = 1/3(2, 1, 0, 2), e2 = 1/
√

126(−4,−2, 9, 5),
e3 = 1/

√
5(1,−2, 0, 0), e4 = 1/

√
70(−4,−2,−5, 5). ©g Ae =

diag(−5,−5,−5, 9), e1 = 1/
√

3(1,−1, 1, 0), e2 = 1/
√

42(1,−1,−2, 6),
e3 = 1/

√
2(1, 1, 0, 0), e4 = 1/

√
7(−1, 1, 2, 1). ©h Ae = diag(−7,−7, 3, 3),

e1 = 1/
√

15(3,−1, 2, 1), e2 = 1/
√

3(0, 1, 1,−1), e3 = 1/
√

2(0, 1, 0, 1), e4 =
1/
√

10(2, 1,−2,−1). ©i Ae = diag(3, 3, 3,−4), e1 = 1/
√

2(1, 0, 1, 0), e2 =
1/
√

3(1, 0,−1, 1), e3 = 1/
√

42(1, 6,−1,−2), e4 = 1/
√

7(1,−1,−1,−2).
©j Ae = diag(−2,−2, 2, 2), e1 = 1/2(−1, 1, 1, 1), e2 = 1/

√
2(0, 0,−1, 1),

e3 = 1/
√

2(1, 1, 0, 0), e4 = 1/2(1,−1, 1, 1). ©k Ae = diag(−5,−5,−5, 3),
e1 = 1/

√
2(1, 0, 1, 0), e2 = 1/

√
6(1, 0,−1, 2), e3 = 1/

√
12(−1, 3, 1, 1),

e4 = 1/2(−1,−1, 1, 1). ©l Ae = diag(7, 7,−5,−5), e1 = 1/2(1, 1, 1, 1),
e2 = 1/

√
2(0, 1, 0,−1), e3 = 1/

√
2(1, 0,−1, 0), e4 = 1/2(−1, 1,−1, 1).

©m Ae = diag(1, 1, 1,−9), e1 = 1/
√

3(0,−1, 1, 1), e2 = 1/
√

15(3, 1,−1, 2),
e3 = 1/

√
2(0, 1, 1, 0), e4 = 1/

√
10(2,−1, 1,−2).©n Ae = diag(−6,−6, 7, 7),

e1 = 1/
√

143(11,−3, 3, 2), e2 = 1/
√

11(0, 1,−1, 3), e3 = 1/
√

2(0, 1, 1, 0),
e4 = 1/

√
26(−2,−3, 3, 2). ©o Ae = diag(−5,−5,−5, 9), e1 =

1/
√

3(0,−1, 1,−1), e2 = 1/
√

42(6,−1,−2,−1), e3 = 1/
√

2(0, 1, 0,−1),
e4 = 1/

√
7(1, 1, 2, 1). ©p Ae = diag(1, 1, 1,−7), e1 = 1/

√
2(1, 1, 0, 0),

e2 = 1/
√

6(−1, 1, 2, 0), e3 = 1/
√

3(−1, 1,−1, 3), e4 = 1/2(1,−1, 1, 1).
©q Ae = diag(−4,−4,−4, 9), e1 = 1/(3

√
13)(−2,−4, 9, 4), e2 =

1/
√

5(−2, 1, 0, 0), e3 = 1/
√

45(2, 4, 0, 5), e4 = 1/
√

13(−1,−2,−2, 2).
©r Ae = diag(6, 6, 6,−6), e1 = 1/

√
2(−1, 0, 0, 1), e2 = 1/

√
132(1, 3, 11, 1),

e3 = 1/
√

22(−3, 2, 0,−3), e4 = 1/
√

12(1, 3,−1, 1). ©s Ae =
diag(2, 2,−6,−6), e1 = 1/

√
6(−2, 0, 1, 1), e2 = 1/

√
12(−1, 3,−1,−1), e3 =

1/
√

2(0, 0,−1, 1), e4 = 1/2(1, 1, 1, 1). ©t Ae = diag(−2,−2,−2, 8), e1 =
1/
√

90(−1,−2,−2, 9), e2 = 1/
√

5(−2, 1, 0, 0), e3 = 1/
√

45(−2,−4, 5, 0),
e4 = 1/

√
10(1, 2, 2, 1). ©u Ae = diag(−8,−8, 4, 4), e1 = 1/

√
2(1, 0, 1, 0),

e2 = 1/
√

12(−1, 3, 1, 1), e3 = 1/2(1, 1,−1,−1), e4 = 1/
√

6(1, 0,−1, 2).
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©v Ae = diag(−3,−3,−3, 4), e1 = 1/
√

5(−2, 0, 0, 1), e2 =
1/
√

30(−1, 5, 0,−2), e3 = 1/
√

42(−1,−1, 6,−2), e4 = 1/
√

7(1, 1, 1, 2).
©w Ae = diag(−4,−4, 1, 1), e1 = 1/

√
15(1, 3, 1,−2), e2 = 1/

√
3(1, 0, 1, 1),

e3 = 1/
√

3(−1, 1, 0, 1), e4 = 1/
√

15(−2,−1, 3,−1). ©x Ae =
diag(5, 5,−3,−3), e1 = 1/

√
2(0, 1, 0,−1), e2 = 1/2(1, 1, 1, 1), e3 =

1/
√

2(−1, 0, 1, 0), e4 = 1/2(−1, 1,−1, 1).
110. ©a −3t21 + 2t22 + 3t23, t1 = x1 − x2 − 2x3, t2 = x2 − 3x3, t3 = x3.

©b −t21 +2t22, t1 = x1 +2x2 +x3, t2 = x2−3x3, t3 = x3.©c −3t21 + t22 +2t23,
t1 = x1 − 3x2 − 3x3, t2 = −3x2 − 2x3, t3 = x3. ©d 2t21 + 2t22 + 3t23, t1 =
x1−3x2+x3, t2 = 2x2+2x3, t3 = x3.©e −2t21−2t22−t23, t1 = x1−2x2−3x3,
t2 = −x2 +3x3, t3 = x3. ©f 3t21− 3t22 + t23, t1 = x1−x2 +x3, t1 = x2 +3x3,
t3 = x3. ©g t21 + 3t22 − 3t23, t1 = x1 + x2 + 3x3, t2 = −3x2 + x3, t3 = x3.
©h t21−t22−2t23, t1 = x1+3x2−x3, t2 = 2x2+3x3, t3 = x3.©i t21+2t22−2t23,
t1 = x1 − 2x2 − 2x3, t2 = −2x2 + 2x3, t3 = x3. ©j −t21 − 3t22 − t23, t1 =
x1−x2 +x3, t2 = 2x2−x3, t3 = x3. ©k −3t21− 2t22− t23, t1 = x1−x2− 2x3,
t2 = −3x2 − 2x3, t3 = x3. ©l −t21 − 3t22 + 2t23, t1 = x1 − x2 − 2x3, t2 =
2x2 + x3, t3 = x3. ©m t21 − t22 + 3t23, t1 = x1 − 3x2 + x3, t2 = −3x2 − 2x3,
t3 = x3. ©n 2t21 − 3t22 − 3t23, t1 = x1 + x2 + x3, t2 = −2x2 − x3, t3 = x3.
©o −3t21 + t22 − 3t23, t1 = x1 + x2 − 2x3, t2 = x2 − 2x3, t3 = x3. ©p 3t21 + t22,
t1 = x1+2x2−x3, t2 = 2x2+x3, t3 = x3.©q −t21+3t22, t1 = x1−2x2−2x3,
t2 = 2x2−3x3, t3 = x3.©r −2t21+2t22+t23, t1 = x1+2x2+x3, t2 = x2+2x3,
t3 = x3. ©s 2t21 + 3t22 − 3t23, t1 = x1 + x2 + 2x3, t2 = −x2 − 2x3, t3 = x3.
©t −t21−3t22−t23, t1 = x1+2x2−x3, t2 = x2+3x3, t3 = x3.©u −t21−3t22+2t23,
t1 = x1 + x2 − 2x3, t2 = −2x2 + 2x3, t3 = x3. ©v −2t21 + t22 − t23, t1 =
x1 − 2x2 − 3x3, t2 = −3x2 + x3, t3 = x3. ©w t21 + 3t22, t1 = x1 − 3x2 + x3,
t2 = 2x2 − 3x3, t3 = x3. ©x 3t21 − 3t22, t1 = x1 + 2x2 − x3, t2 = x2 − 2x3,
t3 = x3.

111. ©a y2
1 + y2

2 − y2
3 − y2

4 . ©b y2
1 + y2

2 + y2
3 − y2

4 . ©c y2
1 + y2

2 − y2
3 − y2

4 .
©d y2

1 +y2
2−y2

3 .©e y2
1 +y2

2−y2
3−y2

4 .©f y2
1 +y2

2−y2
3−y2

4 .©g y2
1 +y2

2−y2
3−y2

4 .
©h y2

1 + y2
2 + y2

3 − y2
4 . ©i y2

1 + y2
2 − y2

3 − y2
4 . ©j y2

1 + y2
2 − y2

3 − y2
4 . ©k y2

1 − y2
2 .

©l y2
1 + y2

2 − y2
3 − y2

4 . ©m y2
1 + y2

2 − y2
3 . ©n y2

1 − y2
2 − y2

3 . ©o y2
1 + y2

2 − y2
3 − y2

4 .
©p y2

1+y2
2−y2

3−y2
4 .©q y2

1+y2
2−y2

3−y2
4 .©r y2

1+y2
2−y2

3−y2
4 .©s y2

1+y2
2−y2

3−y2
4 .

©t y2
1+y2

2−y2
3−y2

4 .©u y2
1+y2

2−y2
3−y2

4 .©v y2
1+y2

2−y2
3−y2

4 .©w y2
1+y2

2−y2
3−y2

4 .
©x y2

1 + y2
2 − y2

3 . ©y y2
1 − y2

2 − y2
3 . ©z y2

1 − y2
2 − y2

3 .
112.©a ,©i ,©m ,©s ,©x Неположительна.©b ,©f ,©l ,©r ,©v Положи-

тельно определена. ©c , ©h , ©n , ©p , ©w Отрицательно определена. ©d ,
©g , ©k , ©q , ©u Неотрицательна. ©e , ©j , ©o , ©t Неопределена.

113. ©a f(x) = −y2
1 − y2

2 + 5y2
3 , y1 = (x1 + 5x2 + 2x3)/

√
30, y2 =

(−2x1 +x3)
√

5, y3 = (x1−x2 +2x3)/
√

6.©b f(x) = −2y2
1−2y2

2 +4y2
3 , y1 =

(x1+x2)/
√

2, y2 = (x1−x2+2x3)/
√

6, y3 = (−x1+x2+x3)/
√

3.©c f(x) =
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3y2
1 + 3y2

2 , y1 = (−x1 + x2)/
√

2, y2 = (−x1 − x2 + 2x3)/
√

6, y3 = (x1 +
x2 +x3)/

√
3.©d f(x) = 4y2

1 +4y2
2−5y2

3 , y1 = (4x1 +5x2−2x3)/
√

45, y2 =
(x1+2x3)/

√
5, y3 = (−2x1+2x2+x3)/3.©e f(x) = 3y2

3 , y1 = (x1+x2)/
√

2,
y2 = (x1−x2+2x3)/

√
6, y3 = (−x1+x2+x3)/

√
3.©f f(x) = 5y2

1+5y2
2−y2

3 ,
y1 = (x1− 2x2)/

√
5, y2 = (2x1 + x2 + 5x3)/

√
30, y3 = (2x1 + x2− x3)/

√
6.

©g f(x) = y2
1 + y2

2 + 4y2
3 , y1 = (x1 + 2x2 + x3)/

√
6, y2 = (−x1 + x3)/

√
2,

y3 = (−x1 +x2−x3)/
√

3.©h f(x) = 6y2
1 +6y2

2 , y1 = (−x1 +2x2 +x3)/
√

6,
y2 = (x1 + x3)/

√
2, y3 = (x1 + x2 − x3)/

√
3. ©i f(x) = 4y2

1 + 4y2
2 − 2y2

3 ,
y1 = (x1 − x2 + x3)/

√
3, y2 = (x2 + x3)/

√
2, y3 = (−2x1 − x2 + x3)/

√
6.

©j f(x) = −4y2
1−4y2

2+5y2
3 , y1 = (2x1+x2)/

√
5, y2 = (2x1−4x2+5x3)/

√
45,

y3 = (−x1 +2x2 +2x3)/3.©k f(x) = y2
1 +y2

2−5y2
3 , y1 = (x1−x2 +x3)/

√
3,

y2 = (x2 + x3)/
√

2, y3 = (2x1 + x2 − x3)/
√

6. ©l f(x) = 5y2
1 + 5y2

2 − 4y2
3 ,

y1 = (−x1 + x2)/
√

2, y2 = (x1 + x2 + 2x3)/
√

6, y3 = (−x1 − x2 + x3)/
√

3.
©m f(x) = 2y2

1+2y2
2−4y2

3 , y1 = (x1−2x2)/
√

5, y2 = (−2x1−x2+5x3)/
√

30,
y3 = (2x1 + x2 + x3)/

√
6. ©n f(x) = 3y2

1 + 3y2
2 , y1 = (x2 + x3)/

√
2,

y2 = (2x1−x2+x3)/
√

6, y3 = (−x1−x2+x3)/
√

3.©o f(x) = 5y2
1+5y2

2−4y2
3 ,

y1 = (x2− 2x3)/
√

5, y2 = (5x1− 4x2− 2x3)/
√

45, y3 = (2x1 +2x2 +x3)/3.
©p f(x) = −2y2

1−2y2
2 +4y2

3 , y1 = (−x1−x2+x3)/
√

3, y2 = (−x1+x2)/
√

2,
y3 = (x1+x2+2x3)/

√
6.©q f(x) = 2y2

1+2y2
2+5y2

3 , y1 = (x1+x3)/
√

2, y2 =
(−x1 + 2x2 +x3)/

√
6, y3 = (−x1−x2 +x3)/

√
3. ©r f(x) = 5y2

1 + 5y2
2 − y2

3 ,
y1 = (x1−2x2)/

√
5, y2 = (−2x1−x2 +5x3)/

√
30, y3 = (2x1 +x2 +x3)/

√
6.

©s f(x) = −9y2
3 , y1 = (x1 − 2x3)/

√
5, y2 = (4x1 + 5x2 + 2x3)/

√
45, y3 =

(−2x1 + 2x2 − x3)/3. ©t f(x) = −2y2
1 − 2y2

2 + 4y2
3 , y1 = (x1 + x2)/

√
2,

y2 = (−x1+x2+x3)/
√

3, y3 = (x1−x2+2x3)/
√

6.©u f(x) = 5y2
1+5y2

2−4y2
3 ,

y1 = (x2+2x3)/
√

5, y2 = (5x1+4x2−2x3)/
√

45, y3 = (−2x1+2x2−x3)/3.
©v f(x) = y2

1+y2
2+7y2

3 , y1 = (−2x1+x3)/
√

5, y2 = (−x1+5x2−2x3)/
√

30,
y3 = (x1 + x2 + 2x3)/

√
6. ©w f(x) = 4y2

1 + 4y2
2 − 5y2

3 , y1 = (x2 − x3)/
√

2,
y2 = (2x1 + x2 + x3)/

√
6, y3 = (−x1 + x2 + x3)/

√
3. ©x f(x) = 6y2

1 + 6y2
2 ,

y1 = (x1− 2x3)/
√

5, y2 = (2x1 + 5x2 + x3)/
√

30, y3 = (2x1− x2 + x3)/
√

6.
114. ©a f(x) = 4y2

4 , y1 = (x1 + 2x2 − x4)/
√

6, y2 = (x1 + x4)/
√

2,
y3 = (−x1 + x2 + 3x3 + x4)/

√
12, y4 = (−x1 + x2 − x3 + x4)/2. ©b f(x) =

−5y2
1 − 5y2

2 , y1 = (x1 − x2 + x4)/
√

3, y2 = (−x1 − 2x2 + 3x3 − x4)/
√

15,
y3 = (x2 + x3 + x4)/

√
3, y4 = (3x1 + x2 + x3 − 2x4)/

√
15. ©c f(x) =

2y2
1+2y2

2+2y2
3−2y2

4 , y1 = (2x2−x3+x4)/
√

6, y2 = (3x1−x2−x3+x4)/
√

12,
y3 = (x3+x4)/

√
2, y4 = (x1+x2+x3−x4)/2.©d f(x) = 3y2

1+3y2
2−5y2

3−5y2
4 ,

y1 = (x1+x4)/
√

2, y2 = (−x1+x2+x3+x4)/2, y3 = (−x1−x2−x3+x4)/2,
y4 = (−x2 + x3)/

√
2. ©e f(x) = −3y2

1 − 3y2
2 − 3y2

3 + 4y2
4 . y1 = (x1 +

x2 + x3)/
√

3, y2 = (x1 + x2 − 2x3 + 6x4)/
√

42, y3 = (−x1 + x2)/
√

2,
y4 = (−x1 − x2 + 2x3 + x4)/

√
7. ©f f(x) = −y2

1 − y2
2 − 6y2

3 − 6y2
4 , y1 =

(−x1+x3+x4)/
√

3, y2 = (2x1+3x2+x3+x4)/
√

15, y3 = (x1−x2+x4)/
√

3,



515

y4 = (x1 − x2 + 3x3 − 2x4)/
√

15. ©g f(x) = −2y2
1 − 2y2

2 − 2y2
3 + 5y2

4 ,
y1 = (x1+x2)/

√
2, y2 = (x1−x2+x3)/

√
3, y3 = (−x1+x2+2x3+6x4)/

√
42,

y4 = (−x1+x2+2x3−x4)/
√

7.©h f(x) = −y2
1−y2

2−y2
3 +6y2

4 , y1 = (−x1+
x2)/

√
2, y2 = (−x1 − x2 + 2x3)/

√
6, y3 = (−2x1 − 2x2 − 2x3 + 3x4)/

√
21,

y4 = (x1 + x2 + x3 + 2x4)/
√

7. ©i f(x) = 2y2
1 + 2y2

2 − 8y2
3 − 8y2

4 , y1 =
(x2 +x3−x4)/

√
3, y2 = (3x1 +x2−2x3−x4)/

√
15, y3 = (x1 +x3 +x4)/

√
3,

y4 = (−x1 + 3x2 − x3 + 2x4)/
√

15. ©j f(x) = 3y2
1 + 3y2

2 + 3y2
3 − 4y2

4 ,
y1 = (−2x1 + x3)/

√
5, y2 = (x1 + 5x2 + 2x3)/

√
30, y3 = (−x1 + x2− 2x3 +

6x4)/
√

42, y4 = (x1−x2 +2x3 +x4)/
√

7.©k f(x) = −6y2
1−6y2

2 +4y2
3 +4y2

4 ,
y1 = (x1+x3)/

√
2, y2 = (x1−2x2−x3+2x4)/

√
10, y3 = (−x1−x2+x3)/

√
3,

y4 = (−x1 + 2x2 + x3 + 3x4)/
√

15. ©l f(x) = 4y2
1 + 4y2

2 + 4y2
3 − 3y2

4 , y1 =
(x1+2x2)/

√
5, y2 = (2x1−x2+x3+6x4)/

√
42, y3 = (−2x1+x2+5x3)/

√
30,

y4 = (−2x1 + x2 − x3 + x4)/
√

7. ©m f(x) = −5y2
1 − 5y2

2 + 5y2
3 + 5y2

4 ,
y1 = (2x1 + 7x2 − x3 − 4x4)/

√
70, y2 = (3x1 + 2x3 + x4)/

√
14, y3 =

(−x2 + x3 − 2x4)/
√

6, y4 = (3x1 − 2x2 − 4x3 − x4)/
√

30(3,−2,−4,−1).
©n f(x) = y2

1+y2
2+y2

3−9y2
4 , y1 = (2x2+x3)/

√
5, y2 = (5x1+2x2−4x3)/

√
45,

y3 = (−2x1 + x2 − 2x3 + 9x4)/
√

90, y4 = (−2x1 + x2 − 2x3 − x4)/
√

10.
©o f(x) = −5y2

1 − 5y2
2 − 5y2

3 + 9y2
4 , y1 = (x3 + 2x4)/

√
5, y2 = (5x2 + 2x3−

x4)/
√

30, y3 = (6x1 − x2 + 2x3 − x4)/
√

42, y4 = (x1 + x2 − 2x3 + x4)/
√

7.
©p f(x) = 4y2

1 + 4y2
2 , y1 = (x1 + x2 − x3 + x4)/2, y2 = (x3 + x4)/

√
2, y3 =

(−2x1−x3+x4)/
√

6, y4 = (−x1+3x2+x3−x4)/
√

12.©q f(x) = −3y2
3−3y2

4 ,
y1 = (x1+2x2+x4)/

√
6, y2 = (x1+2x3−x4)/

√
6, y3 = (−2x1+x2+x3)/

√
6,

y4 = (−x2 + x3 + 2x4)/
√

6. ©r f(x) = −5y2
1 − 5y2

2 − 5y2
3 + 3y2

4 , y1 =
(x1 + x2)/

√
2, y2 = (−x1 + x2 + x3 + 3x4)/

√
12, y3 = (x1 − x2 + 2x3)/

√
6,

y4 = (x1−x2−x3+x4)/2.©s f(x) = 7y2
1 +7y2

2−7y2
3−7y2

4 , y1 = (2x1+x2−
2x3)/3, y2 = (4x1 + 2x2 + 5x3 + 9x4)/

√
126, y3 = (−2x2 − x3 + x4)/

√
6,

y4 = (3x1 − 2x2 + 2x3 − 2x4)/
√

21. ©t f(x) = 2y2
1 + 2y2

2 + 2y2
3 − 8y2

4 ,
y1 = (−2x1+x2−x3+3x4)/

√
15, y2 = (x1+x2−x3)/

√
3, y3 = (x2+x3)/

√
2,

y4 = (−2x1 + x2 − x3 − 2x4)/
√

10. ©u f(x) = −7y2
1 − 7y2

2 + 6y2
3 + 6y2

4 ,
y1 = (−x1 − 3x2 + x4)/

√
11, y2 = (−3x1 + 2x2 + 11x3 + 3x4)/

√
143, y3 =

(3x1 − x2 + x3)/
√

11, y4 = (2x1 + 3x2 − 3x3 + 11x4)/
√

143. ©v f(x) =
−5y2

1 − 5y2
2 − 5y2

3 + 5y2
4 , y1 = (x3 − 2x4)/

√
5, y2 = (5x2 + 2x3 + x4)/

√
30,

y3 = (3x1 − x2 + 2x3 + x4)/
√

15, y4 = (−2x1 − x2 + 2x3 + x4)/
√

10.
©w f(x) = −7y2

1−7y2
2 +5y2

3 +5y2
4 , y1 = (x1+2x2+x3)/

√
6, y2 = (x1−x2+

x3+3x4)/
√

12, y3 = (−2x1+x2+x4)/
√

6, y4 = (−x1−x2+3x3−x4)/
√

12.
©x f(x) = 10y2

4 , y1 = (2x1 + x2)/
√

5, y2 = (2x1 − 4x2 + 5x3)/
√

45, y3 =
(x1 − 2x2 − 2x3 + 9x4)/

√
90, y4 = (−x1 + 2x2 + 2x3 + x4)/

√
10.
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